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Vorrede zur erften Auflage. 


Nicht ohme Zagen ſchicke ich hier den erften Theil meine elementaren Be⸗ 
arbeitimg der Ingenieur⸗ und Mafchinenmechanif in die Welt. "Obwohl ich 
mir fagen kann, daß ich bei diefer Schrift mit aller möglichen Sorgfalt und 
Bedachtſamkeit zu Werfe gegangen bin, fo befltrchte ich dennoch, den Wün⸗ 


ſchen Aller in ihr nicht entfprechen zu können. Die Anfichten, Winfche und 


Anſprüche ſind nun einmal fo ſehr verſchieden, daß e8 nicht möglich ift, fie 
alle zu befriedigen. Mancher wird da8 eike Capitel zu ansführlich, Mancher 
wird e8 zu Kurz finden; Einige werden in der Behandlung gewiſſer Materien 
eine höhere Wiflenfchaftlichkeit vermiflen, während Andere vielleicht gerade 
hierin eine größere Popularität gewünſcht hätten. Indeß vieljährige Studien, 
vielfacher Unterricht und mannigfaltige Beobachtungen und Erfahrungen ha⸗ 
ben mich nun einmal auf die Methode geführt, nad) welcher das vorliegende 
Werk bearbeitet ift, und welche ich fr den beabfichtigten Zweck als die an- 
gemeflenfte halte. 

Mein Hauptbeftreben bei Bearbeitung dieſes Werkes war darauf ge- 
richtet, die größte Einfachheit bei der Entwidelung und Beweisführung zu 
erzielen und alle in der Anwendung auf die Braris wichtigen Säge nur mit 
Hilfe der niederen Mathematik abzuhandeln. Wenn man beriidfichtigt, 
welche mannigfache Kenntniffe ein Techniker fich anzueignen hat, um in fei- 
nem Wade etwas QTüchtiges zu leiten, fo muß e8 ung, als Lehrer und 
Schriftfteller für Techniker, eine Pflicht fein, das gründliche Studium der 
Wiſſenſchaft durch Vereinfachung im Vortrage, durch Befeitigung alles 
Meberflüffigen und durch die Anwendung der befannteften und zugänglichften 
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Hülfslehren zu erleichtern. Ic habe deshalb auch in dem vorliegenden 
Werke die Anwendung der Differenzial- und Integralrechnung gänzlich ver- 
mieden. Wenn auc) jet die Gelegenheit zur Erlernung diefer Rechnung 
nicht fo felten mehr ift, fo iſt e8 doc) eine unbeftreitbare Thatjache, daß ohne 
immermwährende Uebung die nöthige Fertigkeit in Handhabung derjelben fehr 
bald verloren geht, und e8 deshalb manchen übrigens fehr tiichtigen Praftifer 
giebt, welcher mit der früher erlernten Differenzial- und Integralrechnung 
nicht mehr umzugehen verfteht. Da ich mit mandjen Schriftftellern, welche 
in populären Schriften die fchwierigeren Säge ohne Beweiſe mittheilen, nicht 
einerlei Meinung bin, jo habe ich es vorgezogen, praftifch wichtige Sätze 
ftet8 auf elementarem, wenn aud) zuweilen etwas weitläufigen Wege abzu- 
leiten oder zu beweifen. Man wird daher in diefem Werke nur, felten eine 
Formel ohne ihre Begründung Hingeftellt finden. Einige ganz allgemeine 
Kenntniffe gewiſſer Lehren aus der Naturlehre, zumal aber eine gründliche 
Kenntniß der reinen Eleımentarmathematif, müfjen wir allerdings bei dem 
Studium diefer Schrift vorausfegen. VBorzüglih bin ich bemitht gemefen, 
bei Bearbeitung dieſes Werfes die rechte Mitte zwifchen Generalifiren und 
Specialifiren zur halten. Obwohl id) die Vorzlige des Generalifirens nicht 
verfenne, fo bin ich doch der Meinung, dag man in diefem Werke, wie bei 
jedem elementaren Vortrage, das allzu große Generalifiren zu vermeiden habe. 
Das Einfache fommt ja- in der Praxis häufiger vor als das Zufammen- 
gefeßte. Auch ift nicht zu leugnen, daß in der Betrachtung des allgemeinen 
Falles oft die tiefere Kenntniß des fpecielleren Falles verloren geht, und daß 
es nicht felten leichter ift, aus dem Einfachen das Zufammengefegtere abzu- 
leiten, al8 aus dem Allgemeineren da8 Einzelne herauszuziehen. 

Mean erwarte in der Ingenieur- und Mafchinenmechanik keine Maſchinen⸗ 
baulehre oder Maſchinenbaukunſt, fondern nur die Einleitung oder Vorberei- 
tungswiffenschaft zu dieſer. Die Mechanik ſoll fich infofern zur Mafchinen- 
baufunft verhalten, wie die darftellende Geometrie zum Mafchinenzeichnen. 
Nach Erlangung der Kenntniſſe der Mechanik und der darftellenden Geome- 
trie fcheint e8 am zweckmäßigſten zu fein, den Unterricht über Mafchinenbau- 
kunſt und den über Mafchinenzeichnen in einem Curfe zu vereinigen. 

Vieleicht wird noch in Zweifel gezogen, daß es zweckmäßig fei, die In- 
genieur- und Mafchinenmecanik in zwei Theile, in einen theoretifchen und 
in einen angewandten, zu theilen. Wenn man berüdfichtigt, daß dieſes 
Werk Unterricht über alle mechanische Verhältniffe der Bau⸗ und Mafchinen- 
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lehre ertheilen ſoll, jo ftellt fi, die Nüstlichkeit, oder vielmehr die Nothwen⸗ 
digkeit diefer Eintheilung von felbit heraus. Um ein Bauwerk und zumal 
um eine Machine vollftändig beurtheilen zu können, find oft die verſchieden⸗ 
fien Lehren der Mechanik, 3. B. die der Reibung, die der Feſtigkeit, die der 
Trägheit, des Stoßes, des Ausflufles u. ſ. w. in Anſpruch zu nehmen, es 
ift aljo da8 Material zum mechanischen Studium eines Bau- oder Maſchinen⸗ 
werfes faft aus allen Theilen der Mechanik zufammenzulefen. Da e8 nun 
aber für den praftifchen Gebraud) viel zwedmäßiger ift, die mechaniſchen 
Lehren über jede Mofchine im Zufammenhange ſtudiren zu können, als fie 
aus faft allen Theilen der Mechanik zufammentragen zu miüffen, fo möchte 
die Nüglichkeit der gemachten Theilung außer allem Zweifel fein. 

Immer die Anwendung im Praftifchen vor Augen habend, bin ich beim 
Auffegen diefes Werkes ftetS bemüht geweſen, die vorgetragenen Lehren durch 
paflende Beifpiele aus dem Leben foviel wie möglich zu erläutern. Mit 
Recht kann ich aber auch behaupten, daß ſich dieſes Werf durch die große 
Anzahl und paffende Auswahl durchgerechneter Beifpiele vor vielen ähnlichen 
Werfen auszeichnet. Nächſtdem hoffe ich auch, daß die große Anzahl der 
jorgfältig ausgeführten Figuren dem beabfichtigten Zwecke diefer Schrift jehr 
förderlich fein werde. Endlich muß ich e8 der Verlagshandlung noch befon- 
ders Dank willen, daß fie dem Werke in aller Hinficht die vorzüglichſte Aus⸗ 
ftattung bat zu Theil werden laſſen. Auf die Richtigkeit der Rechnungen 
ift eine befondere Sorgfalt verwendet worden; in dev Regel ift jedes Beifpiel, 
und zwar nicht von einer und derfelben Perſon, dreimal durchgerechnet wor⸗ 
den. Es möchte daher nicht fo Leicht fein, wejentliche oder anfehnliche Feh— 
ler in bdenfelben aufzufinden. In den Beifpielen ſowie in den Formeln 
habe ich immer das preußiiche Maaß und Gewicht zu Grunde gelegt, in der 
Erwartung, daß die größere Zahl der Leſer mit diefem zu rechnen gewohnt 
fein werde. Aber auch) in Hinficht auf die Correctheit des hier fo ſchwieri— 
gen Druckes möchte wenig zu wilnfchen übrig bleiben. ‘Die bis jegt gefuns _ 
denen Schreib- und Druckfehler find dem Buche beigefügt. Ich glaube nicht, 
daß noch eine größere Ergänzung zu diefem Verzeichniffe nöthig fein werde. 
Eine nähere Prüfung der Zeichnungen wird die Ueberzeugung herbeiflhren, 
daß auch bei Ausführung diefer mit Sorgfalt zu Werke gegangen ift. 
Größere Zeichnungen, und zumal folche, welche Gegenftände nach allen drei 
Raumdimenfionen abbilden, find nad) der von mir zuerft abgehandelten aro- 
nometrifchen Projectionsmethode (ſ. polytechn. Deittheilungen, Band J., Tübin⸗ 
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gen 1845) ausgeführt. Diefe Zeichnungsmethode hat mit der tfometrifchen 
Perfpective gleiche Vorzüge, zeichnet fich aber von biefer noch dadurd) aus, 
daß fie nicht nur fchönere, ſondern auch folche Bilder liefert, welche die Vor⸗ 
ftellung des abgebildeten Gegenftandes leichter erwecken, als die iſometriſche 
Perfpective.. Im der Regel find die Zeichnungen im Buche fo ausgeflihrt, 
daß die Breiten- oder Ziefendimenfionen bei gleicher Größe im abgebildeten 
Gegenftande nur halb fo groß erfcheinen, als die Yängen- und Höhendimen- 
fionen. 

Weſentlich zur Correetheit dieſes Werkes haben die Kevifionen des Herrn 
Ernft Röting, Studirenden an ber hiefigen Bergafademie, beigetragen, 
weshalb ich nicht unterlafjen Tann, meinen Dank hier öffentlich auszusprechen. 

Endlich ift e8 nöthig, dem Lefer noch anzuzeigen, daß er in dem Buche viel 
Neues und manches dem Verfaſſer Eigenthümliches vorfinden wird. Ohne 
mich auf viele Heine Artifel, die faft in jedem Capitel vorfommen, einzulaffen, 
will ich den Leſer nur auf folgende umfafjendere Gegenftände aufmerkſam 
machen. Eine allgemeine und leicht ausführbare Beftimmung der Schwer: 
punfte ebener Flächen und ebenfläcjiger Polyeder wird man in den Paragra⸗ 
phen 107, 112 und 113 finden, eine angenäherte Formel für die Ketten- 
Iinte in dem Paragraphen 148; Ergänzungen zur Arenreibung in den Para- 
graphen 167, 168, 169, 172 und 173. Die Lehre vom Stoße wird na» 
mentlih durch die Paragraphen 277 und 278 eine wejentliche Ergän- 
zung erhalten haben, da man feither den Stoß unvollfommen elaftifcher Kör⸗ 
per zu wenig berüidfichtigt, und den Fall, wenn ein vollfonmmen elaftifcher 
Körper mit einem unvollfommen elaftifchen Körper zufammenftößt, gar nicht 
betrachtet hat. Die meiften Ergänzungen und zum Theil ganz neue Geſetze 
wird man allerdings in der Hydraulik mitgetheilt finden, da ich diefen Theil 
fchon feit einer Neihe von Jahren zu einem Gegenftande meiner fpeciellen 
Studien gemacht habe. Die Gefege der vom Berfaffer zuerft beobachteten 
unvollfommenen Contraction der Waflerftrahlen treten hier zum erften Male 
in einem XLehrbuche der Mechanik auf. Ebenſo werden die fiir die Praris 
fehr wichtigen Hauptrefultate der Verſuche des Verfaſſers über den Ausflug 
des Waſſers durch) Schieber, Hähne, Klappen und Ventile mitgetheilt. End⸗ 
(id) führt der Verfaſſer auch die Hauptergebniffe feiner neueften Verſuche, be- 
treffend den Ausflug des Waſſers durch fchiefe Anfagröhren, gebrochene, 
frumme und lange gerade Röhren u. |. w. hier auf, obgleich das dritte Heft 
feiner diefe Verſuche umfafenden „Unterfuchungen im Gebiete der 
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Mechanik und Hydraulik“ dem Drude noch nicht hat übergeben werben 
fünnen. Den Capiteln über die fließenden Waller, über das Waflermeflen 
und über den Waflerjtoß find ebenfalls durch den Verfaſſer einige Bereiche 
rungen zu Theil geworden. Die Theorie der Reaction des ausfließenden 
Waflers, ſowie die des Waflerftoßes, nach dem Principe der mechanifchen 
Arbeit, ift ganz nen. 

Uebrigens Tann ich dem Lefer nicht bergen, daß ich jest, nad) Beendigung 
des erften Bandes, auch Hin und wieder Einiges anders aufgefaßt oder bes 
handelt zu haben wünfche; doch muß ich Hinzufligen, daß fich wejentliche 
‚Mängel mir nod) nidjt herausgeftellt haben. Wenn hie und da noch Man⸗ 
ches vermißt wird, jo muß ic) auf den zweiten Band vermeifen, welcher nicht 
bloß zufällig, jondern meift abſichtlich Ergänzungen zum erften Bande nad)- 
bringen wird, wie auch ſchon im erften Bande an vielen Stellen angedeutet 
wird. Der ‘Drud des zweiten Bandes wird nun feinen ununterbrochenen 
Fortgang haben, 10 daß ſich erwarten läßt, daß das ganze Bud am Ende 
dieſes Jahres in den Händen der Lejer fein werde. Auch wird nun bald 
das unter dem Namen „der Ingenieur“ in der Mechanik citirte Hülfsbuch, 
welches in einer Sammlung von Bormeln, Regeln und Tabellen der Arith⸗ 
metit, Geometrie und Mechanik befteht, ericheinen. 

Es follte mir eine, große Beruhigung und Freude gewähren, wenn mit 
diefem Werfe das erreicht wird, was ic) damit bezielt Habe, nämlich Prakti⸗ 
fern ein nüglicher Rathgeber in Fällen der Anwendung, Lehrern der pralti- 
ichen Mechanik ein brauchbarer Leitfaden beim Unterrichte, und Studivenden 
des Ingenieur⸗ und Mafchinenwejens ein willfommenes Hilfsmittel zur Er - 
lernung der Mechanik zu fein. . 


Freiberg, den 19. März 1846. 


Julius Weisbad. 
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gen 1845) ausgeführt. Diefe Zeichnungsmethode hat mit der tfometrifchen 
Berfpective gleiche Vorzlige, zeichnet fich aber von diefer noch dadurd aus, 
daß fie nicht nur ſchönere, fondern auch folche Bilder Liefert, welche die Vor⸗ 
ftellung des abgebildeten Gegenftandes Leichter erwecken, als die tjometrifche 
Perfpectivee In der Regel find die Zeichnungen im Buche jo ausgeführt, 
daß die Breiten- oder Tiefendimenfionen bei gleicher Größe im abgebildeten 
Gegenftande nur halb fo groß erfcheinen, als die Yängen- und Höhendimen- 
fionen. 

Mefentlich zur Correctheit dieſes Werkes haben die Kevifionen des Herrn 
Ernft Röting, Studirenden an der hiefigen Bergakademie, beigetragen, 
weshalb ich nicht unterlaſſen kann, meinen Dank hier öffentlich auszusprechen. 

Endlich ift e8 nöthig, dem Lefer noch anzuzeigen, daß er in dem Buche viel 
Neues und manches dem Berfafler Eigenthüämliches vorfinden wird. Ohne 
mich auf viele Heine Artikel, die faft in jedem Capitel vorfommen, einzulafien, 
will ich den Lefer nur auf folgende umfaflendere Gegenftände aufmerkfam 
machen. Eine allgemeine und leicht ausführbare Beftimmung der Schwer: 
punfte ebener Flächen und ebenflächiger Polyeder wird man in den Paragra> 
phen 107, 112 und 113 finden, eine angenäherte Formel für die Ketten- 
Iinie in dem Paragraphen 148; Ergänzungen zur Axenreibung in den Para- 
graphen 167, 168, 169, 172 und 173. Die Lehre vom Stoße wird na⸗ 
mentlich durch die Paragraphen 277 und 278 eine wefentliche Ergän- 
zung erhalten haben, da man feither den Stoß unvollkommen elaſtiſcher Kör⸗ 
per zu wenig berückſichtigt, und den Fall, wenn ein vollkommen elaftijcher 
Körper mit einem unvollkommen elaftifchen Körper zufammenftößt, gar nicht 
betrachtet hat. Die meiften Ergänzungen und zum Theil ganz neue Geſetze 
wird man allerdings in der Hydraulik mitgetheilt finden, da ich diefen Theil 
ſchon feit einer Reihe von Jahren zu einem Gegenftande meiner fpeciellen 
Studien gemacht habe. Die Gefege der vom Berfaffer zuerft beobachteten 
unvolllommenen Contraction der Wafferftrahlen treten bier zum erften Male 
in einem Lehrbuche der Mechanik auf. Ebenſo werden die fiir die Praris 
jehr wichtigen Hauptrefultate der Verfuche des Verfaſſers itber den Ausflug 
des Waſſers durch Schieber, Hähne, Klappen und Bentile mitgetheilt. End- 
{ich führt der Verfaffer auch die Hauptergebniffe feiner neueften Verſuche, be- 
treffend den Ausflug des Waſſers durch fchiefe Anfagröhren, gebrochene, 
frumme und lange gerade Röhren u. |. w. bier auf, obgleich das dritte Heft 
feiner diefe Verſuche umfaflenden „Unterfuhungen im Gebiete der 
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Mechanik und Hydraulif* dem Drude noch nicht Hat übergeben werben 
fünnen. Den Capiteln iiber die fließenden Waſſer, über das Waſſermeſſen 
und über den Waflerftoß find ebenfalls durch den Verfafler einige Bereiche» 
rımgen zu Theil geworden. Die Theorie der Reaction des ausfließenden 
Waſſers, ſowie die des Waflerftoßes, nach dem Principe der mechanischen 
Arbeit, ift ganz neu. 

Uebrigens kann ich dem Leſer nicht bergen, daß ich jest, nach Beendigung 
des erften Bandes, auch Hin und wieder Einiges anders aufgefaßt oder bes 
handelt zu haben wünfche; doch muß ich hinzufügen, daß ſich wejentliche 
‚Mängel mir noch nicht herausgeftellt haben. Wenn bie und da noch Man» 
ches vermißt wird, fo muß ich auf den zweiten Band verweifen, welcher nicht 
bloß zufällig, jondern meift abſichtlich Ergänzungen zum erften Bande nach⸗ 
bringen wird, wie auch fchon im erften Bande an vielen Stellen angebeutet 
wird. Der Drud des zweiten Bandes wird nun feinen ununterbrochenen 
Fortgang haben, 10 daß fic erwarten läßt, daß das ganze Buch am Ende 
dieſes Jahres in den Händen der Lefer fein werde Auch wird nun bald 
das unter dem Namen „der Ingenieur“ in der Mechanik citirte Hülfsbuch, 
welches in einer Sammlung von Formeln, Regeln und Tabellen der Arith⸗ 
metif, Geometrie und Mechanik befteht, erfcheinen. 

Es follte mir eine, große Beruhigung und Freude gewähren, wenn mit 
diefem Werfe daS erreicht wird, was ich damit bezielt habe, nämlich Prafti- 
fern ein nüglicher Rathgeber in Fällen der Anwendung, Lehrern der prafti- 
fchen Mechanik ein brauchbarer Leitfaden beim Unterrichte, und Studirenden 
des Ingenieur- und Maſchinenweſens ein willkommenes Hülfsmittel zur Er⸗ 
lernung der Mechanik zu fein. J 


Freiberg, den 19. März 1846. 


Julius Weisbach. 
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Die vorliegende zweite Auflage vom erſten Bande der Ingenieur⸗ und 
Maſchinenmechanik ift in der Methode und Anordnung nicht wejentlich von 
ber erften Auflage verfchieden. Nur der innere Ausbau diejes Werkes hat 
mit diefer zweiten Auflage manche Veränderungen und Bervollftändigungen 
erlitten, aud) ift die Ausdehnung deſſelben nicht unbedeutend größer geworden. 
Neberdies hat ſich der Verfaffer bemüht, die bemerften Mängel und Unrid;- 
tigkeiten fo viel wie möglich in diefer zweiten Bearbeitung zu  befeitigen. 
Die größere Ausdehnung diefer Auflage ift befonderd aus drei Zugaben 
erwachfen. Die erfte derfelben befteht in einer gebrängten und möglichft 
populären Darftellung des fogenannten Infinitefimalcalcils am Kopfe des 
ganzen Werkes, und ift befonders deshalb Hinzugefügt worden, um verwidelte 
und zu gekünftelte Entwidelungen mittels des niederen Calclil8 zu vermeiden, 
und um zugleich dem Leſer mehr Selbitftändigfeit in der Mechanik zu ver- 
Ichäffen und ihn auf einen höheren Standpunft in diefem wichtigen Gebiete 
zu ftellen. Durch Anwendung der in diefem Vorcurs enthaltenen Lehren 
aus der Analyfis ift es möglich geworden, auch folche praftifch wichtige 
Gegenftände mit in den Vortrag aufzunehmen, welche fic entweder gar nicht 
oder nur fehr unvollftändig mittel8 der elementaren Algebra und Geometrie 
behandeln laflen. Um aber Denjenigen, welche fich mit den vorausgefchidten 
Elementen der Differenzial- und Imtegralrehnung nicht befannt gemacht 
haben, feine Störungen zu bereiten, find alle diejenigen Paragraphen, in 
welchen die Anwendung dieſes Calculs vorkommt, durch eine Parenthefe ( ) 
befonder8 ausgezeichnet worben. 
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Die zweite Zugabe befteht in einem neuen Capitel in der Hydroſtatik, und 
behandelt die Molecularwirkungen des Waſſers. Da bie Kenntniß ber 
Molecularkräfte (Capillarität) bei hydrauliſchen und pneumatiſchen Beob⸗ 
achtungen und Meſſungen von Wichtigkeit iſt, ſo hat es der Verfaſſer für 
zweckmäßig gehalten, in einem beſonderen Capitel die Hauptlehren über 
diefe Kräfte des Waſſers hier einzufchalten. Endlich ift dem ganzen Werte 
noch ein Capitel über die Schwingungen und Wellenbewegungen als Anhang 
beigegeben worden. Der Berfaffer hat fi) dazu bewogen gefunden, weil 
eine nähere Kenntniß der Schwingungen fir den Ingenieur von großer 
Wichtigkeit if. Der große Einfluß, welchen die Schwingungen auf den 
Gang und auf die Haltbarkeit und Dauerhaftigfeit der Mafchinen und ans 
derer Baumerfe ausüben, tft ein Gegenftand, dem man nicht zu viel Aufs 
merffamfeit fchenten Tann! Ueberdies verdanken wir den Schwingungsbeob- 
achtungen die neueften Beftimmungen der fiir die Praxis fo fehr wichtigen 
Elaſticitcätsmodeln. Auch der magnetischen Kraft habe ich in dem Anhange 
gedacht, vorzüglich weil diefelbe dem Ingenieur beim Orientiren in unterir⸗ 
diihen Räumen und an Orten, welche feine freie Ausficht gewähren, fehr 
wichtige Dienfte leiftet. Die Theorie der Waflerwellen, welche den Schluß 
dieſes Bandes ausmacht, gehört ganz in die Hydraulik; ihre Aufnahme in 
diefe Schrift bedarf daher Feiner weiteren Rechtfertigung. Leider läßt fie nur 
noch Bieles zu wünfchen übrig! 

Was den übrigen Theil diefer Schrift anlangt, jo hat vorzliglich das Ca⸗ 
pitel über die Elaſticität und Feftigfeit umfänglichere Veränderungen und 
Ergänzungen erfahren; nächftdem ift aber auch der Hydraulik durch die fort 
geſetzten Verſuche des Berfaflers manche Ergänzung und Berichtigung zu 
Theil geworden. 

Möchte auch diefe zweite Auflage ſich der Beachtung und des Beifalles 
erfreuen, womit die erfte Auflage aufgenommen und der Berfafler in der 
weiteren Bearbeitung dieſes Werkes aufgemuntert worden ift. 


Freiberg, den 15. Mat 1850. 


Julius Weisbach. 
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Die dritte Auflage von dem erften Bande meiner Ingenieur- und Mafchi- 
nenmechanik, welche ich Hiermit der Oeffentlichfeit übergebe, hat im Vergleich 
zu ihren Vorgängerinnen nicht allein mehrfache Berbefferungen, fondern auch) 
vielfache Ergänzungen und Zufäge erhalten. Es find diefelben vorzüglich 
aus den Fortſchritten der Wiſſenſchaft und zumal aus den Ergebniffen neıe- 
rer Forſchungen hervorgegangen. Den hier und da ausgefprochenen Witn- 
ſchen in Betreff dieſes Werkes habe ich fo viel wie möglich Folge geleiftet; 
wein ed nicht immer gefchehen ift, fo hatte ich hierzu gewiß hinreichende 
Gründe. Da ich wegen des außerordentlichen Beifalles, welchen diefed Wert 
in» und außerhalb Deutſchlands, ſowie dieſſeits und jenfeits des Oceans ge- 
finden bat, hoffen konnte, daß daflelbe in der Methode und im Umfang den 
Wunſchen des größeren Bublicums, fiir welches e8 beftimmt ift, entfpreche, jo 
mußte bei Bearbeitung diefer neuen Auflage mein Beftreben nur dahin ge- 
richtet fein, die bemerkten Tehler und Mängel aus demfelben zu entfernen, 
und die vollftändigeren und ficheren Ergebniffe neuerer Unterfuchungen dem 
Buche, in der demſelben eigenthlimlichen Behandlungsweile und mit möglich- 
fter Einfchränfung des Raumes, einzuverleiben. Leid thut mir e8, bemerken 
zu müſſen, daß dem Buche auch ganz ungerechte Vorwürfe gemacht worden 
find. So zeigt z. B. Herr Profeſſor Wiebe in Berlin, in einer Anmerkung 
auf Seite 245 und 246 feines Werkes über „die Lehre von der Befeftigung 
der Mafchinentheile* (Berlin 1854) an, daß ich die Torſionscoefficienten 
fiir quadratische Schäfte ſowohl in meiner „Mechanik“ (I. Aufl.) als auch 
im „Ingenieur“ 16mal größer als die Morin’fchen angegeben habe. Hier 
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bei hat aber Herr Wiebe überſehen, daß dafür auch in meinen Formeln 
wie in beiden Schriften ausdrüdlich gefagt wird, die vierten Potenzen ber 
halben Seitenlängen vorlommen, während die Formeln von Morin und 
Wiebe, ſowie auch die der zweiten Auflage meiner „Mechanik“ (von 1850) 
die vierten Potenzen der ganzen Seitenlänge des quadratifchen Duer- 
jchnitted enthalten. Da nun aber 2% gleih 16 ift, fo läuft diefe Anzeige 
des Herrn Wiebe auf einen Irrthum feinerfeits hinaus. 

Auf den partheiifchen, aus einer fehr anſpruchsvollen Feder gefloflenen 
Tadel in Grunert's Archiv, erwidere ich hier nichts, um an dieſem Orte 
nicht einen unnügen Streit zu führen. Uebrigens hat der Herr Profeflor 
Grunert in feinem Archiv der Mathematif aus der phyſiſchen und prakti⸗ 
ſchen Mechanik ſchon Unfinn genug druden laſſen — wie ich leicht beweifen 
kann —, um dadurd) feine Unfähigkeit zur Beurtheilung praftiich- mechani« 
jeher Schriften an den Tag zu legen! Tas Bud) ift für ein praftifches 
Publicum gefchrieben, und würde ſicherlich nicht den Beifall gefunden haben, 
welchen e8 gefunden hat, wenn ich ihm, was mir allerdings viel leichter 
geworden wäre, ein ganz wiflenfchaftliches Gewand gegeben hätte. Bon 
einem anderen Standpunfte aus läßt ſich allerdings das Bud) leicht, jedoch 
eben jo jehr auch ungerecht, tadeln. Wer fich nur etwas in der Praris ums 
gejehen hat, wird wahr genommen haben, wie wenig diefelbe noch von der 
Theorie Gebrauch) macht, und wie nicht felten die Theorie von den Praftifern 
hinten angefegt wird und in Mißeredit fteht. Daran hat gewiß die foge- 
nannte gelehrte Unterrichtsmethode, welche es al8 ein Verbrechen anfieht, die 
Wiſſenſchaft igrer Anwendung wegen zu ftudiren, ihren größten Antheil! 

Außer vielfachen Kleineren Ergänzungen erftreden fid) die Erweiterungen 
diefer neuen Auflage vorzüglich auf eine ganz neue Bearbeitung der Lehre 
von der Klafticität und Feftigfeit, und auf die Einfchaltung der Ergebniſſe 
der neneften hydrauliſchen Verſuche. Aber nicht allein durch ihren Inhalt, 
jondern auch durch ihre Ausftattung zeichnet fich diefe neue Auflage der Ins 
genieur- und Mafchinen - Mechanik vor ihren älteren Schweftern aus, zumal 
da diefelbe lauter neu geftochene und jchönere Abbildungen erhalten hat. Der 
Drud der dritten Auflage des zweiten Bandes geht ohne Unterbrechung fort. 


Vreiberg, im Juli 1856. 


Julius Weisbad. 
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Die vierte Auflage meiner Ingenieur⸗ und Maſchinen⸗Mechanik, welche ich 
hiermit der Deffentlichfeit übergebe, hat weder in der Methode, noch in ber 
Anordnumg des Stoffes eine Veränderung erlitten. Der ziemlich ſchnelle 
Abfag von drei ftarfen Auflagen des Werkes und das Erfcheinen zweier 
Ausgaben defjelben in englifcher Sprache, und zwar in England und Nord» 
Amerika, jowie die Veberfegungen diefes Werkes in das Schwediſche, Bolnifche 
und Ruſſiſche laffen mich wohl hoffen, daß mit diefer Schrift den Wiinfchen 
und Bedürfniflen des größeren praftifchen Publicums, für welches fie beftimmt 
ift, entiprochen worden iſt. Deshalb habe ich mich bei Bearbeitung diefer 
nenen Auflage nur darauf befchränft, die bemerften Mängel und Fehler aus 
dem Werke zu entfernen und die neuen praftifch wichtigen Erfahrungsrefultate 
umd theoretifchen Errungenfchaften demfelben einzuverleiben. So habe ich 
3.8. im Capitel über die Reibung die Refultate der neneften Verſuche von 
Bochet mit aufgenommen, und ben Abjchnitt über die Elafticität und Yeftig- 
feit dem dermaligen Standpunkte der Willenfchaft und Praxis entfprechend 
neu bearbeitet, und hierbei die neueren Schriften von Same, Rankine, 
Breſſé u.f.w. benugt. Vielfache Ergänzungen, Zufäge und Verbeſſerungen 
bat endlich auch der Abfchnitt Mber die Hydraulik erlitten. Hier haben vor» 
züglich die Ergebniffe der neweren Forſchungen des DVerfaflerd einen Platz 
gefunden. Namentlich find es die Verfuche iiber den Ausflug des Waflers 
unter hohem und fehr hohem Drucke, fowie die über die Steighöhe ſpringen⸗ 
der Waflerftrahlen, ferner bie Verfuche über das Ausftrömen der Luft und 
die vergleichenden Verſuche über den Stoß von Luft und Waflerfrahlen, 
‚welche dem Buche zugefügt worden find. Das Kapitel über den Ausflug ber 
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Luft iſt gänzlich umgearbeitet worden, weil der Verfaſſer die Ueberzeugung 
hat, daß die gewöhnlichen Formeln über den Ausfluß der Luft bei höherem 
Drucke das Ausflußgeſetz nicht richtig darſtellen. Die gewonnenen Formeln 
find deshalb ſehr einfach ausgefallen, weil ich hier, ohne die Genauigkeit inner- 
halb ziemlich weiter Grenzen zu beeinträchtigen, in der befannten Wärme- 





formel 
1 -+ Ör, _ (% 0,42 
1-+6r 2) 
den Erponenten 0,42 in 0,50 umgeänbert, alfo 
1 + 6 m 
1 + 57 — geſetzt habe (ſ. F. 461). 


Es hängt ja die Brauchbarkeit einer Formel nicht davon ab, ob ſie in den 
äußerſten Grenzen noch richtig iſt, ſondern nur davon, ob ſie ſich innerhalb 
gegebener Grenzen mit hinreichender Genauigkeit an die Reſultate der Er- 
fahrung anfchließt. 

Mehrere neue Paragraphen find auch den analytifchen Hülfslehren ber 
Phoronomie und Aeroftatil zugefligt, auch ift in der Hydraulik der Druck 
des duch Röhren fließenden Waflers in zwei neuen Paragraphen ($. 439 
und $. 440) wegen feiner praftifchen Wichtigkeit befonders abgehandelt wor⸗ 
den. Werner habe ich in dem Capitel iiber die Kraft und den Widerftand 
des Waflers die Theorie des einfachen Neactionsrades, ſowie die Anwendung 
diefer Maſchine als Mittel zur Prüfung der Theorie des Stoßes und der 
Reaction des Waſſers abgehandelt. Auch find noch die neueren Wafler- und 
Gasmeſſer mit aufgenommen worden, weil bieje Inſtrumente durch die 
Reaction einer ausſtrömenden Flüffigfeit in Umdrehung geſetzt werden, deren 
Größe nach ber vorausgegangenen Theorie leicht zu beurtheilen ift. 

Endlich hat noch der Anhang durch das Referat der neueren Forſchungen 
des Herrn Geh. Oberbaurath Hagen über die Waflerwellen eine Kleine Er- 
gänzung erhalten. 

Die äußere Ausftattung diefer neuen Auflage möchte wohl kaum Etwas 
zu winfchen übrig laſſen, die Abänderungen in den Ueberfchriften und den 
Marginalien gereichen dem Gebrauch des Buches gewiß nur zum Vortheil; 
insbejondere wird durch die Angabe der Paragraphennummern in den Ueber 
ſchriften das Auffuchen von citirten Stellen ſehr erleichtert. 

Wenn ſich bier und da eine Stimme vernehmen läßt, weldye behauptet, 
daß es dem Zweck des Buches förderlicher geweſen wäre, wenn es ein 
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wiſſenſchaftlicheres Gewand und die höhere Analyſis zur Grundlage erhalten 
hätte, fo muß ich hierauf entgegnen, daß das Buch insbeſondere zum Privat⸗ 
ſtudium und Nachſchlagen für Praktilker gefchrieben ift, und dag im Allge- 
meinen bei denfelben die Kenntniß und Fertigkeit in Handhabung ber 
Differenzial- und Integralrechnung nicht vorausgefegt werben kann. Nachdem 
ich ein Menfchenalter lang als Lehrer an einer technifchen Lehranſtalt gewirkt 
und hierbei ftets in vielfachen Verkehr mit ber Praris geftanden, fowie 
auch auf Reifen mannichfaltige Fachftudien gemacht habe, Tann ich mir 
wohl über diefen Gegenftand ein ficheres Urtheil zutrauen! Wenn endlich 
meine Ingenieur und Mafchinen-Mechanit bis in die neuefte Zeit noch in 
verwandten Schriften vielfach benutzt worden ift, jo kann ich mich, da mir 
literarifche Ehre viel höher fteht als pecuniärer Vortheil, nur darüber freuen, 
wenn aber in einigen Schriften von meiner Ingenieur» und Maſchinen⸗ 
Mechanik vielfacher Gebrauch gemacht wird, ohne diefelbe an irgend einer 
Stelle zu eitiren, fo kann ich wohl mit Recht deshalb an das Urtheil des 
Publicums appelliren. 


Freiberg, im Mai 1863. 
Julius Weisbach. 
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Hülfdlehren aus der Analyfis. 


Art. 1. Die Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe x 

wird durch eine mathematifche Formel, 3. B. y — 32°, oder y = aa" 
u. |. w. angegeben. Man fchreibt allgemein y = f(x) oder z — p(y) 
u. ſ. w, und nennt y eine Function von x, fowie 2 eine Function von y. 
Die Zeichen f, ꝙ u. f. w. deuten nur allgemein an, daß y von z, oder £ 
von y abhänge; fie Laffen die Abhängigkeit diefer Größen von einander ganz 
unbeſtimmt, fchreiben alfo die algebraifche Operation, durch welche y aus x, 
oder z aus Y hervorgeht, nicht vor. 
- Eine Function y = f(x) ift eine unbeftimmte Gleichung; es giebt un⸗ 
endlich viele Werthe von x und y, welche derfelben entjprechen, giebt man 
jedoch die eine (x), fo ift die andere (y) durch die Function beftinnmt, und ver- 
ändert man die eine, fo erleidet die andere ebenfalls eine Beränderung. Man 
nennt deshalb die umbeftimmten Größen x und y Variablen oder verän- 
derliche Größen, dagegen die gegebenen oder als gegeben anzujehenden 
Größen, welche alſo die Operation vorschreiben, durch welche y aus x hervor- 
geht, Conftanteu oder beftändige Größen. Bon den veränderlichen Grö- 
Ben heißt diejenige, welche willfürlicd) anzunehmen ift, die Urvariable, und 
dagegen biejenige,. welche als Function der legteren durch eine beſtimmte Ope- 
ration aus diefer beftimmt wird, die Abhängigvariable. Iny= ar" 
find a und m die Konftanten und es ift x die Ur⸗-, dagegen y die Abhängig- 
variable. _ 

Die Abhängigkeit einer Größe z von zwei anderen x und y wird durch 

Weisbach, Lehrbnd der Medhanit. I. 1 


2 Hülfsiehren aus der Analyfis. (Art. 2. 


da8 Zeichen z — f(x,y) ausgedrückt. Es ift in diefem alle e Function 
von z und y zugleid), und man hat es daher hier mit zwei Urvariablen zu 
thun. 

Art. 2. Jede durch eine Function oder Formel y — f(x) ausgedrüidte 
Abhängigkeit einer Größe y von einer andern Größe z läßt ſich durd) eine 
ebene Curve oder krumme Linie APQ, Fig. 1 und Fig. 2, darftellen; den 


Fig. 1. Fig. 2. 





A MN 


verfchiedenen Werthen der Urvariablen x entjprechen die Abfciffen AM, 
AN u. f. w., und den verjchiedenen Werthen der Abhängigvariablen y die 
Drdinaten MP, NQ u. |. w. der Curve. Die Coordinaten (Abfcifien 
und Drdinaten) der Curve ftellen alfo die beiden Bariablen der Function vor. 
Die graphifche oder bildlihe Darftellung einer Function oder die 
Zurüdführung derfelben auf eine Curve vereinigt mehrere Vortheile in ſich. 
Sie liefert uns erftens einen Ueberblid über den Zuſammenhang zwifchen 
zwei veränderlichen Größen; fie erjegt uns zweitens die Stelle einer Tabelle 
oder eines Inbegriffes von je zwei zufanımengehörigen Werthen einer Function, 
und fie verſchafft uns drittens die Kenntniß von den mannigfaltigften Eigen- 
Ichaften und Beziehungen der Yunctionen. Der mit dem Halbmefler CA 
— OB= r beichriebene Kreis ADB, Fig. 3, welcher der Function 
Fig. 3. Y — V3rz — 2 entfpricht, worin x und y die 
D Coordinaten AM und MP bezeichnen, gewährt 
uns 3. B. nicht allein eine Meberficht über die ver- 
jchiedenen Werthe, welche diefe Function annehmen 
A B kann, fondern macht und auch mit anderen Eigen- 
thitmlichfeiten diefer Yunction befannt, da die 
- Eigenfchaften des Kreiſes aud) ihre Bedeutung in 
der Function haben. Wir willen 3. B. hiernad), 
ohne weitere Unterfuchungen, daß y nicht allein. für 20, jondern aud) 
für z — 2r zu Null wird, daß ferner y ein Marimum und zwar — r 
wird, wenn 2 —= r ift, u. |. w. 





P 


Art. 3.] Hülfslehren aus der Analnfis. 3 


Art. 3. Die Naturgefege laflen ſich in der Regel durch Functionen 
zwifchen zwei oder mehreren Größen ausdrüden und find deshalb auch meift 
einer graphifchen Darftellung fähig. 

(1) Beim freien Fallen der Körperim luftleeren Raume hat nıan 
3. B. für die Fallgeſchwindigkeit 2, welche der Fallhöhe x entſpricht, y — v2 g2; 
diefe Formel ftimmt aber aud) mit der Gleichung y — Vpx der Barabel 
überein, wenn man den Parameter (7) der letteren gleichjegt der doppelten 
Beichleunigung (2 9) der Schwere; daher läßt fich auch das Fallgeſetz durch 
eine Barabel APYQ, Fig 4, mit dem Parameter p — 29 graphiſch dar- 

Fig. 4. ſtellen. Die Abſciſſen AM, AN. . dieſer 
Curve find natürlich die Yallräume, und die 
entfprechenden Ordinaten MP, NQ.. die zus 
gehörigen Gefchwindigfeiten. 

(2) Iſt a ein gewiſſes Luftvolumen unter 
der Prefiung von 1 Atmofphäre, jo hat man, 
dem Mariotte’fchen Geſetze zufolge, das 
Bolumen derfelben Luftmenge unter der Pref- 





jung von x Atmofphären: y — — 


. a a 
Fur æ — I, iſt y 4, fur ⸗ — 2, — —5 frs=4,y=7 
ür —æ — 10 iſt —“ für x = 100 —_! ü — — (0: 
für - — „1 70 I — ‚IT fr Yy —0; 


man fieht alfo, daß das Volumen immer Heiner und Meiner wird, je größer 
die Spannung ift, und daß, wenn da8 Mariotte’fche Geſetz bei allen 
Spannungen richtig bliebe, einer unendlid) großen Spannung x ein unend- 
lich Feines Volumen entſpräche. 


Ferner: = 1 gebt y— 2a, z— NY giebt y— Aa, 
= No „ y=-1a = 0, y—=m@a, 
je Heiner hiernacdh die Spannung wird, defto größer füllt dagegen das Volumen 
aus, und wenn die Spannung unendlid) Hein ift, fo ftellt ſich das Volumen 
unendlich groß heraus. 

Die Curve, welche diefem Gefege entfpriht, ift in Fig. 5 (a. f. ©.) ab» 
gebildet; AM, AN... find die Spannungen oder Abſciſſen x, MP, NQ.. 
die entfprechenden Volumina oder Ordinaten y. Man fieht, diefe Curve nä- 
bert fich allmälig den Aren AX und AY der Coordinaten, ohne fie je zu 
erreichen. 

(3) Die Abhängigkeit der Expanſivkraft y des gefättigten Waffer- 
dampfes von der Temperatur x läßt ſich wenigftens innerhalb gewiſſer 
Grenzen durch die Formel: 

1* 


2 Hülfslehren aus der Analnfis. [Art. 2. 


das Zeichen z — f(z,y) ausgevrüdt. Es ift in diefem Falle z Function 
von = und y zugleich, und man hat es daher hier mit zwei Urvariablen zu 
thun. 

Art. 2. Jede durd) eine Function oder Formel y — f(x) audgedrüdte 
Abhängigkeit einer Größe y von einer andern Größe © läßt fich durch eine 
ebene Curve oder krumme Linie APQ, Fig. 1 und Fig. 2, darftellen; den 


Fig. 1. Fig. 2. 





verfchiedenen Werthen der Urvariablen x entjprechen die Abfciffen AM, 
AN u. f. w., und den verjchiedenen Werten der Abhängigvariablen y die 
Ordinaten MP, NQ u. |. w. der Curve. Die Eoordinaten (Abfciffen 
und Drdinaten) der Curve ftellen aljo die beiden Variablen der Yunction vor. 
Die graphifche oder bildlihe Darftellung einer Junction oder die 
Zurückführung derfelben auf eine Curve vereinigt mehrere Vortheile in fich. 
Sie liefert und erftens einen Weberblid über den Zufammenhang zwifchen 
zwei veränderlichen Größen; fie erſetzt un® zweitens die Stelle einer Tabelle 
oder eines Inbegriffes von je zwei zufammengehörigen Werthen einer Function, 
und fie verfchafft uns drittens die Kenntniß von den mannigfaltigften Eigen- 
Ichaften und Beziehungen der Functionen. Der mit dem Halbmefler CA 
— CB= beſchriebene Kreis ADB, Fig. 3, welder der Function 
Fig. 8. y—V2rx — entſpricht, worin = umd y die 
D Soordinaten AM und MP bezeichnen, gewährt 
ung z. B. nicht allein eine Ueberficht über die ver- 
Ichiedenen Werthe, welche diefe Function annehmen 
A B kann, fondern macht uns aud) mit anderen Cigen- 
thümlichkeiten diefer Function befannt, da die 
- Eigenfchaften des Kreijes auch ihre Bedeutung in 
der Function haben. Wir willen 3. B. hiernach, 
ohne weitere Unterfuchungen, daß y nicht allein fir 20, fondern aud) 
für x = 2r zu Null wird, daß ferner y ein Marimum und zwar — r 
wird, wenn 2 — r ift, u. ſ. w. 


B 


Art. 3.] Hülfslehren aus der Analyſis. 3 


Art. 3. Die Naturgefege laſſen fi) in der Regel durd) Functionen 
zwifchen zwei oder mehreren Größen ausdrücken und find deshalb auch meift 
einer graphifchen Darftellung fähig. 

(1) Beim freien Fallen der Körperim luftleeren Raume hat man 
3. B. für die Fallgeſchwindigkeit „, welche der Fallhöhe x entjpricht, y — V2gz; g8; 
diefe Formel ftimmt aber auch mit der Gleichung y — Vpx der Barabel 
überein, wenn man den Parameter (pP) der letteren gleichjet der doppelten 
Befchleunigung (2 9) der Schwere; daher läßt fich auch das Fallgeſetz durch 
eine Barabel APQ, Fig 4, mit dem Parameter p — 29 graphifch dar- 

Fig. 4. ſtellen. Die Abfeiffen AM, AN. . diefer 

Surve find natürlich die Fallräume, und die 

entfprechenden Ordinaten MP, NQ.. die zu⸗ 
3 gehörigen Gefchwindigfeiten. 

1 (2) Iſt a ein gewiffes Luftvolumen unter 

I ver Prefiung von 1 Atmofphäre, fo hat man, 

o den Mariotte’fchen Gefege zufolge, das 

IM dA N 9 Bolumen bderfelben Luftmenge unter der Pref- 


w 


jung von x Atmofphären: 9 — — 


Fur æ SI, iſt y S a, fur æ 2, y= —füa=4,y=7, 


a 
fir <= 10, ift y= 7, fer = 100, y= fen y— 0; 


man fieht alfo, daß das Volumen immer Heiner und Heiner wird, je größer 
die Spannung ift, und daß, wenn das Mariotte’fche Geſetz bei allen 
Spannungen richtig bliebe, einer unendlich großen Spannung x ein unenb- 
(id) Fleines Volumen y ent|präde. 


dene: = 1 gebt y—= 2m, N giebt y— Aa, 
z—= Un „ y=1%a = 0 yz 84, 
je Heiner hiernadh die Spannung wird, defto größer fällt dagegen das Volumen 
aus, und wenn die Spannung unendlich klein iſt, ſo ſtellt ſich das Volumen 
unendlich groß heraus. 

Die Curve, welche dieſem Geſetze entſpricht, iſt in Fig. 5 (a. f. ©.) ab⸗ 
gebildet; AM, AN.. find die Spannungen oder Abſciſſen x, MP, NQ.. 
die entjprechenden Volumina oder Ordinaten y Man fieht, diefe Curve nä- 
hert fid) allmälig den Aren AX und AY der Coordinaten, ohne fie je zu 
erreichen. 

(3) Die Abhängigkeit der Erpanfinfraft y des gefättigten Wafjer- 
dampfes von der Temperatur x läßt fi) wenigftens innerhalb gewiſſer 
Grenzen durch die Formel: | 

1* 


4 Hülfslehren aus der Aualyſis. [Art. 3. 


—E (+) Atmofphären 
ausdrüden, und es ift erfahrungsmäßig, wenigftens innerhalb gewiffer Gren- 
zen, a — 75,b = 175 und m — 6. Wenn wir hiernad 


Fig. 6. 





; IM 2 N3 4 


fegen und eine unbefchränkte Richtigfeit diefer Formel annehmen, fo erhal- 
ten wir: 


175 | 
Für x — 100% — (173) — 1,000 Atmofphäre, 
125 
— 0 — — 
„ 2 = 50% y= (im) — 0,133 n 
„= 09, y= 2 — 0006 „ 
0 6 
„ °7 — 759, yz (;) — 0,000 n 
195 \6 
. — 0 — — — 
ferner für x — 120% y= m) > 1,914 „ 
25 \6 
„= 150% y= (7) — 4,517 n 
275 \6 
„ £= 200%, y— (175 — 15058 „ 
Die entfprechende Curve führt PQ, Fig. 6, vor Augen; man fieht, die- 
felbe geht in einem Abftande AO — — 75 vom Anfangspuntte A der 


Coordinaten durch die Abfciffenare, und in einem Abftande AS — 0,006 


Art. 4.] Hülfslehren aus der Analpfie. 5 


von eben diefem Punkte durch) die Drdinatenare; ferner einer Abfciffe 
AM <- 100 entfpridt eine Ordinate MP unter 1 und einer Abfcifie 
AN > 100 gehört die Ordinate NQ > 1 zu; auch ift wahrzunehmen, 
daß nicht nur y mit z ins Unendliche wächſt, fondern auch, daß die Curve 
immer fteiler und fteiler anfteigt, je größer x wird. 

Art. 4. Eine Function z — f(z,y) mit zwei Urvariablen läßt 
fich durch eine Frumme Fläche BCD, Fig. 7, darftellen, in welcher die 
Urvariablen x und y durch die Abfciffen AM und AN auf ben Aren AX 
und AY, und die Abhängigvariable z durch die Ordinate OP eines Punk: 
te8 P in der Fläche ABC repräfentiren. Giebt man bei einen beftimmten 
Werthe von x, y verfciedene Werthe, fo erhält man in 2 die Orbinaten der 
Punkte einer mit der Coordinatebene YZ parallel Taufenden Eure EPF'; 
nimmt man dagegen bei einem beftimmten Werthe von y für x verfchiedene 
Werthe an, fo ergeben ſich in z die Ordinaten der Punkte einer mit der Coor- 
dinatebene X Z parallel laufenden Curve G PH. Cs läßt ſich folglich die 
ganze krumme Fläche BCD als eine ftetige Verbindung von mit den Coor⸗ 
dinatebenen parallel laufenden Curven anſehen. 


Das Mariotte-Gay-Luſſac'ſche Geſetz z — en. wonach 


ſich da8 Bolumen z einer Luftmenge aus der Preſſung x und Temperatur y 
deſſelben berechnen läßt, ift durch die frumme Ylähe CK PH, Fig. 8, gra- 
phiſch darzuftellen. Es ıft AM die Preflung x, ANMO die Temperatur 


Big. 7. Fig. 8. 





y und OP da8 entfprechende Volumen z, ferner geben die Coordinaten der 
Eure PGH die Bolumina bei einer und derfelben Temperatur AN = y, 
fowie die der Geraden KP die Volumina bei einer und derjelben Preſſung 
AM=xan. 


6 Hülfslehren aus der Analyfis. [Art. 5. 


Art. 5. Wenn man die Urvariable einer Function oder Abfciffe AM=x, 
Fig. 9 und Fig. 10, der entiprechenden Curve um eine unendlich Fleine, 
fünftig durch 0x zu bezeichnende Größe MN wachen läßt, fo geht die 
entſprechende Abhängigvariable oder Ordinate MP—yın NQ — yı über, 
und wird um den durch Oy zu bezeichnenden unendlich Kleinen Werth RQ 
— NQ — MP größer. Beide Wachsſthümer Or und Cy von x und y 
nennt man Differenziale oder Elemente der Beränderlichen oder Coordi⸗ 
naten x und y, und es ift nun unfere Hauptaufgabe, für die am häufigften 
vorkommenden Yunctionen die Differenziale, oder vielmehr die Berhältnifie 
zwifchen den zufanmengehörigen Clementen ihrer Variablen x und y zu fin- 
den. Setzt man in der Junction y — f(x), wo x die Abfciffe AM und y 
die Ordinate MP vorftelit, 

ftattz: +02 = AM-+ MN = AN, fo erhält man 
fttty; y+0y=MP+RQ=NR, al: 
y+9y=f(k@-+ 0»), 
und zieht man hiervon den erften Werth von y ab, fo bleibt das Element 
oder Differenzial der Variablen y, d. i.: 


y=oS)=Jflae +02) — fl) 
dig. 9. Fig. 10. 


übrig. 





A 
T MN x 


Dies ift die allgemeinfte Regel zur Beftimmung des Differenziales 
einer Function, aus welcher fi) durch Anwendung auf verfchiedene Yunctio- 
nen wieder andere mehr oder weniger allgemeine Regeln ableiten laſſen. 

St z. B. y = 22, fo hat man: 

o0y = (2 + 092) — a, 


(x + 92)? = 2? + 20x 4 0x2 


0y—= 22x02 +02 —= (2x + O2) dc; 
und einfacher, da Ox als unendlich Kleine Größe gegen 2x verfchwindet, 
oder 22 durch Hinzutritt von 0% nicht angebbar verändert wird und des- 
halb unbeadjtet gelafjen werden Kann: 
0y = 9(2)? = 2108. 


oder, da 


zu ſetzen ift: 


Art. 6.) Hülfslehren aus der Analyſis. 7 
Es entfpridht y — x? dem Inhalte eines Duadrates ABCD, Fig. 11, 


Fig. 11. deſſen Seite AB = AD = iſt, und es läßt ſich 
auch aus der Figur entnehmen, daß durch Zunahme 
N PQ der Seite um RM — DN —= Or, das Quadrat um 


0 zwei Rechtecke BO und DP 2r0x und um ein 
Quadrat OP — (0)? wädjit, daß alſo bei einem 
unendlich Heinen Wadysthum 0. von x das Quadrat 
y= x: um da8 Element 2 709.x zunimmt. 

A BM Art. 6. Die gerade Yinie TPYQ, Fig. 9 und 10, 
welche durch zwei unendlicd nahe liegende Punkte P 
und Q einer Curve geht, heißt Tangente ober Berührungslinie diefer 
Curve und beftimmt die Richtung derjelben zwifchen diefen Punkten. Man 
giebt die Richtung der Tangente durch den Winfel PTM — « an, unter 
welchen die Abfcifienare A X von diefer Linie gefchnitten wird. Bei einer 
concaven Eure wie APQ, Fig. 9, Tiegt die Tangente außerhalb der 
Curve und Abfciffenare; bei einer converen Curve APQ, Fig. 10, hin- 
gegen befindet fie fich zwifchen der Curve und Abfcifjenare. 

In dent unendlic) Heinen rechtwinfeligen Dreiede POR, Sig. 9 nnd 10, 
mit den Katheten PR —= 9x und RQ = 9y ift der Winkel Q PR gleich 
dem Tangentenwinfel PTM = «a, und da 

OR 


tung. QPR = PR 


ift, jo hat man aud): 
oY 


tang.a = 2’ 


e8 giebt alfo das Berhältniß oder der Quotient aus den beiden 
Elementen 9y und 9x die trigonometrifhe Tangente des Tan- 
gentenwinfels an. 
3.2. für die Parabel, deren Gleihung y? — px ift, hat man, wenn 
man y? = px — 2 fett: 
2=yHoM—P—y+2yoy+ Oo? — yP—2y0ytoy, 
oder, da Oy? gegen 2 y0y, oder,. was auf eins herausfommt, Oy gegen 2 y 
verjchwindet: 
02 = 2y0y, 
und ebenfo:- 
02 =p(2c—+ 6x) — »OR. 
Es ift hiernah 2 y9y — pOx, und daher fir den Tangentenwinkel der 
Parabel: 


3 Hülfslehren ans der Analpfie. [Art. 7 


In der Regel nennt man das beftimmte Stüd PT der Berlihrungslinie 
zwifchen dem Berührungspuntte P und dem Durchſchnittspunkte 7’ mit der 


Fig. 13, 
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Abfciffenare Tangente, und die Projection 7M deflelben in der Abfciffen- 
are Subtangente, und hat daher: 
subtang. = PM cotung. PTM 


— ycoang.a = y dy’ 
3. B. bei der Parabel: 


2X 
subtang. —= Y- 7 = 21. 


Es iſt alfo hier die Subtangente der doppelten Abſeiſſe gleich, und hier- 
nach die Tage der Tangente für jeden Punkt P der Parabel leicht anzugeben. 
Bei einer frummen Fläche BCD, Fig. 7, find die Neigungswinfel « 
und B von den Tangenten PT und PU an einem Punkte P durch die 
Forneln 
02 


de 
tan a— und tan — 
g. 9. 3 * * 


02 
beſtimmt. 


Die durch PT und PU gelegte Ebene PTU ift Tangentialebene der 
frummen Yläche. 
Art. 7. Für eine Function y—= a —+ mf(x) bat man: 
— [a + mf(& + 92)] — [a + mf@)] 
=a—a-+mf(z +02 — mf(x) 
= m[f@ +22) — f@]; 


1) 2.2. dla + mflo)] = modfle), 


9) 6 + 322) = 3 [(xe + 02)? — 22] = 3.2 29x — 6x0«. 
Es ift ebenfo: 
a) = — Old = — Yale + 00° — as] 
— — Yl(a? + 32292 + 320902 + 92? — 2°) 


= — 1.322012 = — Yard. 


Art. 7.] Hülfslehren ans der Analyſis. 9 

Wir können hiernach folgende wichtige Regel aufſtellen: Die conſtan— 
ten Glieder (a, 5) einer Function verſchwinden beim Diffe— 
renziiren, und die conftanten Factoren (m, 3) bleiben hierbei 
unverändert. 

Die Richtigkeit diefer Regel läßt ſich auch graphiſch darthun. Für die 
Curve APQ, Fig. 14, deren Coordinaten in Mal AM = x und 
Fig. 14. Fig. 15. 

9 


N 





A, N, 


1 
MP — y—f(x), und ein anders Mal A M = und MP=a-+ty 
—=a-+f(e) fd, ft PR = dx und RQ = 9y=—=df(x) und aud) 
—=2(a+Yy)=20 [a + f(x)]; und für die Curven AP, Q, und APQ, 
Fig. 15, deren zufammengehörige Ordinaten MP, und MP, fowie N Qı 
und NQ ein gewiſſes Verhältniß zu einander haben, ift auch das Verhält⸗ 
niß zwilchen den Differenzialien 
RQı =NQ —MPL, ud RQO= NQ— MP beitändig daſſelbe; denn 
fegt man MP,R = m. MP und NQı =m.NG, fo folgt: 

Ri Qı — NG, — MP, =m(NQ® — MIl)=m. OR, 


"Oo [mf(z)] = mOf(e). 
Iſt ferner y —= u v, alfo die Summe von zwei Variablen « und 
v, fo hat man- 
oy=uto9u-tv-+09v— (u+tov) d. i. nad Ar. 5: 
1) . . . oO w-t+v) =09u-+ 00; ebenfo: 
ou) + FA =) +9 Ye). 

Es ift alfo das Differenzial von der Summe aus mehreren 
Functionen gleih der Summe von den Differenzialien der 
einzelnen Functionen; z. B.: 
0(22-+ 3x? — 1/2) 2 OV 6x9 2 — 8,20%: = (2 +60 — F/22)Ox. 

Die Richtigkeit diefer Kegel ift auch aus der Betrachtung einer Curve 
APY, Sig. 15, abzuleiten. Iſt MP—= f(x) md PP, = (ex), fo 
bat man: 


d. i.: 


MP =y=f(a)+ pl), und: 
oy=Ra=RS+SA=RQ+SQA =Pdfa) +9 pl), 
da Pı S parallel zu PQ gelegt und deshalb AS—=RQ und QS—=PP, 
geſetzt werden Fann. 


10 Hülfslehren aus der Analyfis. [Art. 8. 


Art. 8. Iſt y = ur, alfo das Product zweier Variablen, z. 2. 
der Inhalt eines Rechtedes ABCD, Fig. 16, mit den variablen Seiten 
AB=umb BC = v, Jo hat man: 

o%y = (ut 9u) (+9) — uv—=uv+udv+vou + Ou0v — uv 
— u0v + v9u + Ou0v = uov + (v + Ov)u. 
Fig. 16. Nun ift aber in v + Or, Ov unendlid) Flein ge— 
gen v, daher läßt ſich 

v+0v—=v und (v4 Ov)ou = vOu, 

ſowie 
ir wov + (v + O0) 9u = udv + vou 
B ſetzen, jo daß 





” I) . . . (u) =u0v + vou, 
ſowie 
st oa). Pa) = FA ple) + PylR)OF“) 
olgt. 


Es ift alfo das Differenzial eines Productes zweier Va— 
riablen glei der Summe aus den Producten von je einer 
und dem Differenziale der anderen Bariablen. 

Wenn die Seiten des Rechteckes ABCD, Fig. 16, un BM du und 
DO=09v wadjen, fo nimmt der Inhalt y= AB. AD — wo deſſelben 
um die Rechtede CO —= u0v, CM = v9u und OP = Ou0v zu, wo⸗ 
von das letztere als unendlic) “Hein gegen die erfteren verfchwindet, und 
es ift daher das Differenzial diefes Flächenraumes nur gleid) der Summe 
uOv + vOu ber Inhalte der beiden Kechtede CO und OM zu fegen. 

Diefer Regel zu Folge ift z. 2. für y—= 28x? + 1): 
o%y=x0ß8x22 +1) + (82°?-+1)9x—=3x09 (82) +(3x? + 1)0x 

— 37.2202 432202 + 02x=(9x? + 1)08. 
Verner ift, wenn ww einen dritten variablen Factor bezeichnet : 
oluvw) —= uOl(vw) + vwOu, 
oder, da (vw) = vow + wdv ift, 
%luvw) = uvow— uwov + vwoOu; ebenfo 
ol(uvwz) = uvwOz + uvzow—- uwzOv--vwzOu. 
tua=v=w— z, fo folgt 9 (ut) = 4u?du, ſowie allgemein: 


IV) 2... 0... 0(&) = mar-dg, 
wenn der Erponent m eine ganze pofitive Zahl ift. 
3 B.: la?) = 72698, fowie 0. (?/,x8) = 6x709x. 


ft in y= x", m wieder eine ganze pofitive Zahl, jo hat man auch: 
yar — 1, und O(yar) =0, d. i. 
yola") + zr9y — 0, und daher 


m — m m—1 
oy=— ee) = met —— 
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oder, wenn man — m — n feßt: 
(2) = nı!Or. 
Es gilt aljo die Regel (IV) auch für Potenzen mit ganzen negativen 
Srponenten. Z. B.: 


30r 
(2?) = — 3r tor — Fri 
ebenfo: 
12x0x 
1 —— 393) = — — 
0822? +1)"?= — 2(3x2?+1)-?09(3 x?) = Gr Fıy 


Stiny=ır, — irgend ein Bruch, deflen Nenner » und Zähler m 
ganze Zahlen find, fo hat man aud) y* —= x”, und C(y') = 9 (x), d. i.: 
ny"190y —= ma"! 0x, daher 
m am 10x m lor mn 
aa pi Tn zu n 





Cest man — — p, fo folgt: 
0y = Ola?) = pxrPrNdr, alſo ebenfalld entjprechend der nun 
allgemein als richtig anzufehenden Kegel IV. 
Auch ift O (u?) = pur !du, wenn u irgend eine abhängige Yunction 
von © bezeichnet. 
Hiernad) ift 3. B. o(V 22) = 9”) = 3y.x® dx — ), Vox, 
oV2erz — 2 —= 0 Vu = du) — —XR— — 
—y oQ@rz — x) _2r05 — 2002 _(r — )08x 
’ u" 2Yu  V2ra—o 
Um das Differenzial eines Quotienten y — — zu finden, fee nıan 
u = vy, wonad) dann Ou = vOy —+- yOv, folglid) 


u 
m—yer._ 0u— F o0 


oy= ‚di 


vo (@ 2) = — 2 —u00 eu 


Hiernadh ift z. 2. 
2 (= 74) = (e + 2)09 (&? — 1) — (2 — No (ce + 2) 
x —+ 2 (x + 2)2 
_@ + 2).2x20x2 — (@? — 1). 0% - (Er 424 "oz 
+9 O (TI: 


® 
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Auch iſt 
(2) = - — 2. 
® x 


Art. 9. Die Function y = x" ift die wichtigfte der ganzen Analyjis, 
weil man faft bei allen Unterſuchungen auf diefelbe ſtößt. Wenn man dem 
Erponenten n alle möglichen Werthe, pofitive und negative, ganze und ge- 
brochene u. f. w., beilegt, fo liefert fie auch die verfchiedenartigften Curven, 
wie duch Fig. 17 veranfchaulicht wird. Es ift hier A der Null= oder 
Anfangspuntt der Coordinaten-, X X die Abfeiffen- und Y Y die Ordinatenare. 

Trägt man zu beiden Seiten der Coordinataren in den Abftänden — + 1 
und y —= + 1 von A die zu diefen Aren Parallelen X, X, X, YıYı 
und Y, Y, auf, und verbindet man die Ducchfchnittspunfte Pi, P,, P, und P, 
derjelben noch durch die Transverfalen ZZ, Z, Zı, fo erhält man dadurch 
ein Diagramm, an welches ſich ſämmtliche der Gleichung y — x" entjpre 
chende Eurven mehr oder weniger anfchliegen. Uebrigens ift für jeden 
Bunkt der Abſciſſenaxe XX, y — 0, fowie für jeden Punkt der Oxdinaten- 
are YY, 2 — 0; ferner für die Punkte in den Aren X, X, und X, X,, 
y— + 1, und für die Bunfte in den Aren Yı wynY,r—=Hl. 

Setzt man in der Gleichung y — x”, x == 1, fo erhält man, was aud) 
der Erponent n für eine Zahl fein möge, ftet8 y — 1. und nur für gewiſſe 
MWerthe von n, überdies noch y = — 1; es gehen folglich auch alle der 
Gleihung y — x" angehörige Curven durch den Punkt P,, deflen Coordi⸗ 
naten AM = 1 und AN = 1 fin. 

Nimmt mann — 1 an, ſetzt man alfo y = x, fo bekommt man die 
von beiden Aren X X und Y'Y gleichviel abweichende Gerade (ZAZ), welche 


auf der einen Seite von A unter dem Winkel von 45 Grad (#) auf-, und 


auf der anderen Seite unter demfelben Winkel abfteigt. Dagegen erhält man 
für y— — x die unter dem Winkel von 45 Grad auf der einen Seite 
von A nieder-, und auf der andern Seite auffteigende Gerade Z, A Zı. 

ft dagegen n > 1, fo fällt y = a" für x < 1, fleiner und dagegen 
für x > 1, größer als x aus, und ifin < 1, fo ftellt fih y — x” für 
x < 1, größer und dagegen fiir x > 1, Heiner ald x heraus; dem erfteren 
alle (n > 1) entfprechen convere Curven, welche anfangs unter, von 
P, aus aber über der geraden Linie (ZAZ) hinlaufen, und dem zweiten 
Galle (n < 1) concave Eurven, bei welchen das Umgefehrte ftattfindet. 

Wenn im erften Falle der Erponent n immer Tleinev und Feiner und 
endlich verſchwindend Klein oder nahe Null angenommen wird, jo nähern ſich 
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die Ordinaten dem conftanten Werthe y — 2° — 1. und bie entfprechenden 
Curven über A X der gebrochenen Yinie AN P, X, immer mehr und mehr; 


Fig. 17. 





wenn dagegen im zweiten alle der Erponent n immer größer und größer 
wird, fo nähern ſich die Ordinaten allmälig dem Grenzwerthe y — x” 
— 2° — 0, dagegen die Abfeiffen nad) und nad) der Grenze x — y! 
— 1, und e8 rüden deshalb die entfprechenden Curven der gebrochenen Linie 
AMP, Y, immer näher und näher. 


— ar J 
Nimmt mann — — 1 an, ſetzt man alſo / — x" — Z foift für 


I, y=owfir2—= ©,y= 0, und man hat es mit einer 
aus Art. 3 befannten und in Fig. 5 abgebildeten Curve (1.P, 1) zu thun, 
welche fich einerjeits immer mehr und mehr der Ordinaten- und andererjeits 
immer mehr und mehr der Abfciffenare nähert, jedoch diefe Aren nie wirklich 
erreicht. 
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1 

Iſt der Exrponent (— n) der Function y— 2" — — äinädter Brud), 
© 


fo fällt für x <1,y< — und dagegen für x > 1, y> _ aus, umd 
iſt diefer Erponent größer als die Einheit, jo hat man umgefehrt, für x <1, 
y> — ud frz >1,y< * Die der Function y = x” ent- 


fprechenden Curven laufen alfo, je nachdem n Fleiner oder größer als Eins 
ift, anfangs unter oder über, und fpäter vom Punfte P aus, über oder unter 
der mey—=ıa'— — hin. Während überhaupt die Curven, welche 
pofitiven Werthen von n entiprechen, ſich anfangs unter, und von P, aus 
über der Geraden (X, X,) hinziehen, laufen die Curven, welche aus negati- 
ven Erponenten (— n) hervorgehen, erft über und von jenfeitd P, unter 
(X, X) hin. Bei jenen Curven ift fir x — 0, aud y = 0, und für 
x — © auch y — 2, bei diefen hingegen für x — 0, y— », und für 
2 —2,y=0. Denn fid) jene immer mehr und mehr von den Coor- 
dinatenaren X X und YY entfernen, je weiter man fie von dem Anfangs- 
punkte A aus verfolgt, nähern fich diefe immer mehr und mehr einerfeits 
der Are X X und andererfeits der Are YY, ohne diefe Geraden iedech: wirk⸗ 
lich zu erreichen. 


Uebrigens rücken die letzten Curvenſyſteme entweder der gebrochenen Linie 
YNP, X,, oder der gebrochenen Linie Y, P, MX immer näher und näher, je 
nachdem fi) der Erponent der Grenze n — 0 oder n = © immer mehr 
und mehr nähert. 


Iſt in y— a", m eine ganze ungerade Zahl (1,3,5,7...), 
jo hat 4 mit x daffelbe Zeichen; pofitiven Werthen von x entjprechen aud) 
pofitive Werthe von 4 und negativen Werthen von x aud) negative Werthe 
von y. Iſt hingegen m eine ganze gerade Zahl (2,4,6...), jo 
fällt fowohl für pofitive als auch für negative x, y pofitiv aus. “Die Eur- 
ven im erften Falle, wie z. B. (3 PL AP; 3) oder (1 P,}1, 1 P;1), laufen 
folglich auf der einen Seite der Ordinatenare über und auf der anderen 
unter der Abfciffenare XAX hin; die Curven im zweiten Falle, wie 3. ©. 
(2 P,AP,2) oder (2 Pı2, 2 P/2), ziehen fid) dagegen nur über der Abfcif- 
fenare hin und nehmen folglicd) auch nur den erften und vierten Onadran- 
ten ein. Jene entfprechen für m — + © ben Örenzlinien Y, MAM, Y: 
ind X MYı, XM, Y,, diefe hingegen den Örenzlinien Y, MAM, Y, und 
XMY, XMY.. 
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+1 

tiny=x ", neine ganze ungerade Zahl, fo hat y mit x 
einerlei Zeichen, und iſt eine ganze gerade Zahl, fo giebt jedes pofi- 
tive x fir y zwei Werthe einen pofitiven und einen gleid) großen negativen, 
und e8 ift dagegen flir jedes negative r, y imaginär oder unmöglich. Die 
Gurven, wie 3. ®. (1/; PR AP; !/,), welche dem erften alle entfprechen, be- 
finden fich daher aud) nur im erften und dritten Duadranten, und die Curven 
für den zweiten dal, z. B. (12 PL AP3!/,), nur im erften und zweiten Qua⸗ 
dranten; jene haben für m — © die Grenzlinien X, NAN, X, und X, NY, 
X, N, Y, diefe die Grenzlinin X, NAN, X, und Xı NY, X, N. Y. 


1 


Dy=r ,re = — * bedingt, ſo folgt, daß das letzte Curvenſyſtem 
+.) +m 

( — x ") von dem vorhergehenden (y — 7 ) nur in der Lage gegen 

das Axenkreuz abweicht, und daß durch Drehen und Wenden die Curven des 

einen Syſtems mit denen des anderen zum Zufammenfallen gebracht werden 


fönnen. 
1 


m 1\m 
Dy=:ı" — (‚-) — (x”)” ift, fo fann man den Yauf der ent- 
fprechenden Curve nach dem Vorſtehenden im Allgemeinen ftet8 angeben. 
3. B. die Curve für , une _ 
y— gs — (x) — (Vz)’ 
bat ſowohl für pofitive als auch für negative x, pofitive Drdinaten. Da— 
gegen die Curve für _ 
y= a = (eh)! = (V2)’ 
bat nur für pofitive x, reelle Ordinaten, und zwar je zwei entgegengefeßte. 
Ferner bei der Curve für _ 
y=ı=(Ver) 
bat ymit ſtets einerlei Zeichen, da weber die fünfte Wurzel nod) der Cubus 
das Zeichen der Grundzahl ändert. 


Endlich find die Curven, welche der Gleihung y— — x” entfprechen, 
nur durch die entgegengefeßte Tage gegen die Abfciffenare X X von denen ber 


Gleichung y — x” verjchieden, und bilden die fymmetrifchen Hälften eines 
Ganzen. 

Art. 10. Aus der wichtigen Formel 9(x") = na” "9x folgt auch die 
Formel für den Tangentenwinfel der entfprechenden und in Fig. 18 
(a. f. ©.) abgebildeten Curven; es ift nämlich: 

oY 


. « = na, 
tang. & 37 n 
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und daher die Subtungente diefer Curven 
ox x” x 


Hiernach hat man z. B. für die ſogenannte Neil’fche Parabel, deren 


3 
Gleichung ay? — x?, oder y — — ift: 


1 2@) __1 Y V: 
er Va 9% Va — la — 
und die Subtangente — ?/ x. 


2 
Ferner iſt für die ſchon aus dem Obigen bekannte Curve y — — = ar, 


| (21) a? a\? 
tang.a =u? — — — — — — [— 
Sr x? 2) ; 


und die Subtangente — — — — r (Vergl. Fig. 5.) 
Fig. 18, 


\ 


2 
3 
4 
7 
ı 
ũ 
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dolglih wird für z —= 0, tang.a = — @,alfo a = 90°, 
ferner für — u, tang..a —= — 1, alſo « — 135° 
und für z —= x, tang.a& = 0, alfo « — 0%, u. f. w. 


Art. 11. Wenn eine gerade Linie AO, Fig. 19, die Abſeiſſenare 
unter dem Winfel O A X — « ſchneidet, und vom Goordinatenanfangspuntt 
Cım CK —n abiteht, fo ift die Sleihung zwiſchen den Soordinaten 
CM—=NP=zwudb CN = MP = yeines Punktes P in derjelben, 
dan —= MR — ML, und MR — ycos.o, fowie ML — x sin. « ift, 

Yyc08.0 — zsn.a —n. 


Fur z — 0 nimmt y den Werth OB=b — eg: an; baher ift auch 


n — bcos.&, und ycos.a — zsin.a—beos.a, oder y—=b-+-xtang.a. 

Gewöhnlich nennt man die Linien CA und CB, um welche die Durd)- 
fehnittspunfte A und B der Geraden mit den Coordinatenaren CX und CY 
Fig. 19. von dem Anfangepunfte U abftehen, 
Y die Barameter der Geraden, und 
bezeichnet fie durch die Buchftaben a 
und b. “Der Figur entſprechend ift 
CA= — a, daher: 


und folglich die Gleichung der Ge- 





raden: y—=b— er oder: 


— + T =1(. Ingenieur Seite 164). 


Wenn fi) eine Curve einer Geraden, welche um eine enbliche Größe vom 
Koordinatenanfangspunft abfteht, bis ins Unendliche immer mehr und mehr 
nähert, ohne daß fie diefelbe je wirflich ganz erreicht, fo heißt diefe Gerade 
die Aſymptote der Curve. 

Die Afymptote läßt ſich als Tangente oder Berührungslinie für einen 
unendlich entfernten Punkt der Curve anfehen., Ihr Neigungswinfel & ge- 
gen die Abſciſſenaxe ift daher beftimmt durch | 

tang.a = 5 
und ihr Abftand n von dem Nullpunkt der Coordinaten, durch die Gleichung 
N = Yyc08.0 — xsin.& — (y — xtang.«) cos. «& 


y— x tanq. —X 7 
= — — m|Iy —ı 2) 1+ (52 
Vi —- (tang.e)? 0% 0x2) ' 
2 


Weisbach s Lehrbud der Mechanik. I. 
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ycolg.a — x 


fowie durch n cotq. — x) sin. & — 
-(„&_.)V (2)' 
—=|y dy — ): 1 4 5.) , 
wenn man darin x und y — © feßt. - 
Damit eine Tangente für einen unendlich entfernten Berlihrungspunft 
eine Alymptote fei, ift nöthig, daß für z oder y — ©, y — xtang.a oder 
ycotg.& — x nicht unendlich groß ausfalle. 


1. 
Für eine Curve von der Gleichung y—= x" — * iſt 


m _ m ml 
tang.a — — 5 Und y — stang.a —« "+ 5 * — 
x 
ſowie yolga—ı— — — - —- (m+ 1) —, baber 
1) für = ©, y=0, tang.a —=0, y — ztang.a = 0 md n — (0, 


und 
2) für y—= 0, 2—=0, tanq. O, cotq. — 2 = 0 und — 0. 

. Den Bedingungen «&—=0 und n— 0 entfpricht aber die Abfciffenare XX, 
und den Bedingungen « = © und n — 0 die Orbinatenare YY, daher 
find diefe Aren zugleich, Afymptoten von den Curven, welche der Gleichung 
y — x” entfprechen. (Bergl. die Curven 1P,1, 2P 2 und 1, Piz 
in Fig. 18, Seite 16.) 

Art. 12. Die Gleichung einer Ellipfe AD A, Di, ig. 20, läßt ſich 
aus der Gleihung: 
e+y= a! 


dig. 20. des Kreiſes ABA, Bi, deflen 
Halbmefer CA=CB=CP 
— a und Coordinaten CM—=x 
und MP — yı find, fogleid) ab- . 
keiten, wenn man in Betracht 
zieht, daß die Ordinate MQ —yY 
der Ellipfe in demſelben Verhält- 
nifje zur Ordinate MP = Yyı 

. des Kreifes (bei gleicher Abſeiſſe) 
fteht, wie die Kleine Halbare 
CD = b ber. Ellipfe zu dem der 
großen Halbare derjelben gleichen 
Kreishalbmeiler CB = a. Es 
ift alfo: 


b a a? 
— 2——————⏑ — — — 2 — 2 — 2 .1.: 
= —, daher yı yo a y a2, d. 1 
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= + Y_ı die Gleichung der Ellipfe 
a? b2 i " 
Set man in biefer Gleichung ftatt + 12, — b2, fo erhält man die 
Gleichung 
a m» 
der aus zwei Zweigen PA Qund P, Aı Qı, Big. 21, beftehenden Hyperbel. 
Wenn wir in der hieraus folgenben Formel: 


yz-— Var — al, 
. x nnendlid) groß nehmen, R verſchwindet a? ‚gesen x?, und es if: 
y = Vz — + tz fang. æ 


die Gleichung von zwei durch den Coordinatenanfangspunkt C gehenden ger 
raden Linien CU und CV. Da ſich die Ordinaten 
b 


+ 7 e= Var und —  VRr Ze — a? 
Fig. 21. 
X 
N, 


N 


-U v 
immer mehr und mehr der Gleichheit nähern, je größer x genommen wird, 
jo folgt, daß die geraden Linien CU und CV Ajymptoten der Hyper— 
bei find. 

Nimmt man CA — a, fowie die Perpendikel AB—= 4 b und 
AD — — b, fo beftimmt man dadurd) die beiden Aſymptoten; denn es ift 
für die Winkel + «, unter welchen die Abfcifjenare von den Ajyınptoten ge- 
ſchnitten wird: 


tang. ACB= AB 


Sa. 
——n 


J; 


-Y 


b 
57 d. i. fang. a — 7 und ebenſo: 
b 


AD. 
tang. ACD= —— Ta’ d. i. tang. (— a) = — Fr 
Nimmt man die Afymptoten UU und IV als Coordinatenaren an; 
2 * 
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jet man die Abfeiffe oder Coordinate CN in der einen Arenrihtung — u, 
und die Ordinate oder GCoordinate N P in der anderen Arenrichtung — v, 
ſo hat man, da die Richtung von u um den Winkel &, und von v die um 
den Winkel — « von der Abfciffenare ( X abweicht, die Abſciſſe: 
CM=x=(Nco.a-+t NPco.a=(u- tr) cos. a, 
und die Ordinate: 
MP=y= CN sin.a — NPsin.a —= (u — tv) sin.e; 
bezeichnet man num nod) die Dopotenne CB= Va? + + b2 durd) e, fo 
bat man: 











a . b 
608.0 — — und sin.a — —, 
€ € 
c08. & sin. 1 
folglid): —— *7 und 
2 y? (u + 2ur +9). 42 (u? — 2ur + ee) in. u 
Fl Fe ů— 
_W@+2uc+vV? u? — 2ur+v Auer 1 
m — — Fe — * 
woraus die ſogenannte Aſymptotengleichung der Hyperbel: 
e? e? 
‚ = — — t. 
UV 7 oder 7 1a’ hervorgeh 
Hiernach ift die Hyperbel zwifchen den gegebenen Aſymptoten leicht: zu 
€ 
zeichnen. Die Coordinaten fir den Scheitel A fd CE= EA = 3 
Fig. 22. 
Y 
N, N 
B J B B I 
DENE 
—X u N : | 
| ı 
a D, N) N 
‚ -Y 
-U v 


dagegen die Coordinaten für den Punkt X find C B=zewBK= re 
ferner find für die Abfeiffen 2e, 3e, deu. f. w. die Ordinaten 1), —, 


— 


1/ * 4 u. ſ. w. 


Art. 13.] Hülfslehren aus der Analpfis. 21 


Art. 13. Wenn man in dem Clementenverhältnig “y oder in der For—⸗ 


mel für die Tangente tang. « des Tangentenwinkels, für x nach und nach 
verſchiedene Werthe fest, jo erhält man durch diefelbe die verfchiedenen Lagen 
von der Berührungslinie der zugehörigen Curve. Nimmt man r — 0, fo 
erhält man die Tangente des Tangentenwinfels im Coordinatenanfangspunfte, 
nimmt man dagegen 2 — a, jo ergiebt ſich diefelbe für einen unendlich ent- 
fernten Punkt der Curve. Am widtigften find die Punkte, wo die Tangente 
einer Curve mit der einen oder der anderen Coordinatenare parallel Läuft, weil 
bier in der Regel die eine ober die andere der Coordinaten x und y ihren 
größten oder Heinften Werth hat, oder, wie man jagt, ein Marimum 
oder Minimum ift. Für den Parallelismus mit der Abfcifienare hat man 
© — 0, alſo aud) tang.a — 0, und für den mit der Ordinatenare 
«© — 90°, alfo tang. a — x; und hiernad) folgt die Regel: Man 
findet diejenigen Werthe der Abfcifje oder Urvariablen z, 

Big. 23. welchen die Marimal- oder Minimalwerthe 
der Drdinate oder Abhängigvariablen y 
entfpreden, wenn man das Differenzial- 


verhältniß = — 0, md — © feßt, und die 





erhaltenen Öleihungen in Hinfiht auf x 


auflöft. 
3.2. für die Gleichung 62 — ?/, 22 + 23, 





X 


! — 
AM N welche der Curve APQR in Fig. 23 emſſpricht, ift: 
Y_ 6 — 95 + 322 —=3(2 — 3 +r)=3 (1 —ı) (2 —o), 


und es erfolgt durch Nullfegen von 2 
1-0! W232 — ı =(, 
d. i. — 1 und æ — 2. 

Dieſe Werthe in die Formel: y— 60 — 922? + geſetzt, ergiebt 
fi) der Marimalwerth von y; MP =6 — ?h + 1= 5), und der 
Minimalwertb: NO = 12 — 18 +8 = 2. 

Ferner für die Curve KOPOR, Fig. 24 (a. f. ©.), deren Gleichung 

y—=sH+ Vae— 1)? ıft, hat man 





—X a — —— 
— fang. a—1- — )"’=1+ x; 
* tang. a1 fa (@ ) 38V c—1 
2 — — 
nb zwar — 0, fir —— — — Lbifr AM=e— 1 — (2h)® 
und zwar ni 3VYr—ı 


— 19/,, —= 0,7037, dagegen — », fir AN = x = 1. Dem erfteren 
Valle entjpricht der Marimalwertb: 


22 Hülfsichren aus der Analyſis. [Art. 14. 
MP=wm=1— (5) + 2) = la —= 1,148, 
und dem leßteren der Minimalwertb: NQ = y, — 1. 
Fig. 24. Auch ift nod) fir 0, AO 
. KK =y=1, dagegen y — 0 fih 
N die Abfciffe AK — x, welche der 
cubifhen Gleichung z? + x2 
| — 2x 4 1 entfpriht und den 
Werth x = — 2,148 hat. 
Art. 14. Sowie bei einer vom 
Anfangspuntte A aus aufftei- 
genden Curve y mit x wächſt, 
| x und deshalb Oy pofitiv ift, bei 

-2 —1 A MN +2 einer niederfteigenden hinge- 
gen Yrabnimmt, wenn © größer wird, und deßhalb 9y negativ ausfällt, 
und endlich an der Stelle, wo die Curve mit der Coordinatenare AX pa-= 
rallel läuft, Oy Null ift, ebenfo find die gleichen Abſciſſen-Elementen ac 
= MN=NO=PS=OT... entſprechenden Ordinaten-Elemente: 

SQ = PStang. QPS,d. ı. Oyı = 0%. tang.dı, 

TR= QT tang. RQT, d. i. Oy = 0%. tang.cay u. |. w. 

und alfo auch die Tangentenwinkel &,, & u. |. w. bet einer converen 
Curve APR, Fig. 25, ım Wachſen und bei einer concaven Curve 
Fig. 25. Fig. 26. _ Fig. 27. 









APR, Fig. 26, im Abnehmen begriffen; es ift folglich im erften Falle: 
— 3 (9) pofitic 
0 (tang.c) —= © (23 pofitiv 


und im zweiten 0 (tang.ce) —= O9 (22) negativ, und man hat endlich aud) 


fir den Inflerions- oder Wendepunkt Q, Fig. 27, d. i. fir die Stelle 
Q der Curve, wo Converität in Concavität ibergeht, oder das Umgefehrte 
ftattfindet, aud) SQ —= TR, und daher: 


—_nl(09\ _ 
0 (tang. ce) = 9 (> — Null. 


Art. 14.) Hiülfslehren aus der Analyſis. 23 


Es gilt alfo die Regel: Ift das Differenzialder Tangente des 
Tangentenwinfels pofitio, fo befißt die Curve Converität, 
ift es negativ, fo hat diefelbe Concavität, und ift es Null, 
fo hat man es mit einem Wendepunkte der Curve zu thun. 

Auch ift Hiernadh Leicht Folgendes zu ermeilen. Die Stelle, wo die Curve 
parallel mit der Abfciffenare Läuft, fiir welche alſo tang.a — O ift, ent: 
fpricht entweder einem Minimo, oder Marimo, oder Wendepuntte 
der Curve, je nachdem diefe Curve conver, oder concav, oder feines von 
beiden, alfo 

0 (tung. a) poſitiv, oder negativ, oder Null ift. 

Dagegen die Stelle, wo eine Curve mit der Ordinatenare parallel läuft, 
alfo tang. « — oo ift, entfpricht entweder einem Minimo, oder Marimo, 
oder Wendepunfte der Curve, je nachdem diefelbe concav oder conver oder 
theil8 concav, theild conver, alfo d (tang.«) vor und nad) diefer Stelle 
negativ oder pofitiv ift, oder vor diefer Stelle ein anderes Zeichen 
hat als nach derjelben. 

Ein Curvenſtück mit Wendepunft Q der erften Art führt Fig. 28, und ein 
foldhes mit einem Wendepunkt der zweiten Art Fig. 29 vor Augen. , Man 
fieht, die entfprechende Ordinate N Q ift weder ein Marimum, noch ein Mini- 
mum; denn es find in feinem alle beide benachbarten Drdinaten MP und 
OR größer oder Heiner ald NQ. 

Fig. 28. Fig. 29. Fig. 30. 


— 





X 





A MNO 
In der Geometrie, Phyſik, Mechanik u. f. w. tft die Ausmittelung von Mari⸗ 
mal- und Minimal- oder fogenannten eminenten Werthen einer Function 
oft von großer Wichtigkeit. Da "in der Folge vielfahe Beftimmungen 
jolcher Functionswerthe vorkommen werden, fo möge hier nur nod) folgende 
geometrifche Aufgabe diefer Art zur Löſung gebracht werden. 
Es ſind die Dimenfionen eines geraden Kreiscylinders AN, Fig. 30, 
anzugeben, welcjer bei einem gegebenen Inhalte V die kleinſte Oberfläche O 
hat. Bezeichnen wir den Durchmeſſer der Bafis dieſes Cylinders durch x, 
und die Höhe deifelben durch Y, jo haben wir: 


IT 
= — ı? 
v z 2 y und 


die Oberfläche oder den Inhalt der beiden Grundflächen plus den Inhalt des 
Mantels; 


24 ———— aus der Analyſis. [Art. 14. 


= u, 
oder da der erften — zufolge, 


0=- 





ay—= — ‚alſo T VSC! geſetzt werden kann: 


0 = — — 44V x, 
und folgli), da wir 2 und x als Goordinaten einer Curve behandenl 
fönnen: 


0) 
tunqg. = Lu = ı2 — 4Vr”. 


Segen wir nun bielen Quotienten Null, fo erhalten wir die Beftim- 
mungsgleichung: 
4 
2 = — br ıdV, 
7* 


deren Auflöſung auf 


4 
. == \ — und F 


4 m rei 
u 7 ge 23 167? 








führt. 


Da nod) 0 (tany.c) — (x 4 =) 98 pofitiv ift, fo führt dieſe 


Beitimmung auf das gefuchte een 

Diefe Beftimmung findet aud) ihre Anwendung, wenn e8 darauf ankommt, 
die Dimenfionen eines cylindrifchen Gefäßes zu finden, welches bei einem 
gegebenen Faflungsraume die Fleinfte Menge an Material erfordert. Sie 
entſpricht dieſem Falle unmittelbar, wenn das Gefäß außer feinem Freisför- 
migen Boden auch noch einen ſolchen Dedel erhalten eur wern aber der 
legtere nicht nn jo hat man: 


== * 4 4 VACI, folglich: 


T% 4 — 
— ,‚ woraus nun: 


y3 2 97 
7. und y= A ee 


7 
folgt. 

Während alfo im erften Falle die Höhe gleich der Weite des Cy— 
linders zu nehmen ift, hat man im zweiten Yalle diefelbe nur der halben 
Sylinderweite gleid) zu machen. 


Art. 15.] Hülfslehren aus der Analyſis. 25 


Art. 15. Durch fucceffives Differenzüiren einer Function y — f(x), 
findet man eine ganze Reihe neuer Functionen der Urvariablen x, und zwar 


__0oy __ of) 
fı(2) = 2 ur ’ 
Aa) = 2 ne, JS = re u. |. w. 


3-2. fürry=/f() = 6 folgt 

1) EHE = — nz” u ſ. w. 

Fur eine Function, welche in einer nad) Potenzen von z mit pofitiven 
ganzen Erponenten fortjchreitenden convergenten Reihe 

yv=-/))=-At+Ar+ Ah + Art 
dargeftellt ift, erhält man 
Aa)= A +24: +34; +4,42 + --- 
Se )=2A+2.3 re +3.1 44 
S$)=2.3: 42.3.4409 +-- u. ſ. w. 

Setzt man num in diefen Reihen z — Null, jo erhält man dadurch lauter 
zur Beitimmung der conftanten Coefficienten As, Aı, As... geeignete Aus- 
drücke, nämlid): 

(0) = As fi (0) = 1A, fs (0) = 2 4,5 (0) = 2.3.4; u. |. w. 
und e8 folgen daher diefe Coefficienten jelbft: 


m Aı = M (0), A = Yıf (0), 4 = 





1 
92 5%), 


Es it Giernad eine Yunctton in folgende, nad Mac Laurin benannte 
Reihe: 


I) =Q) +AQ: + 
+ /(0)- 37 —+ ++ zu verwandeln. 


Fir die Binomialfunction y= fa) = (1 + »)* ift 
AGVMCG , 
Sara YRn—-2A+D""unfm, 

wenn man daher & — Null fett, fo erhält man: 
() — I, A(O) n, M(O(n —]) 
S((0) ( — 1) ( — 2) u. ſ. w. 

und es folgt die binomiſche Reihe: 





(0) 723 


26 Hülfsiehren aus ber Analyfi. [Art. 15. 


) a+t=14+224"0 
nn — 1) (n 


er ern 
Auch ergiebt ſich: 
u-yeı Be SE LEE BL u 2a. 
fowie: 


A(+t+j)’=1- Ba. 


Ferner 1 e= (1 — ) = 





und 





4 „ beſett, folgt = 1 — 
1+N"=-1-)"=1+n+ od, 
ratDVD ar. 


„rer —— -) 











1) 1 =1-+-— (m 


eeiDeta(e) 4... 


Die Reihe unter I. ift eine endliche n ganze pofitive, und die unter II. 
für ganze negative Werthe von n. . 3. B 


(+ =1+5r:+ 10 1023 + 5x + xt, und 
el 


+5 
Datr=a (1 + =) ift, fo folgt auch 
a+2=e#(1+)=wlır2() 


zP@y+aj 


II.) +l=a +7 a + red Be 
n(n — 1) (n — 2) a"? 23 
u vr Fe A 





Art. 15.] Hülfsichren aus der Analyfis. 27 
3.8. V 1009? — (1000 + 9)” — 100 (1 + 0,009)” 

— 100 (1 + 2/; . 0,009 + . (0,009 +---) 

— 100 (1 + 0,006 — 0,000009) = 100,5991. 

Auch ift: 
Het te ern, 
daher fir ſehr große Werthe von x annähernd : 
«+ =. + na, 

Hiernach folgt a1 = era ferner: 


n 
ar — (2 — V) 





— nl —— 
(& 1 1— — 
_ (x — 1)" — (2 — 2)* 
— nl — N — — 
(x 2) = N ’ 
„_a-N-B—H 
— n—l — 
(x 3) = N ’ 
und zulekt: 
1n-ı — 2n — 12 
— n 


Durch Addition zu beiden Seiten der Gleichheitszeichen folgt nun: 
FE Ni NitR- Pit +1 
etnor 


dern — 1 — m, alon = m + 1 gejegt und die Reihe in umgefehr- 
ter Ordnung gefchrieben: 


1? + 27 4 3” +... + tn NT. 


Noch Tann man, da = ſehr groß, eigentlich unendlich groß fein fol, 
(2 4 1)"+1 = art! feßen, weshalb die Summe der Potenzen der 
natürlichen Zahlenreihe folgt: 

IV.) 7 4 2m 4 gm +. ‘+ gi — m„tT' z. B. 

Ve+V2 +Y5 + V42 +... V 10002 aunäherrd 


1 % 
oT sy, Yin — 60000. 


5, 





28 Hülfsiehren aus der Analyſis. [Art. 16. 


Art. 16. Die der Abſciſſe AO — x, Fig. 31, entſprechende Ordinate 
Fig. 31. OP = y läßt fi aus unendlich vielen 
P ungleichen Elementen Oy wie FB, GC, 
HD, KE... zuſammenſetzen, die lauter 
gleichen Elementen ö&x = AF= FL= 
LM=MN... ber Abfcifje entjprechen. 
Wäre daher %y — P (x). 0x gegeben, 
jo würde man y durd; Summation aller 
derjenigen Werthe von Oy finden, bie ſich 
herausftellen, wenn man in @ (x). 0% 
ftatt x nad) und nad) Or, 20x, 30x, 
402...bi8 ndx —= x einfeßt. Dieſe Summation deutet man durd) das 
jogenannte Integralzeichen, f an, welches man vor den allgemeinen Aus- 
drud für die zu fummirenden Elemente fest, fchreibt alfo ftatt: 
y=[p(d2) + (202) + 930%) +: + Pl) 0x, 
y— f px) Ox. 
Auch nennt man in diefem Falle y das Integral von P(x)dx, fowie 
p(x) 9x das Differenzial von y. 

Zumeilen kann man das Integral f YP(x)0x durch wirkliches Summiren 
der Reihe P(Ox), P(20x), P(30x) u. ſ. w. beftimmen; viel einfacher ift e8 
jedoch, bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden entwidelten 
Kegeln der fogenannten Integralrehnung in Anwendung zu bringen. 

ft n die Anzahl der Elemente 9x von x, alſo <= nOx, oder 0x 





A|[F LMN 


x 
= fo Tann man feßen: 


Sr @ 02 = [p(Z)+ rl 9 —A 


Für das Differenzial 9y —= axrdx hat man z. B. das Integral: 
Yy — faxdı = 0% (0% + 202 +30 + ---—+ noOa) 


=(1+2 +3 +: + n)ader 
oder, da nach Art. 15, IV, fir n— @, bie Summe ber uatieligen Zahlen⸗ 


vie 1 2 —3 In =Yn? md 902 — 2 ift, 
y=faxd« — 1); n? a ze — Yar. 
Auf ähnliche Weife findet man: ° 
v=/fg@)dr— [TE —[er)+@0a)+300)°+ -- Haan 


-a+2t+32 4... 4m, 





2 — — 


Art. 17.] Hülfslehren ans der Analyſis. 39 


: wenn 2 — nOx gelegt, oder aus n Elementen © .r beftehend angenommen 


wird. Nun ift aber nad) $. 15, IV, fir n— x, 


1 +22 +32 4...4 nr =, daher folgt: 
| j% __n Or (nö) © 





—, —, . 
— — — — — — 
— — — 


a 3 a 3a 3a 

Art. 17. Aus der Formel C[a + mf(r)] = meflr) ergiebt fi 

durch Umkehrung fm of) =at+mfe)=atm S f(x), 
oder of(xX) = pP (x). Cr gelegt, 
l.) [m P()er—=a-+ m [p (x)0x, 

und bieraus folgt, daß der conftante Factor m beim Integriren fowie 
beim Differenziiren unverändert bleibt, und daß durch bloße Inte 
griven ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nit beftimmt 


werden kann; daß alfo das Integriren allein ein nod) unbeftimmtes 
Integral liefert. 


Um das conftante Glied zu finden, müſſen zwei zufammengehörige Werthe 
von z und y = / Plz) 0x befannt fein. Iſt für æ — c, y — X, und 
hat man y —/[p()ox — a + f(x) gefunden, jo muß aud): 

k—=a+f(o) 
fein, und e8 giebt daher die Subtraction: y— k—=f(r) — (ed), 
alfo in diefem Falle: 
y=/[y)de=k +) -Sd=SD)+k— SL); 
und man hat hiernach die Conftante a —= k — (ec). - 
Wenn man z. B. weiß, daß das unbeftimmte Integral: 


v- [rör-5flte=1, y — 3 giebt, 
jo hat man die nöthige Conftante a = 3 — 1/; — ®/2, und daher das 


Integral: 
22 
= fenama+2-3+8 


Selbft die Conftantenbeftimmung läßt das Integral noch unbeftimmt, 
weil noch für © als Urvariable, jeder beliebige Werth angenommen werden 
kann; will man aber einen ganz beſtimmten Werth %, des Integrals haben, 
der einem beftimmten Werth c, von x entjpricht, fo muß man nod) dieſen in 
das gefundene Integral eins, alfo k —= k + (ca) — f(c) Segen. 


2 
fur æ — 6, 9 18. 


Meiſt iſt derjenige Werth von x bekannt, bei welchem y — 0 ausfällt; 
in diefem alle hat man alfo k — 0, und es führt daher das umbeftimmte 








So giebt 3. 2. y= [2.0 = 





28 Hülfsichren aus der Analyfis. [Art. 16. 


Art. 16. Die der Abfciffe AO — x, Fig. 31, entfprechende Ordinate 
Fig. 31. OP — y läßt fid) aus unendlich vielen 
ungleihen Elementen Oy wie FB, @(, 
HD, KE... zujammenfeßen, die lauter 
gleichen Elementen 0ox = AF = FL= 
LM= MN... ber Abſciſſe entjprechen. 
Wäre daher %y — P (x). 0x gegeben, 
jo wiirde man durch Summation aller 
derjenigen Werthe von Oy finden, bie ſich 
herausftellen, wenn man in 9 (x). 9% 
ftatt x nad) und nad) Or, 20x, 30x, 
402...biE ndx —= x einfeßt. Diefe Summation deutet man durch das 
fogenannte Integralzeichen, f an, welches man vor den allgemeinen Aus- 
drud für die zu ſummirenden Elemente fest, fchreibt alfo ftatt: 
y=[9(02) + 9(200) + 98020) +: + Pla)] 0x, 
y=/Pp(e) «. 
Auch nennt man in diefem Falle y das Integral von P(x)dx, fowie 
p(x) 9x das Differenzial von y. 

Zuweilen fann man das Integral f p(x)0x durch wirfliches Summiren 
der Keihe P (0x), P(209x), P(30x) u.f.w. bejtimmen; viel einfacher ift es 
jedoch, bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden entwidelten 
Kegeln der jogenannten Integralrehnung in Anwendung zu bringen. 

Iſt n die Anzahl der Elemente 9x von x, alſo z — nOzx, oder 0% 





A FLMN f) 


T 
= fo kann man feßen: 


3 n2\| x 
por) ++ )+te(a 
Für das Differenzial Oy —= axOr hat man z. B. das Integral: 
y— farde = aox (x +202x + 30x 4 - nor) 


= (1+2+3-+-.-.:+mM)a0x, 
oder, da nach Art. 15, IV, für n— ©, die Summe der natürlichen Zahlen- 


tie 12 +34... In =1ın? md 90? = z iſt, 
y=faxd« — Iın?a z — Wax, | 
Auf ähnliche Weife findet man: ° 
— [FE = oyr+Ha0R)r+302)+-- Hndn)) 


 zatetet tm 





Art. 17.] Hülfdlehren aus der Analyſis. 239 


: wen — nOxr gelegt, oder aus n Elementen 0x beftehend angenommen 
wird. Nun ift aber nad $. 15, IV, frn— mw, 


. 2 
1+22+32+. tn? 7, daher folgt: 
SS n® On} (nö)? _ x? 








a 3 a 3 Ba 

Art. 17. Aus der Formel O[a + mf(lr)] = mEf(z) ergiebt ſich 

duch Umkehrung [mof() =a+mf/a) =a+m[ofle), 
oder of(xX) = pe). 0x geſetzt, 
I) [my 0x = a + m/p (a)Oa, 

und hieraus folgt, daß der conftante Factor m beim Integriren fowie 
beim Differenziiren unverändert bleibt, und daß durch bloßes Inte 
griren ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nicht beftimmt 
werden kann; daß alfo das Integriren allein ein nod) unb eftimmtes 
Integral liefert. 

Um das conftante Glied zu finden, müſſen zwei zufammengehörige Werthe 
von z und y — /Y(x) 0x bekannt fein. Iſt fre—=cy=—k, und 


hat man y = [ p (2) 0x — a + f(x) gefunden, jo muß aud;: 
k=a-tYf(o) 
fein, und e8 giebt daher die Subtraction: y — k —= (x) — f(c), 
alſo in diefem alle: 
v= pda =-k+ I) SF) +k— So); 
und man hat hiernad) die Conftante a = k — f(e).- 
Wenn man 3. B. weiß, daß das unbeftimmte Integral: 


v= [rsös=-Ffte=1, y — 3 giebt, 


fo Hat man die nöthige Conftante a = 3 — 1, — ®/a, und daher das 
Integral: 
2 2 
= fern—a+2-5t8 

Selbft die Conftantenbeftimmung läßt das Integral noch unbeftimmt, 
weil noch für x als Urvariable, jeder beliebige Werth angenommen werden 
fann; will man aber einen ganz beftimmten Werth %, des Integrals haben, 
ber einem beftimmten Werth c, von x entjpricht, jo muß man nod) diefen in 
das gefundene Integral eins, aljo A —= k + f(cı) — S(c) feren. 
| 5 + 22 








‚fre=5,y=15. 


Meift ift derjenige Werth von x befannt, bei welchen y — 0 ausfällt; 
in diefem Valle hat man alfo k = 0, und es führt daher das unbeftimmte 


So giebt 3. 2. y= [202 = 





30 Hülfslchren aus der Analyfis. [Art. 18- 


Integral f p(x)Ox —= f(x) auf das beftimmte kı — f(cı) — (0) das 
alfo gefunden wird, wenn man in den Ausdrud f(x) fir das unbeftimmte 
Integral die beiden gegebenen Grenzwerthe c, und c von x einſetzt, und die 
erhaltenen Werthe von einander fubtrahirt. Um dies anzubeuten, ſchreibt 


man ftatt /» (x)0«, IR: (x) 0x, wenn alſo z. 8. / 9 (x) x = iſt, 


—JJ—— 


Die Umkehrung der Differenzialformel OL) + P(x)] = 0f(«) 
+ 9_p(x) giebt die Integralformel: f [lof@) +op@a)]=f(&) + Ye), 
oder wenn man Of(z) = % (x) Oz und Op (x) —=x (a) dx ſetzt: 

II.) SW @°x + 4(2)0«] — Sy (@)dx + [ı@) 9. 

Es ift alfo hHiernad) das Integral von einer Summe meh- 
rerer Differenzialien gleid) der Summe von den Integralen 
der einzelnen Differenzialien. 


3.8 /(8 +50)9&= [300 + [5x0 = 3x + aa”. 


Art. 18. Die wichtigfte Differenzialformel IV des Artikels 8: 
(ar) = nr ox, 





, führt durch Umkehrung auf die ebenfalls jehr wichtige Integralformel. Es ift 


hiernach [nar 190 — a*, oder n [ar 190 — ar, daher 
aloe —= u 
N 


fegt man alfon — 1 = m, und hiernach n —= m 4 1, fo erhält man 
folgendes wichtige Integral: 
gm4+l 
m-+1' 
welches in Anwendung mindeftens ebenfo oft vorkommt, als alle übrigen 
zujammen. 
Die Form diefes Integrales weift aud) daranf-hin, daß es dem in Art. 9 
abgehandelten und in Fig. 17 abgebildeten Curvenſyſteme entſpricht. 
Hiernach ift z. B. [500 — 5 [09x = Sırt; ferner: 


Ar — [#02 — 3, dh = 3, V 2°; 
ren = Ve 


S@ — 62° + 5x1) 00 = [402 — [62290 + [5r10x 
= 4fon — 6/05 +5/[m02 = 4n — 20 +25; 


MOL — 





Art. 19.] Hülfslebren aus der Analyfis. 31 
ferner, wenn man 3r — 2 =u, alo 36x —= Cu, berür—= a 
einfeßt: 
SV. [wit an ton Ve 

— 2, V@r—3); 
endüd, wenn 22? — 1—=u, alſo drör = tubirtı = a 


gefett wrd: _ 
5202 - [2% 5 hd — 5 us 
V2e—ı — Yu 4 4 2, 


-7 Ve = Ver. 


Durch Hinzufligung der Grenzwerthe laſſen fich die unbeftimmten Inte 
grale fogleich in beftimmte verwandeln, 3. B.: 


[sa0: — 3, (2 — 1%) = 5. (16 — 1) = 18}).. 


Ir" - vaı=ı 
iM V3x — 2.92 —= %,(V 16° — v1) — 2, (4—1)= 14. 


Wäre. B. /(4 — 622 + 529)0x — 7 für x — 0, fo hätte man 
allgemein: (4 — 62? + 5:)0r=7 +47 — 222 +2. 

Art. 19. Die fogenannte Erponentialfunction y = a*, welde 
in einer Potenz mit variablen Erponenten befteht, läßt ſich mittels Mac 
Laurin’8 Theorem wie folgt in eine Reihe verwandeln, wobei auch zugleich 
das Differenzial derfelben mit gefunden wird. 

Sekt man a” — 4, + A,& + 4,2? + A; x? + ..., oder, da 
für = = 0, a* den Werth a — 1 annimmt, aljo Ag — 1 ausfällt, 

ar — 1+A2c + A322 + 424 ---,johatman auch: 
az —1+ A090 + 4,022 + 402° + - - -, und daher 
(a) = art? — ar ara — a” — ar (a — ]) 
—= a (A090 + 492-4 400° --) 
= a” (A, + A⸗ dæ 4 .. —W — A,a”dox. 
Nun folgt durch fucceffives Differenziiren der Reihe 








32 Hülfslehren aus der Analyfis. [Art. 19. 
I)=.=-1+Ar + Lkr? + 42°-+---, 








ya= N 1e=h+2hr +30 +, 
pe N) — er 2hm 42.3.4 +: J 
pe — ya—2.3.44+ > 


fegt man daher x — 0, fo folgt: 
A=An 242 —=4,2.3., = Aœ — **, 
daher 


1 
= AAdb=17, 35 z A 4, = 15737 


und es nimmt die Enpontiie hi vom 


Afu.f.w,, 


x — 3 x? 
1) a =1+47 + A 1 tl 


{4 
A atom 


Der conftante Coefficient A, ift natürlich eine beftimmte Function der 
conftanten Grundzahl, ſowie legtere eine Function des erfteren; giebt man 
daher die eine von beiden Zahlen, fo ift dadurch die andere auch beftimmt. 
Die einfachfte oder fogenannte natürliche Potenzenreihe erhält man 
für A, — 1, deren Grundzahl (a) in der Folge mit e bezeichnet wird. Es 
ift alfo: 

3 ck 


x 002 

I) e=1+ 7 t73 t73 3 tı3 3 at" 
und feßt man x — 1, fo ergiebt fid) die Grundzahl der natürlichen 
Potenzenreihe: 
e!=e=1+1+ + NV tt Nat: = 27182828... 

Set man e — a", oder a — e”", fo ift !/m = Log. nat. a, der fo- 
genannte natlirliche oder hyperboliſche aanarithm— von a, und 

x 2 


m) #=@mrrırt(2)t (2 


ey re 


Da diefe Reihe der Form nach mit der unter I. übereinftimmt, fo ift aud) 
A, = I und 
m 


Art. 20.] Hülfslehren ans der Analyfie. 38 
a’oz 
m 





IV.) 9(a?) = A,ardı = — Iog.nat.a a. a”d x, fowie 


V) le) = een. 
3.8. (et) = et! or + 1) — 3eirtlär. 


Sest man y — u” — e", fo hat man umgefehrt: 
x = Log. y und = — Log.nat.y, daher 
Lvg..y — m Log.nat. y, fowie umgefehrt 


1 
Log. nat. y oder Log..y — > 109.4 %. 


Die Zahl m Heißt der Modul des der Grundzahl a entſprechenden 
Togarithmenfyftemes. Es läßt fid) alfo mit Hülfe deflelben der natürliche 
Togarithme in jeden fFünftlichen, und umgefehrt, ein foldher in den natlir- 
lichen verwandeln. Tür das Brigg'ſche Logarithmenſyſtem ift die Baſis 
a — 10, daher !m = Log.nat. 10 — 2,30258 . .., und umgefehrt, 
der Modul 

1 


m T Tog.nat. 10 


— 043429... 


Es ift alfo: 
Log.y = 0,43429 Log.nat.y, und 
Log.nat.y = 2,30258 Log.y. 
(Bergl. Ingenieur, ©. 81 u. ſ. mw.) 


Art. 20. Der Lauf der Eurven, welche den Erponentialfunctionen 
y = er und y — 10* entfprechen, wird dur Fig. 32 (a. f. ©.) veran- 
Ihauliht. Für x —= 0 ift in beiden Fällen — e? — a? — 1; deshalb 
gehen denn aud) beide Curven OQS und OQ, S, durch denfelben Punkt 
(0) in der Ordinatenare AY. Für z = 1, ift: 

y=e — 2718..., und 
y— 107 = 10, 
für x — 2, giebt: 
y = e* — 2,718? = 7,389 und 
y= 10° = 10? = 100 u. |. w.; 


es fteigen alfo auf der pofitiven Seite der Abfciffenare beide Curven, zumal 


aber die legtere, jehr ftarf an; dagegen ift fr & — — 1: 
1 
2 — ei — — — 8. 
ee —e1\ — A 0,368.., und 


"10? = 1071 = QJ; 
ferner fr 2 —= — 2: | 
Weisbach’s Lehrbuch der Mechanik Br. 1. 3 


34 


ee — e2 — 


Hülfslebren aus ber Analyſis. (Art. 12. 


1 
2,718? 





— 0,135 und 10? — 10? = 0,01; 


endlich fir x = — © geben beide Gleichungen: 


eo 
e 


#ig. 32. 
Y 


10 |----- Q, 


0 
nn nn 


DD = 222 oe nn - -- - - - - - - - - - mon nn. 


1 
— — — 0O. 


a 


Es nähern ſich alſo beide Curven 
auf der negativen Ceite der Ab- 
feiffenare diefer Are immer mehr 
und mehr, und zwar die leßtere 
ftärfer als die erftere; jedod) findet 
ein wirkliches Zufammentreffen 
mit diefer Are nie ftatt. ” 
Da aus 
y— e*, x — Log.nat.y 
und ebenjo aus 
y=ar,x— Lo0g.Y . 
folgt, fo geben diefe Curven aud) 
eine Scala der natürlichen und 
Brigg’ichen Logarithmen ab; e8 
find nämlich die Abfeiflen die Lo— 
garithmen der Ordinaten; fo ift 
3. B. 
AM — Log.nat.MP 
= L09.a MP 1 
u. |. w. 
Nach der Differenzialformel 
IV. des legten Artikels ift der Tan⸗ 
gentenwinfel & der Erponential- 
curve durch die einfache Formel: 
0Y ar Ov 





a” y 
— — — *— = nat. a 
m 7 Logq. nu 


beſtimmt. 


Bei der Curve OP, Qı Sı, Big. 39, ift Folglich die Subtangente 
— ycotg.a—m, alfo conftant, und bei der Curve OPQS ift fie ſtets — J, 


| 3. B. für den Punkt Q, Al—1, für den Punft R, 2—=1luf.m. 


Art. 21. 


Iſt x — a, fo hat man and) 


2 ae) = I, 


m 


Art. 22.] Hülfslebren aus der Analvfi3. 35 
und umgelehrt, 





a’ x 
Nun ift aber au) / — Log... r, d. i. der Logarithme der variablen Potenz z 
“bei der conftanten Grundzahl a, daher hat man auch folgende Differen- 
zialformeln der logaritgHmifchen Functionen 
y=— Leog..r und y = Log.nat.x: 
mox 1 0x 
= "" Tog.nat.a nat.a x 


II.) ©(Log.nat.x) = Or, 


Iſt & der Tangentenwinkel der Curve, welche der Gleihung y— Log... x 


I.) c (Log. x) — 





ſowie 


ul = 
entfpricht, fo hat man fang.a = z’ und die Subtangente 


y 

— ta. — — 

= y.colg. u Fr 

alfo proportional dem Inhalte xy eines aus den Seiten x und y zu con- 


firuirenden Rechteckes. 
Mittels der gefundenen Differenzialformeln I. und II. erhält man: 


oVz oa) a toz 0x 
1) © (Log.nat. Veen 


’ 


oder au) — 9 (!/, Log.nut.x) =1,,0 (Log.nat.x)— 1; ‚22 





2) 0 Log.nat. (? * 9 [.Log. (2 + x) — Log. x?] 


—0Log.(2 + x) — 0 Log. (x?) 

0% 908 (4-+-2)09x 
- 724.2 "ss a.QHto) 
3) ö (Ion. nat. =)” — 9 [Log.nat.(e® — 1)] — O[.Log.nat.(e+1)] 
0 (e*) 0 (e*) e"dx er d 2 er d æ 


A e+1l e_—-ı 
Art. 22. Wenn man die Differenzialformeln des vorigen Artikels um⸗ 
fehrt, jo ftößt man, wie folgt, auf andere wichtige Integralformeln. 
Aus da) —° 2 5 folgt F Org}: 


I) fa0&—=ma’—=.ar : Log.nat.a, und daher: 
II.) Se Ox=er, 














8* 


36 Hülfslehren aus der Analyfie. [Art. 23. 


Verner aus O0 (Log... &) = me folgt /* mo — L0g.. 8, d. i.: 


III.) —3 — — — 109.2 = — Log. nat.x, und daflelbe giebt auch die 


Formel © (Log.nat.x) — . 


Hiernach laſſen fich leicht folgende Beifpiele berechnen: 
je 0r= Bu 1952 —1)=1, el, 


[He — 
—f202+ [de A ie (—]). 


Art. 23. Die erfte Integralformel | 292 — = 7 lußt das letzte 
Integral unbeſtimmt; denn m — — 1 geſetzt, folgt: 

7) 0 
/ — f 2 1dı— + eine Conftante — © + Eonftante; fegen 
wir oe s—=1-+u und de—=du, r erhalten wir: 
“= — ...)du, und daher 


—F an 


u? u? u* 
=egtgegr 
u, u? ui 
es läßt fich alfo auch Log. nat. (1 +)=4-717771% oder - 
— ])2 — 1]1)3 — 11% 
IV.) Log.nat. 2 — (a — „EZ + — eur. 
fegen. 

Mit Hülfe diefer Reihe laſſen fich die Logarithmen folcher Zahlen berech- 
nen, welche wenig von 1 abweichen; hat man aber von größeren Zahlen die 
Logarithmen zu finden, fo jchlage man folgenden Weg ein. 

Nimmt man u negativ, fo giebt die vorlegte Reihe: 


Log.ndt. 1-W=—u—-— —- — — — — —. ; 


und es folgt nun durd) die Subtraction beider Reihen von einander: 




















Art. 23.] Hülfslehren aus der Analpfie. 37 
_ Log.nat. (+) — = 2 (u + ++. ) bi 
1+tu u? 

1_u = .++2+-.), oder 





—=2 








tr _, alſo v = Ti geſetzt, 
V Zop.nat. a = 2 [+1 (4) +) +] 


Diefe Reihe ift auch zur Beſtimmung der Logarithmen von ſolchen 


2—1 
Fi ftets 








Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, da 
unter 1 ausfällt. 


Es ift auch Log. (2 + y) — Log. x = Log. Fl! +2) 


1er) 


= = +" +] 
und daber: 


VL) Log.(e+y)— Log.x+ [+ F —E L.. ] 


Diefe Formel ift anzuwenden, um aus einem Logarithmen einen nächft 
größeren zu berechnen. 


2 2 —1 
Log. nat. 2 — ri 1) | 
3. ©. Tag. nat. 2 — : + la - 4) + 
=2 (+ Ug .Ugr + 1/,. Yaas + -- ) 
0,33333 
— 0,012340 — 
— 2 0,00082| 7 2.0,34656 — 0,69312, 
0,00007 


genauer — 0,69314718. 

Log. nat. 8 — Log. nat. 2? — 3 Log. nat. 2 ift hiernad) — 2,0794415, 
und endlich nach der letzten Formel: 

Log. nat. 10 —= Log.nat. (8-2) 


2 [2 \ 
| — 1 — — — esse 
= Log.nat.8+2| 5 | + (75 | -) + | 
— 2,0794415 + 0,2231436 — 2,302585. 
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= 7 —eNnsen. got, =0Tl 


für ⸗ = 


fir ⸗ — 
in ⸗ — ?,2. y=—lhrter= 22. 0 ũ N. 
trägt man daher z als Act: AO mW) „ als die entisrehemen Ordina- 
tin OP auf, io erhalt man tie ihrınsenformige Come 1 APBzÜ2z,, 
7:4, 33, welche fih nad, beiten Serten ven 4 ins Unendliche Fortiegen läßt. 
Fig. 33. 
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Art. 24.] Hülfslehren aus der Analyſis. 39 
Die Sofinusfunction y==cos.x giebt für c—0, y—1, für =", 


y=V 7, fir —ı 


2 
fir =27, y=1 u. f. w.; ihr entipricht daher genau diefelbe Schlangen- 
Linie (+ 1 PZ 7 DE + 1) wie der Sinusfunction, nur ift diefelbe auf der 


Abfciffenare um !/;, m —1,5708.. weiter vor oder hinter der Sinuscurve. 
Ganz anders find aber die Curven geftaltet, welche den TZangens- und 

Cotangensfunctionen y=tung.x und y — colung. x entiprechen. Sebt 

man in y=tang.x, 2—0, 1%, Yır, jo hält man y—=0, 1, ©, 


und daher eine Curve (AQE), welche ſich einer durch den Theilpuntt (7) 
der Abfeiffenare AX gehenden “Parallele zur Ordinatenare A Y immer mehr 


’ y—)$), nrı=r, y=—Jl, fr x—=?/), 2,y=(0, 


und mehr nähert, ohne fie je zu erreichen. Nimmt man ferner =>, 2,37, 
fo erhält man /— — ©,0,+ ©, und daher eine Curve (Fr @), die fi) 
den Parallelen durch ( =) und (2/3, m) bis ins Unendliche nähert, oder wie 


man jagt, diefe Parallelen zu Aſymptoten (f. Art. 11) hat. 

Ber ferneren Annahınen für x wieberholen fich diefelben Werthe von y, 
und deshalb wird alfo aud) der Function y—tang. x durch lauter Kurven, 
wie (Fr @), weldye um x — 3,1416 in ber Richtung der Abſciſſenaxe von 
einander abftehen, ent|prochen. 


Die Junction 


y—= cotang. x, giebt dagegen für 2<—0,, 2,y—=%,10,— ©, 


4’ 2 
daher ent|pricht derjelben eine Curve (x g=L), welche von der Tangen— 
tencurve nur der Yage nad) verjchieden ift; auch läßt fich leicht einfehen, daß 
nod) unendlich viele Gurvenzweige, wie 3. B. (m = N) u. ſ. w. dieſer 
Function angehören. 

Während fotsohl die Curve für Sinus und auch die für Coſinus (die fo- 
genannte Sinufoide und Gofinufoide) ein ftetig zufammenhängendes 
Ganzes bildet, befteht die Curve für die Tangenten, fowie auch die für die 
Cotangenten (die fogenannte Tangentoide und Gotangentoide) aus 
lauter getrennten Zweigen, indem ihre Ordinaten fiir gewiſſe Werthe von x 


aus dem pofitiven Unendlichen in das negative Unendliche überfpringen, wo- 
bei natürlich die Curve ihre Kontinuität verliert. 


40 Hülfsiehrem aus der Analpfis. [Art. 25. 


Art. 25. Die Differenziale der trigonometrifhen Linien oder 

Functionen ergeben fich durd) Betrachtung der Fig. 34, in welcher 
 Cc4A=CP=(00=1 d.AP=x,PQ=09x, fener: 

PM = sin. x, CM== cos. x, AS ==tang. x, endlid): 

090=NQ—- MP=sin.(c+0x) — sin. x—=Osin. x, 
OP=—(CN— CM) =—.cos. (x + 0x) — 008.2 — — 0 cos. x, und 
ST=AT— AS=tang.(x +9x) — tang. x —=Otang.x ift. 

Da da8 Bogenelement PQ rechtwinkelig auf dem Halbmeiler CP fteht, 
und der Winkel PCA zwifchen zwei Linien CP und CA dem Winkel PQO 
zwiſchen ihren Perpendifeln PQ und OQ gleich ift, fo find die “Dreiede 
CPM und Q PO einander ähnlich, und es ift: 

0Q __CM Osin.x _ COSs.X 











PT 
I.) O9(sin.x)=.c0os. 2.09%; ebenſo aud): 
0P__PM bi — O cos. .-. 
.PQg cp" dx — 
IL) 0 (c08. x) = — sin. x OX. 


Man erfieht Hievans, daß Heine Fehler im Bogen oder Bintel auf den 
Fig 3. Sinus um fo mehr Einfluß haben, je 

j größer cos. x, je Heiner alfo der Bogen 

v oder Winkel ift, daß dagegen diejelben 

N den Cofinus um fo mehr verändern, je 

k, größer sin. x iſt, je mehr alſo der Bo— 


8 gemfih 5 nähert, und daß endlich das 


Differenzial des Cofinus das entgegen- 
geſetzte Zeichen von dem des Bogens 
bat, aljo, wie befannt, eine Zunahme 
von x eine Abnahme von cos. x Liefert, 
und umgefehrt, eine Abnahme von x ein 
Wachſen von cos. x giebt. 

Legt man SR redhtwinfelig auf CT 
jo erhält man ein ‘Dreied SRT, welches 
wegen der Gleichheit der Winkel TS und CQN oder CPM den Drei: 
ede C. PM ähnlich ift, und weshalb man hat: 


ST _CP ii Otang.z 1 

















SR CM ° SR c05.0 
SR__PQ C8.0x 
Nun ift aber auch: oO .i.SR= n und 
1 0% 
CS = secans. £ = ——, daher SR = und 
008. % COS. & 








Art. 26.] Hülfslehren aus der Analyfis. 41 











0X 
II.) Oltang.x) — (000.08 
x 4 
Führt man ftatt .r, at alfo ftatt Or, © (z — r) — — 0x 
ein, ſo erhält man: 
— 
0 tang. E — ) — Ta@- dv. i. 
| os 3 
- x 
IV. Kt) = — ——. 
V.) (cotung. x) in.) 
Durch Umkehrung geben diefe Formeln für das Differenzial des Bogens: 
__0Osin.z _ _ 0cos.a _ 3 | 
0 = — urn (cos. x)? 9 tang. x | 
— — (sin. 2)? 9 cotang. x, oder: 
J O sin. x d tang. x 
m DH — — — 
V1-(sin.x)? 1-4 (tang. x)? 
sowie 2 0 cos. x — 0 cotang. & 
* — Vi — (cos. x)? — 1 + (cotang. x)? 


Bezeichnet man nun sin.xz durd) y, und x durch arc. (sin. — y), fo 
erhält man: . 
—R 
V) darc. (Sin. —y)— ——, 
) rc. (sin.—y) Vi_y 
und auf gleiche Weife findet man: 


2 
VL) d arc. (cos. - ) — — — , ſowie: 


—V 

VII. .—=y) = — 

) 9 arc.(tang. = y) It’ und 

0y 

vm. . .=y) = — —_. 

) d.arc. (cotang. = y) Ily 

Art. 26. Die legten Differenzialformeln geben durch Umkehrung folgende 

Integralformeln: 
1) [ 08.20 2 = sin. x, 


I.) S sin.2ZOL—= — 008. %, 


0x 
IN. — — 
II.) f — tang. x, 


x 


IV.) — 
sin. x? 


= — cotang. x, ferner: 


40 Hülfslehrem aus der Analpfis. [Art. 25. 


Art. 25. Die Differenziale der trigonometrifchen Linien oder 
Functionen ergeben ſich durd) Betrachtung der Fig. 34, in welcher 
CA=(0P=C(0Q9=1 dg.AP=x,PQ=9x, femer: 

PM = sin. x, OM= cos. x, AS ==tang. x, endlid): 

09Q=NQ— MP=sin.(c+0x) — sin.e—Osin. x, 
OP=—(CN—- CM = —.cos (x +0x) — 008.2 — — 0c08. x, und 
ST=AT— AS=tang.(x +0x) — tang. 2 —=Otang.x ift. 

Da das Bogenelement PQ rechtwinfelig auf dem Halbmeſſer CP fteht, 
und der Winkel PCA zwiſchen zwei Tinten CP und CA dem Winkel PQO 
zwijchen ihren Perpendifeln PQ und OQ gleidh ift, fo find die Dreiede 
CPM und Q PO einander ähnlich, und es ift: 

0Q _CM 4 Osin.x __ (08. % Rabe: 
Po cp" 9: 
1.) 0 (sin. &) = c08.%:0%; ebenjo auch: 








0P__PM dei — 0O cos.  _ 
Bu 2 ar 05 — 
11) 0 (cos. x) = — sin. 20x. 


Man erfieht hieraus, daß Heine Fehler im Bogen oder Winkel auf den 
Fig. 34. 


Sinus um fo mehr Einfluß haben, je 
größer cos. x, je Heiner alfo der Bogen 
T oder Winfel ift, daß dagegen diejelben 
den Coſinus um fo mehr verändern, je 
größer sin. x tft, je mehr alſo der Bo- 


gen ſich 5 nähert, und daß endlich das 


Differenzial des Cofinus das entgegen- 
geſetzte Zeichen von dem des Bogens 
bat, aljo, wie befannt, eine Zunahme 
von x eine Abnahme von cos. x Liefert, 


Wachſen von cos. x giebt. 

Legt man SR rechtwinkelig auf CT 
jo erhält man ein Dreieck SRT, welches 
wegen der Gleichheit der Winkel RTS und CQN oder OPM den Deei- 
ede C. PM ähnlich ift, und weshalb man hat: 


ST_ CP ,, Otang.z _ 1 











SR CM SR cos. 
SR__PQ C8.0x 
Nun ift aber auch: on .i.SR= — und 


— 


1 
CS = secans. © = ——, daher SR —= 
08. % c0S. % 





und umgefehrt, eine Abnahme von x ein 





a 
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d 
Führt man ftatt .r, Fl alfo ftatt 9x, 0 (2 — r) = — 0x 
ein, fo erhält man: 
0X 
Otang.\— — X 7 F d. i. 
fen (5 — 
— 
IV. A) — — —— 
V.) (cotunq. x) — 
Durch Umkehrung geben dieſe Formeln für das Differenzial des Bogens: 
O sin. x 0 C08. & 
m II — — — — . 2 . 
C08. % sin. % (cos. 2)° © tang. x 
— — (sin. x)? 0 cotang. x, oder: 
I Osin. x Dtuang.æ 
VI Gin —1- (lang. x)? 
ſowie F 0 cos. & — 0 cotang. æ 
—— Vı1-—(osz)? 17 (cotang. x)? 


Bezeichnet man nun sin.x duch y, und x durch arc. (sin. — y), fo 
erhält man: 


V) Oarec.(sin.—=y)= vr 
und auf gleiche Weife findet man: 
VL) d.arec.(cos.—y) = vs ; » jowie: 


vo. . =) = — I 
) 9 arc.(tang.—y) 1 an und 
— 0Y 
VIIL) O.arc. (cotang. =y) = — IiIw 
Art. 26. Die legten Differenzialformeln geben durch Umkehrung folgende 
Integralformeln: 
I.)  c08.20 2 = sin. x, 


II.) S sin. LOL—=— 08T, 


0x 
III. — — 
IL) f c08. x? tang. æ 


IV.) 0% 


sin. x? = — cotang.%, ferner: 
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v) e: (sin. = 2) (cos. = 2) 

. — OT arc. sin. = x — — arc. Cus. — 
VT 
VI.) —— — arc.(tang. —= 2) = — arc. (cotang. — x) 

1+2? * 


und hierzu laſſen ſich leicht noch folgende finden. 


Osin. x 005.2.0% 











Es ift 9 (Log. nat.sin.x) — — ⸗ — 5* cotang.z.0Ox, 
folglich: 
VIL) fecotg.x0 = Log. nat. sin. x, ebenfo: 
VI.) tang.x02— — Log.nat.cos.x; ferner: 
Otang.z __ 0x 
6) (Log. nat. tang. x) = tang. Fo c08. 02 tang. & 
— _ 0: _ — 022) ‚ daher: 
sin. X COS. X sin. 2% 











0 (Log. nat.tang. Ya x) = nu ,‚ und 

IX.) f Ze — Log. nat. tang. 5. ebenſo: 
X.) f Se — Log. nat.tang. (G + 5) x 

= Log. nal. cotg. (7 — 3) 


1 a b _ al—a)+b(l+e) 
1a 1+x + 1-2 A+nJ(li-—:) geiekt, 
lt — 4 (1 -J+b(1 +. Nimm man 1-x= 0, alfo 





Ferner 





z—=—1oan, fo erhält man hiernach 1=a (1-1), daher a— !/,, und 
jegt man 1— 20, alfo 21, fo ergiebt fih 1—=2b, daher: 
1 Ya 1 
— 1 — 
b='/; und 1—ı2 1-+% * 1— x’ 
endlich aber: 





ds 1 x 0x 
(= fr Sat" J 
⸗ Loq. nat. (C, Loq. nat. (1 — x), 








d. i.: 

XI.) /7* en — 1, Log.nat. G 2a), und ebenfo: 
0: —1 

XII.) — — 1), Log. nat. (Z — ) 
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Gest man 21 +22 = xy, fo hält man 14+x2 = x? y?, und 
0x (1—y?) = xzyO9y, daher: 


0x > I _ı —— 
V — 7 /a0 Log. nal. — ‚ wonad): 
XII — — Log.nat.(c-+ 3), ſowie: 
x 


XIV.) Va-ı — = Log. nat. ( V x? — ı) folgt. 
Art. 27. Um arc.(tang.=x) = [= Ita zu finden, darf man nur 


1 — ; durch Diviſion in eine Reihe verwandeln und dann Glied für 
Glied integriren. Man erhält fo: 


1 
immer 
5 = [rs - [»02+ [#02— [aö.+-:-, 
folglid): 
27 
L) are. (tang. = 2)=ı — — =+? — — oo. „3. B.: 


m — arc.(tan.=1)=1— Yy — HEN — ..., 
alſo den Halbkreis = 4(1 +1 Ya — oder: 
are. (tang. Vnſy)Vſ-. + Cr Yala)°+-) 
folglich a6 V Y (1 — 1 + as — iso +) 3,1415926 -- 

Auf gleiche Weife erhält man aus: 


TU rettet te 


vi == [dat [wort | wort | #0c+-, 


1 x? 1.3 25 1.3.5. «7 
II.) arc.(sn.—=x) =xc+ 2.3 + 945 + Jasıt 


z. B.: 
7 arc. (sin. — 1,,) —= U, (14 !aa+ soo + riss +"), 


4 
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1 


ee —e? — —— — 0,135 und 10° = 10° = 0,01; 


2,718? 


endlich fir x = — © geben beide Gleichungen: 


12'-------— --- 


⸗ 
— — — — —— —— — — — — — — —— — — — —— — — — — —— — — —— — — —— — — —— — EEE mE mn am em am mn En a er m an an an — 


| 


— 
1 
ji 
3 
> H 
= 
D 
N 


1 


Es nähern ſich alfo beide Curven 
auf der negativen Seite der Ab- 
Seiffenare diefer Are immer mehr 
und mehr, und zwar die leßtere 
ftärfer al8 die erjtere; jedod) findet 
ein wirkliches Zufammentreffen 
mit diefer Are nie ftatt. ” 

Da aus 

y— e*, & — Log.nat.y 
und ebenjo aus 

y—a,s—1g.y . 
folgt, fo geben diefe Curven aud) 
eine Scala der natürlichen und 
Brigg’fchen Logarithmen ab; e8 
find nämlich die Abſciſſen die Lo— 
garitimen der Ordinaten; jo iſt 
z. B. 

AM — Log.nat.MP 
— Log. MPı 

u. ſ. m. 

Nach der Differenzialformel 
IV. des letzten Artikels iſt der Tan— 
gentenwinkel & der Exponential⸗ 
curve durch die einfache Formel: 

oy _ 08 


| 
| 
I 
SS 

| 
< 
NS 
S 
N 
8 
a 


beſtimmt. 


Bei der Curve OP, Qı &, Fig. 32, ift folglich die Subtangente 
— ycotg.e—m, alfo conftant, und bei der Cure OPQS ift fie ſtets — 1, 


| z. B. für den Punkt Q, Al = 1, für 


den Bunft R, 12—= 1u.f. m. 


Art. 21. Ita — a, fo hat man and) 


0x —= 0(@) = 


auvo 
m’ 


Art. 22.] Hülfslehren aus der Analyfis. 35 
und umgefehrt, 








aY 7 
Nun iſt aber auch y— Log... r, d. i. der Logarithme der variablen Potenz x 
“bei der conftanten Grundzahl a, daher hat man auch folgende Differen⸗ 
zialformeln der logaritHmifchen Functionen 
y —= Log.sr und y = Log.nat.r: 

moOxr 1 

eo ” " og. nat.a x 

Öx 

II.) 0(Log.nat.x) = — 


Iſt der Tangentenwinkel der Curve, welche der Gleichung y Loq. x 


I.) c (Log. x) ** 





7, fowie 


entfpricht, jo hat man tang.u — =, und die Subtangente 
Ty 
— ycotg.a — 
= yc0g.& m’ 


alfo proportional dem Inhalte xy eines aus den Seiten z und y zu con⸗ 
firuirenden Rechteckes. 


Mittel8 der gefundenen Differenzialformeln I. und II. erhält man: 
Vz o% chöz_ 0x 
1) 9 (Log.nat. Yen hr = 57’ 


oder au) — 0 (1/, Log. nut.x) = 1,, 0 (Log. nat. x) = Y; ‚22 





2) 0 Log.nat. (? Er ) — 0 [Log. (2 + x) — Log. x?) 


— 0 Log. (2 + x) — 9 Log. (x?) 
0% 90% 6- 


- @2+2 x  x2(2-+») 
3) © (os nat.“ * Ze =1)= — 0 [Log.nat.(e® — 1)] — O[Log.nat.(e+1)] 
0 (e*) 0 (e*) e"dx eox 2erde 
e— 1 e+l.e—1 e+1 e*-—1 
Art. 22. Wenn man die Differenziafformeln des vorigen Artikels um- 
kehrt, fo ftößt man, wie folgt, auf andere wichtige Integralformeln. 


Aus dla) — Ü 22, je folge / rar, d. i: 





L) fa 9z<—=ma:—=a* : Log.nat.a, und daher: 
11.) [edz=e 
8” 


36 GHülfslehren aus der Analyfis. [Art. 23. 


Ferner aus ma folgt MI — 109.42, d. i.: 
III.) * — — — 1og..a = = Log. nat.x, und daflelbe giebt auch die 


Formel 0 (Log. nat. x) = = 
Hiernach laſſen fich leicht Folgende Beispiele berechnen: 
je ot= I, jer-! 06:—-)=1, — 


J 724 ;='n/° ch 2 = Lapnal.(7a+2) 


— e+4)% 
—/[z0x+ [0x +2 [EZ -F +24 2 Log.nat.(e— 1). 


m+1 
Art. 23. Die erfte Imtegralformel / x” —— läßt das letzte 
Integral unbeſtimmt; denn m —= — 1 geſetzt, folgt: 
JE=[ 0: = + eine Konftante — © + Conftante; fegen 


wir aber —1-+-u, und de—=du, fo erhalten wir: 
0x __ 


x = 7, 
ee | fü ten )du 
—Sou— [udu+ [wou— fwOu+--- 


u? 28 u4 
ty gt" 
u? , u? wu 


es läßt ſich alfo auch Log. nat. (1 +W=4-17-71"% oder - 


„zZ +2 _ —— 











—(1—u+u?— u? —) du, und daher 





IV.) Log.nat.e=(x — 1 


fegen. 

Mit Hülfe diefer Reihe laſſen fich die Logarithmen folcher Zahlen berech- 
nen, welche wenig von 1 abweichen; hat man aber von größeren Zahlen die 
Logarithmen zu finden, fo fchlage man folgenden Weg ein. 

Nimmt man a negativ, fo giebt die vorlegte Keihe: 

u? u? u 
Log.nat. (I - u) = —u— — — gg 7 — 3 


und es folgt nun durch die Subtraction beider Reihen von einander: 


Art. 23.] Hülfslehren aus der Analpfie. 37 
_ Log.nat. (+) — FEN „+++. ) bi 


— )2644 3t+7z +. ) abe 


7 _t-—1 
1, alfo u — — geſetzt, 


V.) Log.nat. tl) + Wa) +] 


Diefe Reihe ift auch zur Beftimmung der Logarithmen von folchen 


Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, da pn ftets 


unter 1 ausfällt. 


Es ift audy Log. (x + y) — Log. x —= Log. FN)-ua(1 +2) 


= _ — Ya (2) + 1 (2) —x. 


+] 


und daher: 
VL) Log. (+ y) = Log. x — [34 + 1/; () —-.. | 


Diefe Formel ift anzuwenden, um aus einem Logarithmen einen nächſt 
größeren zu berechnen. 


3.8. Log. nat. 2 — 2 + Y4.() +] 


— 2 (tl.UatYs.Yas +) 
0,33333 

„0012340 

— 2 — 2: 034656 — 0,69312, 


0,00007 
genauer — 0,69314718. 


Log. nat. 8 — Log. nat. 2° — 3 Log. nat. 2 iſt hiernach — 2,0794415, 
und endlich nach der legten Formel: 
Log. nat. 10 —= Log.nat.(8 + 2) 


2 Ä 2 9 
— 1 — ..o 
—Log.nat.s+2| 55 + [3 5) + | 
— 2,0794415 + 0,2231436 — 2,302585. 
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Dean kann aud 
1 


Log.nat.2 = Log.nat. 1-2 I +1; (>) +. | 
—2 (1% + 15: n +1, + .. ) — 0,693147, ferner 


Log. nat.5 — Log. nat. (4+ 1) = 2 Log.nat.2 +2 ( Yt1; 4) 


und zuletzt Log. nat. 10 — Log.nat.2 + Log.nat.5 ſetzen. 
(Bergl. Artifel 19.) 

Art. 24. Don prafticher Wichtigkeit find endlicd) noch die trigonome- 
trifhen und Kreisfunctionen, deren Differenzigle und Integrale eben- 
falls im Folgenden ermittelt werden. 

Die Sinusfunction y = sin. x giebt für x — 0, y —= 0; 

x _ 3,1416 


frr=7 7 —=01854...,9=V — 0,7071, 


fr =, y=Lflto=ay=0; 
für =! y-=—l frz = 2m, — 0 u. ſ. w.; 
trägt man daher x als Abſciſſen AO und y als die entſprechenden Ordina⸗ 
ten OP auf, fo erhält man die fchlangenförmige Cure (APBr Cr), 
dig. 33, welche fich nach beiden Seiten von A ins Unendliche fortjegen läßt. 
Fig. 33. 
YK E M 


ep) 


=—antsnuumaenwmum 
--. .asa-c,e--e 


u 
: 
« 
x 
7 


ma... — u — ou un zn 22222— — u .—_——— -— ... 


|; 
.= una onnannmnne 
io! 
t 
juni 
una... 077. 
j 
— 
J 
J 
J 
1 
| 
! 
[j 
Leonssenn- -unnunn 


1 

nd 
* 
* 
2 


Art. 24] Hülfslehren aus der Analyſis. 39 
Die Eofinusfunction y==cos.x giebt für c—0, y=1, für =", 


y—=V !., für a 


2 
fir 27, y=1 u. f. w.; ihr entjpricht daher genau diefelbe Schlangen- 
linie (+ 1 PZ 7 DI + 1) wie der Sinusfunction, nur ift diejelbe auf der 


Abfciffenare um Y/, m —1,5708.. weiter vor oder hinter der Sinuseurve. 
Ganz anders ſind aber die Curven geſtaltet, welche den Tangens- und 
Cotangensfunctionen y—tang.x und y —cofang. x entſprechen. Setzt 
man in y=tang.x, 20, 1%, Ya, fo hält man y—=0, 1, ©, 
und daher eine Curve (AQE), welche fid) einer durch den Tpeilpuntt (2) 


der Abſciſſenaxe AX gehenden Parallele zur Ordinatenare A Y immer mehr 


‚y=d, free, y=-—Lftr—=,n,y—=0, 


m: 7 
und mehr nähert, ohne fie je zu erreichen. Nimmt man ferner zn, gr, 


jo erhält man y„—= — ©,0,—+ ©, und daher eine Curve (Fr 6), die fid) 
den Parallelen durch (*) und (3/3, 7) bis ins Unendliche nähert, oder wie 


man Sagt, diefe Parallelen zu Aſymptoten (f. Art. 11) hat. 

Bei ferneren Annahmen für x wiederholen fich diejelben Werthe von y, 
und deshalb wird alfo auch der Function y—tang. x durd) lauter Eurven, 
wie (Fr G@), welche um m — 3,1416 in der Richtung der Abſciſſenare von 
einander abſtehen, entſprochen. 


Die Function 


y—= cotang. x, giebt dagegen für 0,7 2,y—= %,10,— », 


4’ 3 
daher entjpricht derſelben eine Curve (x 0=1), welche von der Tangen⸗ 
tencurve nur der Tage nad) verfchieden ift; auch läßt fich leicht einjehen, daß 
noch unendlich viele Curvenzweige, wie z. B. (m “ N) u. |. mw. dieſer 
Function angehören. 


Während fotsohl die Curve fir Sinus und aud) die fiir Coſinus (die ſo— 
genannte Sinujoide und Kofinufoide) ein ftetig zujammenhängendes 
Ganzes bildet, befteht die Curve für die Tangenten, ſowie aud) die filr die 
Sotangenten (die fogenannte Tangentoide und Cotangentoide) aus 
lauter getrennten Zweigen, indem ihre Ordinaten für gewiſſe Werthe von x 
aus dem pofitiven Unendlichen in das negative Unendliche überſpringen, wo⸗ 
bei natürlich die Curve ihre Kontinuität verliert. 
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Art. 25. Die Differenziale der trigonometrifhen Linien oder 

Functionen ergeben ſich durch Betrachtung der Fig. 34, in welcher 
 cCA=CP=C09=1, BdgAP=x,PQ=20z, ferne: 

PM==sin. x, OM= cos.x, AS —=tang. x, endlid): 
09=NQ—-MP=siu. (<-+0x) — sin.2L=0OSsin. x, 
OP=—(CN—- CM =—.cos. (x + 0.x) — 608.2 >= — 0 cos. x, und 
ST=-AT—AS=tang.(x +0x) — tung. x —=9tang. x ift. 

Da das Bogenelement PQ rechtwinkelig auf dem Halbmeſſer CP fteht, 
und der Winkel PCA zwiſchen zwei Linien CP und CA dem Winkel PQO 
zwiſchen ihren Perpendikeln PQ und OQ gleich ift, fo find die “Dreiede 
CPM und Q PO einander ähnlich, und es ift: 

09 _CM,. 0sin.xz _ cosz 











20 "CB d. 1. — daher 
1.) O(sin.x)=c0s.x:0x; ebenſo auch: 
0P__PM Hi — dO cos. sin. 
.PQg cp" od: — 
IL) 0 (008. 2) = — sin. 20x. 


Man erfieht hieraus, daß Kleine Fehler im Bogen oder Wintel auf den 
Fig. 34. Sinus um jo mehr Einfluß haben, je 

größer cos. x, je Heiner aljo der Bogen 

T oder Winkel ift, daß dagegen diefelben 

| den Cofinus um jo mehr verändern, je 

R, | größer sin. x ıft, je mehr aljo der Bo— 
| 


78 gen ſich 5 nähert, und daß endlich das 


q Differenzial des Coſinus das entgegen- 
— geſetzte Zeichen von dem des Bogens 
—8 hat, alſo, wie bekannt, eine Zunahme 
von x eine Abnahme von cos. x liefert, 
und umgekehrt, eine Abnahme von x ein 
Wachſen von cos. x giebt. 
EM o3 © Legt man SR vechtwintelig auf CT 
jo erhält man ein Dreied SET, welches 
wegen der Gleichheit dev Winkel RTS und CQN oder CPM dem Drei- 
ede C PM ähnlich ift, und weshalb man hat: 
ST_CP ,,Otang.z _ 1 
SR CM "SR co: 
PQ ii _ C8.0% . 


Nun ift aber auch: = GP 1 


CS = secans. 2 = 
cos. X 














Art. 26.] Hülfslehren aus der Analyſis. 41 


0% 
II. 0.8) = — — 
1.)  0(tang.x) (cos. 
Fuhrt man ſtatt ©, 2 — o, alſo fiatt dx, Ö (2 - r) — — 2: 

ein, ſo erhält man: 

0% 

0 tang. 3 — 1 )J=— 2. @- =) d. i. 

| «os 3 
—X 


IV.) 0o(cotung.x) = — (om.a} 


Durch Umkehrung geben diefe Formeln für das Differenzial des Bogens: 





O sin. x Ö cos. © 
Ox — = ar — (cos. x)? O tang. x | 
— — (sin. x)? O cotang. x, oder: 
ER O sin. x _ oO tang.x 
Vı-—(sin.x)? 1 (lang. x)? 
ſowie no 0 c08. x __ 0 cotang. & 
VIT (cos. x): 1-+ (cotang. x)? 


Bezeichnet man nun sin.x durch y, und x durch arc. (sin. — y), jo 
erhält man: . 
0Y 
V. O arc. (sin. = y) = =, - 
) (si y) yı_ y? 


und auf gleiche Weife findet man: 
VL) d arc. (cos. - ) — — 
— 


VI.) d arc. (tang. ) = —— 


0% 
VII) d arc. =) = — — 
) d.arc. (cotang.—y) Ity 
Art. 26. Die legten Differenzialformeln geben durch Umkehrung folgende 
Integralformeln: 
L) [ 08.292 = sin. x, 


II.) S sin. 20 C—=— cos. z, 


0x 
III. _ . 
) f cos a = lang. x, 


IV) 8 _ 
sin. x? 





— cotang. x, ferner: 
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V.) | / Fe = are. (sin. = X) = — arc. (cos. = x), 


0x 
VI) f item” arc.(tang. — 2) = — arc. (cotang. = x), 
und hierzu laflen fich leicht noch folgende finden. 


Es ift 0 (Log. nat. sin.x) = Osin.® = —— — cotang.x.0x, 


sin. % sin. x 
folglich: 
VIL) fecotg.x0 x Log. nat. sin. x, ebenfo: 
VII.) S tang. 2x0 2 — — Log.nat. cos. x; ferner: 








O lang. x 0x 
0 (Log. nat.tang. 2) 5 
— — 0% = 2 2) r daher: 
sin. X cos. X sin. 2x 


0 (Log. nat.tang. Ya x) = Se 





,‚ und 





IX.) f or —- Log. nat.tang. 5 ebenfo: 





sin. % 
0% 7 x 
X. — ‚nat. IiZ-+L 
) f — Log. nat. tang (@ + 5) j 
= — Ing. nal. cotg. (G — 5) 


1 _ 0 b al—a)+b(1+x) 
1—2?2 1-+z „tr1,” (14:2) (1—.) gelebt, 
pt — 4 (1I - J+b(i+te. Nimm man 1+x=0, aljo 


Terner 








<—=— loan, fo erhält man hiernach 1—=a (1-1), daher a—!/,, und 
fegt man 1— 20, alfo 1, fo ergiebt fih 1—2b, daher: 
1 ls 1a 
— 1 — _ — 
"ja und 1—22 ı1-+x * 1— x’ 
endlich aber: 





SEa-r Setr ST 


— 1/, Log. nat. (1 x) — !/z Dog. nat. (1 — x), 
d. i.: 
XL) 0: 


im = 





Log. nat. G we), und ebenfo: 


u) (= lag.nat. (* en —) 


Art. 27.] Hülfslehren aus der Analyſis. 43 


Sest man Vi +2? — xy, fo hält man 1 x? 22, und 
0x (1—y?) = xyOy, baher: 


02 7 _ 0y — 1+y 
VYıra ip 110 Log.nat. ¶ ) wonad): 
XII) = — Log. nat. (+ YıLas), fomie: 
XIV.) Va-ı — = Log.nat.(c+ Y x? — ı) folgt. 


Art. 27. Um arc.(tang.=x) = / — zu finden, darf man nur 


=» Pr durch Divifion in eine Reihe verwandeln und dann Glied für 
Glied integriven. Man erhält fo: 
1 
——-]l — 7? 4 _ 26 BE _.. 
1 4 x? 1 % + % % + u ’ und 


JF5- [oz - [»or+ ſmon- [wos+-., 


folglich: 
1.) arc. (tang. = 2)=% — 3 + 5 — 7 — 2*2*,3. B.: 


= arg Ye 
alfo den Halbkreis = 41 +1 — !ı + Ya — oder: 
==are.(tan —=V )=V ll 1a +? — Ya /)®+-) 
folgih 6 V (1 — 1 + Ya — Yıss +) = 3,1415926 - -- 
Auf gleiche Weife erhält man aus: 

1 


Vı— 22 = (1 - Alt Yyat part that 


[ra Ser [rot [wort [w0c+-- 


d. i.: 
1x3 1.325 1.3.5 7 
1) wett ga tan 


z. B.: 
J lH + Yoo+ st), 














4 
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aljo: 
1,04167 
0,00469 
7=3 000070 
0,00012 
Terner folgt durch fucceffives Differenzüiren, wenn man 
since —= ht A + 4024423 -+ 40%: fegt: 


| = 3,1416. . 








——— cos. —=A+2Axr+342+44r°+-- 
— merntranehrahee 
Pas — 008.0 2.3.4 +2.3.4.404+:-- 

0 (cos. x) _ — 


Nun iſt aber für 20, sin.z—=0, und cos. 2—1, daher folgt aus 
der erften Reihe Av — 0, aus der zweiten Aı — cos. 0 — 1, aus der 


— aus der fünften A, — 0 


u. |. w., und wenn man diefe Werthe in die fingirte Neihe einfegt, die 
Sinußreibe: 


dritten As — 0, aus der vierten A; — 


x x3 x> 7 
Dsnmı--_ I ı _— ___ HL 
I) sn — 705 I Tas  TaBaseı rt“ 
Auf gleiche Weiſe ergiebt fich: 
IV. ii L_&____ 
) 0.0=1— 775 2 TIBA Taaang ferner 
2x5- 17 7 
V. t = — r r — o —0 —0 
— ——— +33 ragt 
n x 3 2x3 
VI. t D — — — — — — — — — — 
ea 3“ 


(Bergl. „Ingenieur“, Seite 159). 

Art. 28. Wenn man die Differenzialformel O(uv)—=udv-+vou, aus 
Artitel 8, integrirt, fo erhält man den Ausdrud uv — [uOv + [vOu, und 
folgendes unter dem Namen „die Reductionsformel* befannte Juiegral: 

— — uv — [uöv, der 
SW) = ya) - SID ya). 

Diefe Kegel kommt ftets zur Anwendung, wenn das Integral [vOu 
— [ P (x) 8 f(x) nicht, dagegen aber das Integral [wr= [Io pl) 
befannt ift. 


Art. 28.) Hülfslehren aus der Analyſis. 45 
Mittels der Reductionsformel läßt fi 3. B. das Integral von folgendem 
Differenzial: 
oy—Vl1-+22.0% 
auf ein anderes befanntes Integral zurlidführen. Es ift 
— —— xox 
p (x) = Vıtz, alio cp (r) = Vıtre und 
S@)= x, alpo/f()= Cr 
zu jegen; folglich hat man: 
x20r 


/v 1+r!0r = zVı +1? — Vito’ 





aber: 

x? 1-+r? 1 —— 1 
Vıite Vi+2 YiırmmVıtr — Vitr’ 
daher folgt: 


— 
oder: 
[Vit#0=eVire+ VeRe 
. und folglich: 


b [Van Vier Ve 
—1,[@sVıt24 In (e+V1+22)]. 
Ebenfo: 


DD — — 0x 
VRR =neVi-atn 
—1s[zV 1 — -arc. (sin.—x)] 








und 
x 


II.) [VeZioe=peVr-i-) Ve_ı 
—1,[eV #2 — 1 — In. («+ V a2 —1)]. 


Auch ift 
S (ein.2)?0x = [ sin. sin. — — [ sin.x9 (008.2) = — Sin. æ 008.% 
+ S 008.2. 0 (sin.&) = — 8in.X 008.0 + [ (cos.2)?9 x 
= — sin. 2008. + [[1 — (sin.x)2]0x, 
daher folgt: 


2 Nein. x)? °«—f 02 — sin.2cos.x, und 
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IV.) f (sin. 2)? 92 — 1, (a — sin. cos.2X) = Yy (2 — 1 sin.2 x). 
Ebenſo ift 
V.) f (cos.2)? oO &—1/y (x + sin. cos.) —= 1 (x + 1), sin.2 x). 
Terner hat man 
VI.) [sin. %.C08. 021, f sin. — 1/, c0s.2 x, 
VIL) [tang.x)?9x—=tang.x — x, und 
VII.) f (cotg. x)? Oe— — (coty.c+ x). 
Endlich ift 
IX.) Sesin. ZOC—=— cos. — 2OC—— 2008.04 sin.x, 
X.) Setox=[xöle )—xe* —[e 0X —=(e—1N)e, 


| Too.nat.».0.—xLog.nat.e— | »2°=2(Log.nat.x— 1) 
und 


2 
XII.) $ (x Log.nat.x0 2) = z Log.nat.ı— | — — 


— (Log. nat.x — 1/;) z . 


Art. 29. Kommt e8 darauf an, eine Curve APB, Fig. 35, zu qua— 
driren, d. i. den Inhalt der Fläche ABC, welche von diefer Curve A PB 
Fig. 35. und von ihren Coordinaten AC und 


Dr BC begrenzt wird, zu beftimmen oder 


aa durch eine Yunction der Abfcifje diejer 
I h | Curve auszudrüden, fo denfen wir uns 
aaa diefen Slächenraum durch unendlich viele 


Ordinaten MP, NQ u. |. w. in lauter 
ftreifenförmige Elemente, wie MNQP 

| II; von der conftanten Breite MN=0x 
N umd der veränderlichen fänge MP—y 
zerlegt. Da ſich nun der Inhalt eines 





jolchen Flächenelementes 
ofF—= (FF). un= y+!1hoy)or=yox 


fegen läßt, fo findet man den Inhalt der ganzen Fläche F, indem man das 
Differenzial y9x integrirt, alfo 


F=/yox 


jebt. 
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3. B. für eine Parabel mit dem Parameter p iſt y? = px, und daher 
folgt die Fläche derfelben: 


— 
F= — vr [tor = 2,2 Vpx— 2, xy. 
2 

Die Parabelflihe ABC ift alfo zwei Drittel von dem fie umfchliegenden 
Rechtecke ACBD. 

Diefe Formel gilt auch für fchiefwintelige, unter einem Winkel 
XAY= « zujammenftoßende Soordinaten, 3. B. für die Fläche AR C, 
dig. 36, wenn nur ftatt BC=y, der Normalabftand BN — ysin.a ein« 
gefegt wird; man hat alfo hier: 

F= sin. a /vox, 
3. B. bei der Parabelfläche, wenn die Abſciſſenare A X einen Durchmefler 
und die Ordinatenare A Y eine Tangente der Parabel bildet, aljo 





y—pı = ift (ſ. „Ingenieur“ Zeite 177): 


F—=?!j,xysin.e, 
d. i.: 


Fläche ABC — ?/, Parallelogramm ACBD. 


Fig. 36. 
Fig. 37. 





Für eine Flähe BCC,B, = F, zwiſchen den Abjeiffen ACı = cı 
und AC = c, Fig. 37, ift nad) Artikel 17: i 


F= /"yox 
5 ce 


a: 


auge = if: 





F— Ei = — a?(Log.nat.ch — Log.nat.c), d. i.: 


F = a? Log.nat. (=) . 
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Der Gleichung - entfpricht die oben in Artifel 3 kennen gelernte Curve 


PQ, Fig. 38, und wenn daher AM = ec und AN=ca, ift, fo giebt 
Fig. 38. 


F= a? Log. nat. (=) 


den Flächenraum von MNQP 
an. Ninmt man noch der Einfad)- 
heit wegen, a =c=1 md 1 =x 
an, jo hat man: | 
F = Log.nat.x; 
es find hiernach die Ylächenräume 
(1 MP), (ANQ1) uf. w. die 
natürlichen Logarithmen der Abfciffen 
AM, AN u.|.w. Die Curve felbft 
X iſt eine fogenannte gleichfeitige 
Hyperbel, in weldjer die beiden 
Halbaren a und db einander gleich find, Folglich der Afymptotenwinfel « — 45° 
ift, und die Geraden AX und AY, welchen ſich die Curve immer mehr 
und mehr nähert, ohne fie zu erreichen, find die Afymptoten derfelben. 
Wegen diefes Zufammenhanges zwiſchen den Abfciffen und den Flächen 
räumen werden die natürlichen Logarithmen fehr oft Hyperbolifche 
Togarithmen genannt. 


Art. 30. Man Tann aud) jedes Integral / yox—=/Y(x)dx gleich 





IıM2N3 4 


Fig. 39. 





dem Inhalte einer Fläche F' fegen, und- wenn fi) 
nun die Integration durch eine der befannten Re— 
geln nicht vollziehen läßt, fo fann man e8 wenigſtens 
annähernd finden, wenn man durc Anwendung der 
befannten geometrifchen Hilfsmittel den Inhalt des 
entſprechenden Flächenraumes ausmittelt. 

Für eine Fläche ABPOQN, Fig. 39, die durd) die 
Srundlinie AN — x und durd) die drei gleich weit 
von einander abjtehenden Ordinaten AB — Yu, 
MP=y, ud NQ=y; beitimmt ift, hat man 
den trapezoidalen Theil: 


x 
ABQN=F=(w-+ %) 5 


und den jegmentförmigen Theil BPQSB, wenn man BPQ als Barabel 


anfieht: 


F,=?,3,P8.BR=?2,(MP—MS).AN=?J; (9 RE). 
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daher die ganze Fläche: 


F=F +R=|Y, + 9)-+ % (% HER), 
=, wo +9) + syıle=Wt4Yı +9) 


Führt man eine mittlere Ordinate y ein, und fegt F— xy, fo erhält 
man daher für diefelbe: 


— 0o 45. + % 


Um nun hiernach den Inhalt einer Fläche MABN, Fig. 40, zu finden, 
welche über einer gegebenen Grundlinie MN —=x fteht, und durch eine un- 
gerade Anzahl von Ordinaten Yo, Yı, Va, Y3 --- Yn beſtimmt ift, durch diefe 
alfo in eine gerade Anzahl von gleich breiten Streifen zerlegt wird, bedarf 
ed nur einer wiederholten Anwendung der legten Regel. Es ift die Breite 


eines Streifeng — — und hiernach die Fläche des erften Streifenpaares: 


Big. 40. —_ t4yı tr 9 2% 
6 n " 

des zweiten Streifenpaares: 
_ ts +9 28 
6 n ” 

des dritten Streifenpnares: 
— Yı +44 +% 28 
1» 6 n 
“  alfo der Inhalt der erften ſechs Strei- 
fen oder erften drei Streifenpaare, da 


h 

Yu \ m 
k — a! > 

M Dr — — 


„ u. ſ. w.; 





hier n — 6 beträgt: 
F=gtint2n tn +2u+4u +9) 37 


= tn +ım tw tW +2 +] 7; 


und e8 läßt fich nun leicht ermeffen, daß der Inhalt einer in vier Streifen- 
paare zerlegten Fläche: 


Fey ts + mn ta ts ta)t2% +9 +13 
und daß allgemein, der einer Fläche von n Streifen: 


F=y ++ tu tt )+29 tut +) 


gejegt werden kann. 
Welebach' e Lehrbuch d. Mechanik. 1. 4 


„A Hi lis lebten au3 tur Au:' 
Auch in Die mizılere Höhe einer ĩo chen Aläde: 


y. y,—4ly; nn -- 44, 1-42. 40, nn. 


w 
— 


9 zn 
wobei u Met eine gerade Zahl jein muß 
Ziele unter dem Kamen der Zımpion iden Regd befannte Formel 
ti. „Ingemieur” Z. 196) findet ihre Anwendung bei der Beſtimmung emes 
amegrales | "ver — [" gusser. wenn man r—n — cu ame 
gerabe Anzahl n gleicher Theile theilt, die Irdinaten 
„=Yl) ı=PY (c+2). 2 * 9 (c+ =: 


32 ._ — 
— 7)* bis „„— 9 (r) 
beredynet und diefe Werthe in die Formel: 


[4 r ’a r 
Sr = [ p () c 


tu +4 tt + +2 tn + 41 TE 
einſetzt. 


38. —J giebt, da Bier — —2—11 md y5) 


C1 —C 
iſt, wenn man ꝛ 6, alfo = -—- 2 = is annimmt: 





1 1 


1 
Y=7T — — 1,0000, * =, —6,—N, 8571,97 — "0,7500, 
6 


1 0 | 
7, = 9,6000, = 7 — 0,5454 umb 


= — 1, = 0,8688, yı — 
7, 7 


Ys 0,5000, daher: 
Yo + Ys = 1,5000, ı +93 +9; — 2,0692 und ytu=l, 3500, 
und das gejuchte Integral: 


or 12,476 
/ —=(, 5000 +4.2,0692-2.1,3500). 1/5, — 2 a ® — 0,69315. 





Nach Artikel 22, III, ift: 
30x 
/ 7 * Log.nat.2 — Log.nat. 1 = 0,693147, 


alfo die Uebereinftimmung die erwünſchte. 











Art. 31.) Hülfslchren aus der Analyfis. öl 
Art. 31. Im Folgenden foll nod) eine andere Regel mitgeteilt werden, 


Fig. 41. welche auch bei einer ungeraden An- 
zahl n von Streifen angewendet wer- 
9 T den Tann. Behandelt man ein fehr 


gedrüdtes Segment AM B, Fig. 41, 
al8 ein Barabelfegment, jo hat man 
CDE » nad) Art. 29 für den Inhalt deffelben: 
F=?2/,AB.MD, 
oder, wenn AT und BT Tangenten an den Enden A und B find, und 
deshalb OT = 2CH if: F=9,. SFT E — 27, des Dreiee 
ATB= ?/; des gleich, hohen gleichfchenfligen Dreiecks ASB, und alfo 
auch = 7, AC.CS— 2, AC}.tang.SAC. Der Winkel SAC—SBC 
ft= TAC+TAS=TBC— TBS; jegt man daher die Heinen 
Winkel TAS und TBS einander gleich, fo erhält man für diefelben: 


TBC— TAC, 





TAS=TBS— 3 nd 
SAC— Tac+ I ZIAl _ TACHTBE_ — 








wenn man die Tangentenwinkel T AC und TBC durch O und & bezeichnet. 
Da nın nd AC=BC—=1, AB—!, Sehne s ift, fo hat man: 


F = 1, s?tang. (=) . 


Diefe Formel läßt ſich num auch auf das Flächenſtück MABN, Fig. 42, 
Fig. 42. anwenden, deſſen Tangentenwinkel 7 AD 
| — « und TBE=P gegeben find; 
jet man nämlid) noch den Sehnenwinkel 
BAD=ABE=6, fo hat man: 
TAB=d6=TAD-BAD 





— « — 6 und 
TBE=e ABBEATBVF 
—6 —ß, 
daher: 
o+-e=a—ß, 


und das Segment über AB: 
F= 1, 8? tang. (*ZE) 
oder, wegen der Kleinheit von « — P: 


s? s? / tang.a — tang.B ) 
F— — tang. — — — — 
12 ge M—:z (5 + fang. a tang. BJ’ 


4 * 
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oder, da & und 4 nicht bedeutend von einander abweichen und deshalb in 
tang. a tang.ß ftatt & und B der Mittelwerth 6 eingeſetzt werden Tann: 
tang.a —tang.ß__ 
— 1 2 — li 
F=!ns. 1-+ tang. 0? 
und alfo ftatt scos. 6 die Grundlinie MN — x fubftituirt: 


2 
F= — (tang. & — tang.ß), 


und daher das ganze Flächenftüf MABN, wenn y, und yı deilen Drdi- 
naten MA und N B bezeichnen: 


F\ =4+y)7> —+- (tang. a — tang.P) — 


Stößt an das vorige Flächenſtück noch ein anderes NBCO mit einer 
gleihen Grundlinie NO=x, ben Ordinatn BN und CO=y, und %y 
und den Tangentenwinfen SBF—=ß nd SCG—=}Y, fo hat man für 
dafjelbe den Inhalt: 


2 
F=(yı 4%.) > + (tang. ß — tang. y) 
und daher für da8 Ganze, da ſich hier — tang.ß gegen + tang. ß hebt: 
2 
F=F+R=(!,% +Yı +29) + (tang. a — tang.y) ‘ 


Für eine Fläche aus drei gleichbreiten Streifen ift ebenfo, wenn « den 
Tangentenwinkel des Anfangs- und 6 den des Endpunktes bezeichnet: 


2 
F=(/y-+Yı +Yy +") y3) © + (tang. & — tang. 6) 
und allgemein für ein durch die Abſciſſen > 2 Eu = ...%, de Drbi- 


naten %, Yı, Ya - .. Yun und die Tongatemic a, und a, der Enbd- 
punfte beftimmtes Flachenſtuc 


F=lh,yty-+% +.» +91 Y yn) - — 
1 — x \ 
+ 1/15 (tang. & — tang. «,) (2) 


— 1/2 s? cos. 62 (tang. & — tang. ß), 


Ein Integral: 


I vre= ["v@>= 


= Yytymıtnt:.. ++ u) 
1 — x \? 
+ 1/12 (tang. a — tang. «,) (2) 


wird hiernach gefunden, wenn man 2 — Ci — c ſetzt: 
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2 
Y»=P (ce), ı = P (e+ ) y2 — 9 (+ ) 
3 
y3 — 9 + =)... Y„—P (e + =), 
fowie tang. « — u = »(2) = Y(c) und tang.a, — % (cı) berechnet, 
und diefe Werthe in diefe Gleichung einführt. 
2 
3.2. für / e. bat man, wenn n = 6 angenommen wirb, da hier 


»=a-e=2-Imy=9y@W=- if: 


1 1 . 
%— 5 1, Yı In 6, Y%= Os, Ya — 65, 
yo 5 =/ı und %—Hıa; 
oy_ 2a) __ 1 
ferner, da ſich ll Ve berausftellt: 
2 
tang.e = — = —1 und tang. = — (5) = — U, 
und daher ift: 
20x 
/ Et at VITO 
4 — 3), ag. Ya = 0,69487 — 0,00173 — 0,69314. 


(Vergleiche das Beifpiel des vorigen Artikels.) 

Art. 32. Um eine Curve zu rectificiren, ober aus ihrer Gleichung 
y—= f(x) zwifchen den Coordinaten AM —=x und MP=y, Fig. 43, 
eine Gleichung zwilchen dem Bogen AP —=s und der einen ober der 
anderen der beiden Coordinaten abzuleiten, beftimmt man zunächft das Diffe- 
renzial des Eurvenbogens A P, und fucht dann hierzu das Integral. Läßt 
man zum MN—=PR=0x wadjen, jo nimm y um RO —=0y 
und s um das Element PQ=05 zu, und es ift, dem Pythagoräifchen 
Lehrfage zufolge: 

PQ®=PR+QR, 

d. i.: 

O 52 O, 
alſo: 

0s—=Von+9y, 
und hiernach ber Curvenbogen 
jelbft: 


‚= 
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3.2. für die Neil’fche Barabel (fiehe Art. 9 und Fig. 17), deren 
Gleichung a y? — x? ift, hat man: 2ay9y—=3x20x, daher: 
32?0x g9toa? 9x0a? 


2 — — 
2ay und oy?= 40? 3 4a 











y— 
hiernach: 
9x 
— — 2 
= (1+ 02 ‚ und 


= /Vır Eos=82 (1 + 22)*2(82 


4a 4a, 9x\3 
— — —7 na) (i + 2)" 


Um die hierzu nöthige Conftante zu finden, wollen wir s mit x und y 
zugleich anfangen Laffen. Wir erhalten dann: 
0 — 3/,aV 13-+ Con, aljo Con. — — 3/,, a und 


. \3 
s — 8 «|V (ı + = — |, 
3. D. für das Stück A Pı, deflen Abſciſſe x — iſt: 
s— 8, a|V (37,3 — 1] = 1,736 4. 
Führt man noch den Tangentenwintl QPR—= PTM= « (Fig.43) 
ein, jo hat man aud: | 
QR=PQ.sin.QPRund PR—=POQcos. QPR, db. i. 
oy = Ossin.a und 0x — 0scos.«, 


und aljo außer lang. « — =, (f. Art. 6) aud) 





sin. — °Y und cos. ⸗ 5. ſowie noch 


08 
VI tang. oa 0x 
= 1 tang. 02. = KZE — nem 
° + tang. 09 .0% sin. & cos. & 


Iſt num die Gleichung zwifchen zwei der Größen x, y, s und « gegeben, 
jo. fann man hiernach auch Gleihungen zwifchen je zwei anderen diefer 


Größen finden. Iſt z. B. cos. — ‚ jo hat man: 
0%=083c08.0 = —— und 
808 / 2s0s ou fr 
a — ——1 — — 1 — — —. — 2a 
— J Ve-+s? j Ve+32 E Vu = Ju 


— Vets2+ Con., und wenn nun x und s zugleich Null find: 
z—=V es? — ce. | 
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Art. 33. Cine Gerade winkelrecht zur Tangente PT, fig. 44, ift auch 
Fig. 44. 





normal zur Berührungeftelle P der Curve, weil die Tangente die Richtung 
diefer Etelle angiebt. Das Stück PK diefer Linie vom Berührungspuntte 
P bis zur Abfcifienare, heißt Normale fchlechtweg, und die Projection 
MK deſſelben in der Abfeiflenare Subnormale Für die legtere hat 
man, da der Winkel M PK dem Tangentenwinfel PT M— « gleich ift: 
MK=MP.tang.e, d. i.: 

oy 

5 
Da für das Curvenſyſtem y= x”, tang. æ — mx" !ift, fo folgt hier die 


die Subnormale —= ytang. a — y 


my? 
Subnormale= mar. = mır != ——, und für die gemeine 


Barabel, deren Öleihung y2 —= iſt, hat man 

PP _P 

die Subnormale — Yy 2y = 5; r 
alfo conftant. 

Errichtet man ferner in einem zweiten, ber Stelle P unendlic) nahen 
Punkte Q eine andere Normallinie ꝙ C, fo erhält man in dem Durchſchnitts⸗ 
punfte zwifchen beiden Tinten das Centrum C für einen durch beide Berührungs- 
punkte P und Q zu beichreibenden Kreis, den fogenannten Krümmungs- 
freis, und es find die Stüde CP und CQ der Normallinien die Halb: 
meſſer dieſes Kreifes oder die fogenannten Krimmungshalbmeifer. 
Jedenfalls ift diefer Kreis derjenige unter allen durd) P und. Q zu legenden 
Kreifen, welcher fid) am meiften an das Gurvenelement PQ anſchmiegt, 
und deshalb anzunehmen, daß fein Bogen PQ mit dent Curvenelemente PQ 
zufanmenfalle. 


Bezeichnen wir den Krümmungshalbmeſſe OP = CQ durch r, den 
Curvenbogen A P durch s, alfo fein Element PQ durd) Os, und den Tan⸗ 
gententwinfel oder Bogen von PTM durch @, aljo fein Element SUM 
—STM, di. — UST= — PCQ, durch 9a, fo haben wir einfad), 
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da PQ=CP. Bogen des Winkels PCQ if, OS- — rOa, und folg- 


d 
lich den Krümmungshalbmeſſer: r = — . 


Fig. 45. 





v — N x x 
Gewöhnlich läßt fid) & nur mitteld der Coordinatengleichung beftimmen, 
0 
indem man febt: tang. « — 5 





00 x 
Nun ift aber noch: d tang. a = — und cos. « — 5 


Ir? 
daher hat man: O a == cos. a?.Otang. a — 3 .Ctang.e, und 
— — Os _ 083 
008.0? 0tang.a 9x? dtang.e 


053 


0x?0tang.«’ und für 


Für eine convere Curve tr — —- © + 


einen Wendepunkt, r — ©. 
ir die Coordinaten AO—=u und OC=v des Krümmungsmittel⸗ 
punttes C ift 
u=AM+HC=x-+ CPsin. CPH, d.i. u=x--r sin.a, ſowie 
v—=0C=MP—HP=y-— CPcos CPH,d.i.v=y—rcos.a. 
Fig. 46. Die ftetige Folge der Krüm—⸗ 
mungsmittelpunftegiebteine Curve, 
welche die Evolute von AP ge 
nannt, und deren Lauf durch die Coor⸗ 
dinaten u und v beftimmt wird. 
Wenn mandieEllipfe ADA,D,, 
Bigur 46, mit einem "reife 
ABA, B, in Berbindung bringt, 
fo kann man die Koordinaten 
CM=x und MQ=y derſel⸗ 
ben durch den Centriwinkel PCB 
— 9 de8 Kreifes ausdrüden. Es 
ift nämlich): 








Art. 33.] Hülfslchren aus ber Analyfie. 
<—=(CPsn.CPM=(Psin.BCP—asin.p und 
y=MQ= "MP CPcos.. CPM=bcos.9. 

Hieraus ergiebt ſich: 
02z=ac0s.P99p und Cy—=—bsin.pLCy, 
folglich für den Zangentenwintel Q 7 X=a« ber Ellipfe: 


oy bsin.p __b 
0x ang. 


alfo für deflen Nebenwintell Q TC=a, =180°— eo: 





tang. 0 -- tang.p und cotg.c, —= 5 eotg. P. 


Hiernach iſt die Subtangente der Ellipſe: 
MTSMcotq. T 


a 
= ycolg.cı = = colg. P = yı colg. p, 
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wenn yı die Ordinate MP des Kreifes bezeichnet. Da bei dem letzteren 
die Tangente PT redjtwinkelig auf dem Halbmeſſer CP fteht, fo ift aud) 
PTM=PCB= 9, und daher die Subtangente defjelben ebenfalls 
MT= MPcog.MTP=yı cotg.p. Es haben alfo die beiden Punkte 
P und Q des Kreifes und der Ellipfe, welche einerlei Abſciſſe angehören, 


eine und biefelbe Subtangente MT. 
Ferner ift für das elliptifche Bogenelement: 


02002 -+0y?— (a? cos. 9! +-b? sin. P?) d @3, 


und das Differenzial von tang.a, d. i.: 





0b _. bb 09 
daher folgt der Krümmungshalbmeffer der Ellipfe: 
083 (a? cos. 92 +-b? sin. 92)’ 
Zn — — — — — — U 0 2— — 
022 0 tang. b 
a? cos. 2. —— 
a cos. p? 


(a? cos. 92 + b? sin. p2)% 
ab 


3.2 für — 0, alfo sin.9=0 und cos. 1, folgt ber größte 


Krümmungshalbineffer: 
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da PQ=CP. Bogen des Winkels PCQ if, 0s=—rOa, und folg- 


o 
lich den Kritmmungshalbmefier: r = — —- 


Big. 45. 





Gewöhnlich läßt ſich & nur mittels der Coordinatengleichung beftimmen, 


indem man feßt: fang. « — = 


00 0% 
Nun ift aber noch: Otang.a — — und cos. — FL 





2 
daher hat man: 9 a = cos. a?.O tang. a — =. Otang. ca, und 
— Os — 053 
008.02 0tang.a 0x2 dtang.« 


Für eine convere Curve ir —— 2 — + ‚„ amd für 


3 
0x? oO tang. x 
einen Wendepunkt, r — ©. 
ür die Coordinaten AO—=u und O0 C=v des Krümmungsmittel- 
punttes C ift 
u=AM-+HC=zx-+ CPsin. CPH, d.i. u=x--rsin.a, fowie 
v—=00C=MP—HP=y-— CPcos CPH,d.i.0—=y—rcos.a. 
Fig. 46. Die ftetige Folge der Kriim- 
mungsmittelpunkte giebt eine Curve, 
weiche die Evolute von AP ge 
nannt, und deren Lauf durch die Coor⸗ 
dinaten u und v beftimmt wird. 
Wenn man die Ellipſe ADA,D,, 
Figur 46, mit einem Kreiſe 
N_ x ABA,B, in Berbindung bringt, 
| fo kann man die Koordinaten 
CM=x und MQ=y derfel- 
ben durch den Centriwinkel PC.B 
— 9 des Kreiſes ausdrliden. Es 
iſt nämlich: 
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<—=(Psin. CPM—(CPsin.BCP—=asin. p und 
y=MQ= "MP. CPcos. CPM=-bcos. 9. 


Hieraus ergiebt fich: 
02=ac08.909p md Oy—=—bsin.P09p, 
folglich für den Tangentenwintel Q TX=e« der Ellipfe: 





_öy _ bin. bb 
ange, 008.9 a tang. p, 
alfo für defien Nebenwintel  TC=a, = 180° — a: 
tang. cı — 2 tang, pP und colg.c, — = cotg. P. 
Hiernach iſt die Subtangente der Ellipſe: 
MTMGcotꝗq. MT 
=ycotg.cı = — colg.P = Yı colg.@, 


wenn yı die Ordinate MP des Kreifes bezeichnet. Da bei dem letzteren 
die Tangente PT rechtwinkelig auf dem Halbmeſſer OP fteht, fo ift aud) 
PTM=PCB= 9, und daher die Subtangente deflelben ebenfalls 
MT MPecog.MTP=y, cotg.p. Es haben alfo die beiden Punkte 
P und Q des Kreifes und der Ellipfe, welche einerlei Abfciffe angehören, 
eine und diefelbe Subtangente MT. 
Ferner ift für das elliptifche Bogenelement: 
02—=0902-+9y?= (a? cos. g® +5? sin. P?) 0 92, 

und das Differenzial von tang. a, d. i.: 


__b __b_09 

Otang. a = z Olang.p = 2 008.98’ 
daher folgt der Krümmungshalbmefjer der Ellipfe: 
05? (0? cos. 2 +-b? sin. 92)’% 
Vz — — — —— — — 0 6— —— 
0x? 0 tang. j b 
a? cos. 9%. ——— 
a cos. @? 


(a? cos. 9 +-b? sin. 9% 
ab 
3.2 für — 0, allo in. g=0 und cos. 1, folgt der größte 
Krümmungshalbineffer: 


In = 


ab b’ 
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und dagegen für ꝙ — 900, alfo in. — 1 ımd cos. pP—0, ergiebt ſich 
der Feinste Krümmungshalbmefler: 
b3 bb 
ab 

Der erftere Werth von r entspricht der Stelle D, und ber leßtere dem 
Punkte A; beide find durch die Arenftüde OL und CK beftimmt, welche 
die in den Endpunften A, und D auf der Sehne A, D errichteten Perpen- 
difel von C aus abjchneiden. 

Art. 34. Viele Zunctionen, welche in der Anwendung auf die Praris 
vorkommen, laflen ſich aus den oben kennen gelernten Hauptfunctionen: 

Yy—ar, y=e und y—sin.x, y==co8.x u. |. w. 

zufammenfegen, und es find daher auch ihre Eigenfchaften, betreffend die 
ZTangentenlage, Quadratur, Krümmungshalbmeſſer u. ſ. w. leicht mit Hülfe 
der vorftehenden Lehren aufzufuchen, fowie aud) die ihnen entfprechenden 
Curven zu conftruiren, wie folgendes Beifpiel zeigen wird. - 

Für die Curve, welche dev Gleichung: 


1, — 


ya (1 — = — æ2 —- 1,0 eutſpricht, iſt 


0y—=2202— 209, folglich 
tan.a—2a— —=ıa —n). 

Da diefe Tangente fir 0 ud 2—2, Null ausfällt, fo hat fie in 
den Punkten, welche diejen Abſciſſenwerthen zukommen, die Richtung der 
Abſciſſenaxe. Ferner iſt: 

Otang.a—=297r — 2202—=2(1—x)0x, wonach alſo 
für z—=0, Otang.e—=-+ 20x, und 
für x—=2, Oltayg.e—= — 0x 
ausfällt, und daher die Ordinate des erften Punktes ein Minimum, da- 
gegen die des zweiten Punktes ein Marimum ift. Setzt man O tang. a—0, 
fo ergeben fich dadurch die Koordinaten z—1 und y—?/; des Wende- 
punftes, in welchen ſich das concave Eurvenftüd an das convere anfchließt. 

Ferner ift für das Eurvenelement Os: 

= OP —=09R +22 — 0 — [14202 (2 —x)2]0 82, 
und daher der Kriimmungshalbmefler der Curve: 


___d8 __U+R@—% 
| ‚= Oxrdtang.a — 2(1—ı) ’ 
—ı1_ % 
z. 2 fr=0, r=— „= — 1), fir x=1, ==», 


fr ı=2, r= > —=-+1,, fit2—=3, r—=!/,.10%—=-+-7,906. 


Art. 34.] Hülfslehren aus der Analvfie. 59 


Die entfprechende Curve ift in Fig. 47 vor Augen geführt, worin A den 
Big. 47. Urfprung ber Coordinaten, 
und X X, YY die Coor⸗ 

Be | — binatenaren darſtellen. Dem 
erſten Theil yı=?? der 

Gleichung entſpricht bie 

Parabel BAB,, welche 

ſich von 4 aus zu beiden 

i Seiten der Are AY ſym⸗ 

| metrifch hinzieht, dem zwei- 

* .... B : 


ten Theil Yy=— 1; a3 


“ 

Li: ; — gehört dagegen die Curve 
MM... - CAC, an, welche ſich auf 
u — der rechten Seite von YY 

unter, und auf der Iinfen 

Ä Seite von 7 Y über ber 
va Abfciffenare X X hinzieht, 

und ſich dabei immer mehr 





—— und mehr von XX ent- 
43-211 


DW. — BE — 
| 3 7X fernt, je weiter fie von YY 
abrüdt. Um fir eine ge- 
gebene Abfciffenare x den 
| entfprechenden Punft der 
| —49 Curve y„=x? — 1/23 u 
— 13:3 beftimmen, kommt e8 nur 
I 111 darauf an, bie biefer Ab- 
ſciſſe zugehörigen Ordinaten 
| der erſten Curven algebraifch 
zu addiren. Da z. B. für 
| z=el,y=1w % 
N M — — 1, ift, folgt die ent- 
3: NIEREN = ſprechende Ordinate des 
AN: 1 fi Punktes W, y—=yı + yı 

=1—- = 2%, ferne, 
da fir = 2, y —=4und 
= y—=— ®; it, fo folgt 
die Coordinate des Punktes 

M y=4 — ®/,; — t/,, ebenſo ergiebt fh fr —= 3, y—=yı +y 
=9—-9=0 für 4, 16 — MY, = — 1), fr — — 1, 
1/3, fr — — 2, 4 8/5 = 2%), u. ſ. w., und man 


2 


Q,, 
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erfieht, daß die legte Curve von A aus rechts den auf AWMKL... bat, 
wobei fie anfangs über der Abſciſſe A X 3 hinläuft, fid) aber von da aus 


weiter bis ins Unendliche unter X X Hinabzieht, und daß fie von A aus 
links nur einen ins Unendliche auffteigenden Zweig APQ... bildet. Auch 
ift nach) dem Obigen, W ein Wende-, fowie M ein Marimalpunft ber Curve. 
Während die Curve in A und M die Richtung von X X hat, fteigt fie in 
W unter dem Winkel & —= 45 Grad auf, weil für denfelben tang. a 
—=1(2 —x)=1ift, dagegen ift für den Neigungswinfel in K, tang. « 
— — 3, folglich @a—= 710 34° u. f. w. 


Die Duadratur der Curve ift durch das Integral 


F= | vor= | @-1m)da= | 00-1, | #02 


x 4 3 


x 
=577n 20 — ) vollzogen. 


Hiernach folgt z. B. für das Flächenſtüuck AWMK über AK—3, der 
3 
Snpalt F=Z (1%) =”, und dagegen ber Inhalt bes Flachen— 


— — 3 3 
ſtückes 577, über dem Abfciffenftiide 32, FF, —t 4) 2a) 
—0 ı=— / 


Um endlich noch die Länge eines Curvenſtückes, z. B. von AWM, zu 
finden, ſetzen wir 


= ———— 
und bringen die im Artikel 30 abgehandelte Integrationsmeihobe zur An- 
wendung. Es ift hier c—= 0, und c, — 2; nimmt man n—4 an, fo 
folgt x — a — —2 * — Ya, und ſetzt man nun für x nach und 
nad) die Werthe O, 1/,, 1, 8/, und 2 in die Function 

p(2) = Vı-+22(2 — 2)? ein, jo erhält man die Werthe: 

90) =VI=el,yl)=VI14 

oy(l)= Vı-+ı — V2— 1,414... 

Pe) =V 14 Yu und p(2)= Vi=1, 

und daher die Länge des Bogens A WM: 


(PO +4PCH+27 N) +49) + FA)? 
—=(1-+5-42828+5-+1).1/ = 2,71. 
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Mittels der Curve y— x? ( 1 -5 läßt fi) nun auch leicht der Lauf 





x 
3 
natenwerthen der erjteren die Duadratwurzeln auszieht, ergeben fich die ent- 
fprechenden Coordinaten der letzteven. Da die Duadratwurzeln aus negativen 
Zahlen imaginär find, fo erſtreckt fich diefe Curve nicht über den Punkt X 
binaus, und da jede Ouadratwurzel aus pofitiver Zahl zwei gleich große 
entgegengeſetzte Werthe hat, fo läuft die neue Curve (II.) in zwei fyınmetrifchen 
Zweigen QAMK und Q, AM, K zu beiden Seiten der Abfciffenare 
XX hin. 


der Curve y= x V: — — angeben, denn wenn man aus den Coordi- 


Art. 35. Wenn der Ouotient y— > aus zwei Yunctionen @ (x) 


und Y (x) für einen gewiflen Werth a von x den unbeſtimmten Werth n 


2 — a? 


annimmt, welches ftet3 eintritt, wenn, wie z. B. in y — — ur Zähler 


und Nenner eines Bruches einen Factor x — a gemeinichaftlicd) haben, fo 
fann man den wirklichen Werth derfelben finden, wenn man Zähler und 
Nenner jeden fir fi) differenzürt. 

Wächſt x um das Element 9x und entiprechend y um das Element 9%, 
jo erhält man: 





_ WII. 
EY— ou) 
Nun ift aber für x = a: 
P(a) = O0 und Ya) = 0, 
daher hat man fir diefen Yall: 
—296 
oder, da Oy als unendlich Heine Größe gegen % verjchwinbet: 
‚-I@_Wa)_A@ 
Ä vo) ua) Ha 
wo 9, (x) und Y, (x) die Differenzialguotienten von P(x) und Y (x) be: 
zeichnen. 














Stellt ſich y = a = wieder — r heraus, fo kann man von Neuem 


differenziiren, und 
| _09ı(@) __ 9x (a) 
u Eee 
Auf gleiche Weile find auch die unbeftimmten Ausdrüde y -— 2 und 
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0.9 u. f. w. zu behandeln, da © — 2 folgih Z und 0.0 — < 
gejet werden fünnen. 3. B.: 
323— 722— 87-20 
ey Fe 
auch erlaubt, 
0(322— 72°2— 8x-4-20) 92°? — 142 — 8 

Ir — 2m t24e— A) Ida —Mat2s 

zu feßen. 


giebt fr = — 2, 2; es ift daher 


Nun fällt aber fir 2—2, y wieder — 2 aus, daher fest man von 
Neuem: 


— — — — — — — ee — — — — 
— — 


Es ift aber auch wirflich der Factor 2 — 2 zwei Mal in dem Zähler 
und Nenner der gegebenen Function enthalten. Dividirt man beide durch 
x — 2, fo erhält man: 

| 342 —x— 10 
y= 51er?’ 
und wiederholt man diefe Divifion im legten Werthe, jo ftellt fich 
32-5 
 52—1’ 





alfo x — 2 geſetzt: y — — heraus. 


— 


a —A 0 
Ferner: Y = — giebt fr 0, I 
Nun ift aber: 
Ve x 150% 
o(a— a )= a Merz 








Ä 


daher folgt file biefen Fall: y= 173, — 3 


Inzx - 
Ferner in y= Vı—z' xz—1 geſetzt, folgt vo; nun ift aber: 


x 
IIn..,— 2 und oVı-x — ——. 
| 3V1—x 





4 


Art. 36.] Hülfelehren aus der Analyfis. 63 
Endlich: 

I— Sin. æ + cus.x 
— 1-+sın.z + cos. x 
11-140 _0 
„= rip 


y= giebt fr = — (909), 





daher ift aud) 
__.. 9(1—sin.x—+c08.2) — 008.2 — Sin. x 
Ir 1 + sin.e-+cos.2) cos. x — sin. x 
_-I-1_, 
0—1 
zu ſetzen. 


Art. 36. Wenn für eine Function y—=au-t Br eine Reihe von zu- 
fanımengehörigen Wertden der Variablen u, v und y durch Beobachtung 
oder Meflung gefunden worden ift, jo kann man nad) denjenigen Werthen 
der Conftanten & und ß fragen, welche von den Heinen zufälligen und un⸗ 
gefegmäßigen Beobadjtungs- oder Meitungsfehlern möglichſt befreit find und 
daher auch den Zufammenhang zwifchen den Größen u, vr und y, wovon 
u und v auch bekannte Functionen einer und derjelben Variablen x bedeu- 
ten Fönnen, möglichft genau ausdrüden. Inter allen Regeln, welche man 
zur Beantwortung diefer Frage, d. i. zur Ausmittelung der möglich oder 
wahrjcheinlich richtigften Werthe der Conftanten anwendet, ift die fogenannte 
Methode der Fleinften Quadrate die allgemeinfte und wiſſenſchaftlich 


begründetſte 
Sind 
U, Vi, Yı 
Ug, Va, Ya 
Us; v5, Y3 
Un Un; Yn 


die der Function y= au Bo entfprechenden Reſultate der Beobachtung, 
fo hat man für die Beobachtungsfehler und deren Quadrate folgende Werthe: 
2 =Y — (au, + Pr) 
23 =Yy — (au + Pr.) 
23 = Yy — (au, +ßv;) 


2m (am + Bo.) 
und 
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Ay 20 Yyı — 2Bvı yı + a2u? + 2aßu, vı 4 B?v} 
er =n — 20% — 2ßuyp + a?u/ + 20m + P?v) 
ey? — 2au; yy — 2ßVY; Tee Taaßt vs rpm 


ey — 20m Ya — 2ßBunya + au + 20ßun un + Brv} 
und erhält nun für die Summe der Yehlerquadrate, wenn man fich der Ab- 
fürzung wegen des Summationsgeichens S bedient, um eine Summation 
gleichartiger Größen anzuzeigen, alſo 2 ty? +y + +y—=&E(y), 
YYyıt % Yyta%a + + a =%&(vy) fekt, u. ſ. w.: 
Z(M)—=L(y) —20&(uy)—2BL&(vy)+a?& (u?) 
+20B&(uv) 4 PB? (v2). 

In diefer Gleichung find natürlich) außer der als Abhängigvariablen zu 
behandelnden ehlerquadratfumme (2?) nur die hier als Urvariable anzu- 
fehenden Conftanten & und 46 der Bunction y„=au—+-ßv unbelannt. Die 
Methode der Heinften Quadrate fordert nun, fowohl « als auch 4 fo zu 
wählen, daß die Quadratſumme & (22) zum Minimum werde, und deshalb 
miffen wir die gewonnene Function für & (2?) ein Mal in Beziehung auf 
© und ein Mal in Beziehung auf 4 differenziiren, und jeden der ſich heraus- 
ftellenden Differenzialquotienten von & (22) gleich) Nu fegen. Dadurch 
ftößt man auf folgende zwei Beitimmungsgleichungen fir « und PB: 

— Zwy)tazw)+BZW)=0, 
— Z(vy) + BE) a &(uv)=0; 
deren Auflöfung auf folgende Ausdrücke führt: 
_ZW)Z(uy)— Z(uv)&(vY) 
(u) 2 (0) — Z(uv)&(uv) 
_ ZW)E@W— Zu) Eu) F 
B= 3) (0) — (ur) Z@o) (vgl. „Ingenieur“ ©. 77). 

Diefe Formeln gehen für eine Function y„=a--ßv, ba hier u=1, 
al (u v) —=L(v), Zu y)—=Ey)w&Lw)—=1-+1-414+-.-.—= 
d. i. die Anzahl der Gleichungen oder Beobachtungen ift, in folgende über: 

_EOEW-EZOWERHN 
nZEW-ZA)ZL) 
B— nZw)—- ZW). 
n%(v) — Z(v) &(v) 
Für die noch einfachere Function „= Pv, wo «— Null ift, erhält man: 
= 2 (vy) 
—6 


und 
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und endlich für den einfachften Fall y= a, wo es fi alfo um die Aus- 
mittelung des wahrſcheinlichſten Werthes einer einzigen Größe handelt, ift 
2 (y) 
— n 
aljo diefer Werth das arithmetiſche Mittel aus allen durch Meffungen 
oder Beobachtungen gefundenen Werthen. 


Beifpiel. Um das Geſetz einer gleihförmig beichleunigten Bewegung, d. i. 
deren Anfangsgefchwindigfeit c und Beichleunigungsmaß p fennen zu lernen, 
hat man die verfchiedenen Zeiten £,, ty, tz u. f. w. entiprechenten Räume oder 
Mege 5], 39, 83 U. f. w. gemeflen, und dabei Folgentes gefunden: 


7 | 10 Sec. 


581/, 





5 




















20 38 101 Fuß. 




















SRnuns=ct-+ —* das dieſer Bewegung zu Grunde liegende Bewegungs⸗ 
geſetz, fo handelt es ſich um die Ermittelung ber Conſtanten c und p. Sept 
man in die obigen Formeln a —=t und v t2, ſowie «=c, P=E und y=s, 
fo erhält man zur Berechnung von c und 9 folgende Formeln: 

__ Zt) Z(st) — Zitd) E(s 9) 
— ZA) Fi) — ZZ (1) 
p_E(O)Z(st) — Z(t) Zst) . 


2° ZUHZ) — Z() ZA) ’ 
wonach fi folgende Rechnung führen läßt: 


und 





1 1 1 1 5 5 5 
3 9 27 81 20 60 180 
5 25 125 625 38 190 950 
7 49 343 2401 58,5 409,5 2866,5 
10 100 1000 10000 | 101 1010 10100 
Summen 184 1496 18108 222,5 | 16745 | 141015 


| re) |= rl) | =r(s) | = zit) = Flat). 


Weisbach's Lehrbuch d. Mechanik. 1. 5 
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Hieraus beftimmt fi: 
__ 13108 . 1674,5 — 1496 . 14101,5 __. 85340 — 4,908 Zug und 


— iSd. 13108 _ 1086 . 106 " 17586 
134 . 141015 — 1496 . 16745 89624 
1 — a UT — — — 533 
hp = —— 73860 — 155 Buß, 


und daher folgende Formel für die beobachtete Bewegung: 
8 — 4,908 t + 0,5155 . 12. 


Nach diefer Formel hat man: 








für die Zeiten. . . 10 Sec. 





5,43 | 19,36 | 37,48 | 59,62 | 100,63 Fuß. 

















die Räume . . . | 0 


Wenn man die Zeiten (t) 
Sig. 48. B als Abfeiffen und ſowohl vie 
beobachteten als aud die be- 

rechneten Wege (s) als Or: 

Y dinaten aufträgt, fo läßt fi 
durch die Endpunfte der be- 

P techneten Coordinaten eine 

Curve AB, Fig. 48, legen, 

welche fich zwifchen den durch 

die beobachteten Coordinaten 

beflimmten Punkten M, N, 

0,P,@ fo hinzieht, daß die 

Duadratfumme der Abwei— 


A x Hungen derfelben von dieſen 

(=-0 1. 3.5.7 10 Punften beiverfeits möglichft 
r Hein ausfallen. 

Art. 37. Kommt e8 darauf an, in Ermangelung einer Formel fiir das 

Fig. 49. ftetige Fortſchreiten einer Größe y oder 


ihre Abhängigkeit von einer anderen 
Größe x, einen Werth der Größe y, 
welcher einem gegebenen Werthe von 
x entjpricht, mittels entweder aus 
Erfahrung befannter oder aus einer 
Zabelle entnommener Werthe von x 
und y zu beftimmen, fo wendet man 
das fogenannte Interpolations- 
verfahren an, von welchem hier 
nur das Wichtigfte mitgetheilt wer- 
den joll. 

Wenn die Abſciſſen AM, — x, 
AM =a md AM; =x,, Fig. 
49, und die zugehörigen Ordinaten 








Art. 37.] Hülfdlehren aus der Analyfle. 67 


MP=y, MP =yı und M. P,=y. gegeben find, jo fann man 
die einer neuen Abfcifie A M= x entfprechende Ordinate P durch 
die Formel y—=a—+ Br + Y2? ausdrliden, wofern die drei dadurch beſtimm⸗ 
ten Punkte P,, Pr, P, nahe in einer geraben Linie oder in einem wenig 
gefriimmten Bogen liegen. Legt man den Coorbinatenanfangspunft von A 
nach M,, jo wird dadurd) der Allgemeinheit nicht gefchadet, wir befommen 
ober dann einfach für r — 0, y — a und folglich das conftante Glied 





" Fähren wir nun ein Mal x, und yı und ein anderes Mal x, und y, in 
die fingirte Gleichung ein, fo erhalten wir folgende zwei Beftinmungs- 
gleichungen: 

Yı -y=ßa+tye um 
Yy—Y=ßm-+rr,, woraus fi 
B= (Yı — U) 2 — —— und 
2122 — x. 
(Yı — Y) 73 — (Ya — Yo) &ı 
Ka — a0 


y= ergiebt. 


Es ift alfo hiernach: 
— u ZW nm), 
v=n+( 82 — I} * 
u Wa Zw) 3 
+( ae — a? e 
Läge die Ordinate y, mitten zwifchen J0 und Y,, fo hätte man , —=2x, 
und daher einfacher: 
y=y Gent), HEHE). 
j 22 22) 


Sind nur zwei Paar Coordinaten zu, % und x, Yı gegeben, jo muß 
» man die Begrenzungslinie P, P, al® gerade Linie anfehen, und folglich 


Y= % + 6 T, 
alſo auch Yy=y + Baı, 
ſetzen, wonad) ß — und 

1 


ont ()t folge 


Wenn verlangt wird, zwifchen den Ordinaten %0, Yı, Y3 eine vierte Or⸗ 
dinate y durch Eonftruction zu interpoliven, fo legt man durd) die End- 
punkte Po, Pı, Ps diefer Ordinaten einen Kreis, und nimmt y gleich ber 

B* 
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Ordinate defielben. Das Centrum C dieſes Kreifes wird auf bie befannte 
Weiſe dadurch beftimmt, dag man die Punkte Po, Pı, Pr mit einander 
durch gerade Linien verbindet und in den Mittelpunften derjelben Perpendilel 
errichtet; der Durchſchnitt CO diefer Perpendikel unter einander iſt das ge- 
ſuchte Centrum. 


Sind die Entfernungen des mittleren Punktes PD, von den beiden anderen 
Punkten Po und P,, so und s,, und ift der Abftand P, K des Punftes P, 
von der Verbindungslinie s, = Po Pa, — h, fo hat man für den Peripherie- 
winfel «= P, Po P= 1, Centriwinfel P, C P;: 





h 
sın.a = — 
. So 
und folglich fir den Krimmungshalbmefier C(P=CPR=(CP, =ÜP:: 
| __R__Is, 
 2sma 2h 


Man findet folglich das Centrum C des durch Pu, Pı, P, gehenden 
Kreifes, wern man mit dem nach diefer Formel berechneten Halbmefler r 
aus P, oder P, oder P, das in der Mitte D der Sehne P, P, errichtete 
Perpendikel durchichneidet. 


Art. 38. Das Mittel ſämmtlicher Ordinaten iiber der Grundlinie Mo M, iſt 
die Höhe eines Rechteckes M, M, N, N,, über derfelben Grundlinie Mo Ma», 
welches mit der Fläche Mo M, P, Pı P, einerlei Inhalt hat, und läßt fid) 
daher aus dieſem Flächenraume leicht beftimmen. Nach, Artikel 29 ift 
derfelbe: 


F= ("vor ["w+Be+Y2)02 


x, x 
++ 

2 3 
nn + (we 


20 — %x) 2 
+ (* — Y0) 2 — (Ya — %) =) x, 
x, Io — x, 7 3 
=(% + NH) _W—Y)Baı — 2%) 
6% 6% (m — 3) — 4) 6 (X — 2) 
— Wan); 
2 6.2, (0, — 21) ” 
und folglich ‚die mittlere Ordinate: 


2 
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F _ ty (Yı — Yo) - (Ya — Yo) ı 
Fu 3 + ( a.) )* 


Ym — 


Wäre 2TF — 2, ſo Hätte man es mit einer geradlinigen Begren— 
Yı — % Tı 
zung zu thun, und es wäre dann einfad): 


(et). 


fowie 


meh 


Wäre ferner bloß , = 2 x, alfo yı don den Grengordinaten yo und Ya 
gleichviel abftehend, jo wiirde fein: 


F=(y+4yı +W7 (fiehe Art. 30), und 


_%»+t4Y+% 
mm — 


Iſt ein Flächenraum M,M; P; Po, 
Fig. 50, durch vier Koordinaten 
MP=yw, MP =y, MP; 
— yy, M; P; —=y; beftimmt, welche 
in gleichen Abftänden von einander 
ftehen, fo Tann man die Größe dej- 
felben einfach annähernd auf folgende 
Weiſe beftimmen. 

Bezeichnen wir die Grumdlinie 
M, Mz durch x; und drei zwilchen 
Y und y; in gleichen Abftänden von 
einander eingefchaltete Drdinaten 
Nı Qı, Na Qa, N3 Qs durd) 20 ‚21,20 
fo können wir annähernd die Fläche: 


x. 
M, M; P; P, —F=(l Yo 20 + 2ı +23+ lg y)7 jegen. 
Kun ift aber: 


a+s+3 _2ı4+22+25 _2at+% 243 2% d 
3 — 6 — 





2æ1 42 25-2 
3 3 ° 


ya "(a — A)= , jowie 9 = 


20-+ 2ı +2 Yyı t % 
3 


=, und 





daher folgt: 
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F=[!rw-+ a (yı + Ya) "Ja Ya] = 


In +3 +9) +9], fowie 
y _4t3htye)t%, 
m 8 
Während die vorige Formel für y, zur Anwendung kommt, wenn die 
Fläche in eine gerade Anzahl von Streifen zerlegt ift, läßt fich die letztere 
anwenden, wenn die Anzahl dieſer Slächentheile eine ungerade ift. 
Hiernad kann man auch annähernd 
vor = [Wr = m+3n+m+n) a 
jeßen, wenn 
2 2 
y=HY(e), = ta), ne) md 3 9 (ci) 
vier beſtimmte Werthe der Function y=9Y (x) find. 
OÖ 


2 
3. 2. für / — (ſ. Beifpiel Art. 30) dt min c—= 1,4 =2 und 





PO) = —, daher folgt 


3 3 
y=Yı=zl, y—zTz = %= IR und y—1,, 


und der angenäherte Werth dieſes Integrals: 
RZ: 111 
J z au +30 +3) +1] 160 ” 0,694. 


Erfter Theil. 


Die allgemeinen Lehren der Mechanik, 








Erfter Abſchnitt. 


Bhoronomie oder rein mathematiſche 
Bewegungdlchre. 


Erſtes Capitel. 
Die einfahe Bewegung. 


Ruhe und Bewegung. Jeder Körper nimmt im Raume einen ge: $. 1 
wiffen Ort ein, und ein Körper ift in Rube (franz. repos; engl. rest), 
wenn er feinen Ort nicht ändert; er ift Hingegen in Bewegung (franz. 
mouvement; engl. motion), wenn er aus eimem Orte nad) und nad) in 
andere übergeht. Ruhe und Bewegung eines Körpers find entweder abfolut 
oder relativ, je nachdem man den Ort beffelben auf einen Raum bezieht, 
der entweder felbft in Rırhe oder in Bewegung ift, oder darin gedacht wird. 

Auf der Erde giebt e8 Leine Ruhe, denn alle Körper auf der Erde nehmen 
an ihrer Bewegung um die Sonne und um ihre eigene Are Antheil; denken 
wir und aber die Erde in Ruhe, fo find fiir und auch alle diejenigen Erd⸗ 
förper in Ruhe, welche ihren Ort in Beziehung auf die Erde nicht ändern. 


Bewegungsarten. Die ftetige Folge von Dertern, welche ein Körper $. 2 
in feiner Bewegung nad) und nad, einnimmt, bildet einen Raum, den man 
den Weg (franz. chemin, trajectoire; engl. way, trajectory) des bewegten 
Körpers nennt. Der Weg eines bewegten Punktes ift eine Linie. Der Weg 
eined geometrifchen Körpers ift zwar wieder ein Körper, man verfteht aber 
unter demfelben gewöhnlich diejenige Linie, welche ein gewiſſer Punkt, 3.2. 
der Mittelpunkt des Körpers, bei der Bewegung befchreibt. 

Eine Bewegung ift geradlinig (franz. rectiligne; engl. rectilinear), 
wenn ihr Weg in einer geraden Linie befteht; fie ift aber krummlinig 
(franz. curviligne; engl. curvilinear), wenn dev Weg bes bewegten Körpers 
eine krumme Linie ift. 
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In Beziehung auf Zeit (franz. temps; engl. time) ift die Bewegung ent- 
weder gleichförmig oder ungleihförmig. 


8.3 Eine Bewegung ift gleihförmig (franz. uniforme; engl. uniform), 
wenn buch diefelbe in gleichen und beliebig kleinen Zeittheilchen gleiche Wege 
zurüdgelegt werden; fie ift ungleidhförmig (franz. varie; engl. variable), 
wenn diefe Gleichheit nicht ftatthat. Werden mit dem Ablaufen der Zeit die 
in gleichen Zeittheilchen durchlaufenen Räume immer größer und größer, fo 
heißt die ungleichförmige Bewegung bejchleunigt (franz. accelers; engl. 
increasing), nehmen diefe aber immer mehr und mehr ab, fo heißt fie ver- 
zögert (franz. retarde; engl. decreasing). 

Bon der gleichfürmigen Bewegung ift die periodifhe Bewegung 
(franz. periodique; engl. periodic) dadurd) unterfchieden, daß bet diefer nur 
innerhalb gewifler endlicher Zeiträume, die man Perioden nennt, gleiche 
Räume durchlaufen werden. 

Das befte Beifpiel der gleichförmigen Bewegung giebt die fcheinbare täg- 
liche Umdrehung des Firfternhimmels; nächſtdem das Fortrücken der Zeiger 
einer Uhr. Beifpiele der ungleichförmigen Bewegung geben fallende und in 
die Höhe geworfene Körper, der finfende Wafjerfpiegel beim Ausflug des 
Waflers aus Gefäßen u. |. w. Für die periodifche Bewegung findet man 
Beifpiele an den Pendelſchwingungen, an den Kolbenfpielen einer Dampf- 
maſchine u. ſ. w. 


$.4 Gleichförmige Bewegung. Geſchwindigkeit (franz. vitesse; engl. 
velocity) ift die Stärke oder Größe einer Bewegung. Je größer der Raum 
ift, welchen ein Körper innerhalb einer gewiffen Zeit durchläuft, deſto 
ftärfer ift aud) feine Bewegung, oder defto größer ift auch feine Gefchtwindig- 
feit. Bei einer gleichförmigen Bewegung ift die Geſchwindigkeit unveränder- 
(ih, bei einer ungleichförmigen Bewegung hingegen ändert fie fid) in jedem 
Augenblide. Das Maß der Gefhwindigfeit ‚in einem gewiflen Zeit- 
punfte ift der Weg, den der Körper von diefem an innerhalb der Zeiteinheit 
oder Secunde entweder wirklich zurücklegt oder zurücklegen würde, wenn von 
diefem Augenblidg oder Zeitpunkte an die Bewegung in eine gleichförmige 
überginge, alſo die Gefchwindigfeit unveränderlich bliebe. Gewöhnlich nennt 
man dieſes Maß ſchlechtweg Geſchwindigkeit. 


F. 5 Wenn ein Körper in jedem Zeittheilchen den Weg 6 durchläuft, und die 
Zeitſecunde aus n (fehr vielen) folchen Zeittheilchen befteht, fo ift der Weg 
innerhalb einer Secunde die Geſchwindigkeit oder vielmehr da8 Geſchwindig⸗ 
keitsmaß: 

c—n. G. 


Im Laufe einer Zeitet (Secunden) verfließen » . t Zeittheilchen, und in 
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jedem wird der Raum 6 zuridgelegt, es ift daher ber ganze Weg (franz. 
V’espace; engl. the space), welcher der Zeit ! entipricht: 
s — n.t. — n. G.t, d. i. 
lL)s = ct. 
Bei der gleihförmigen Bewegung ift alfo der Raum (s) ein 
Product aus Geſchwindigkeit (c) und Zeit (?). 
Umgekehrt ift: 
8 
II.) ce = 7 
8 


IL)t = r 


und 


Beifviele 1) Ein Dampfwagen, welcher mit einer Gefhmwindigfeit von 
30 Fuß fortrolt, Tegt in zwei Stunden — 120 Minuten = 7200 Secunden ben 
Weg 8 — 30 . 7200 —= 216000 Fuß zurüd. 2) Wenn zum Herausziehen 
einer Tonne aus einem 1200 Buß tiefen Schachte eine Zeit von 41, Minuten = 
270 Secunden nöthig ift, fo bat man die mittlere Geſchwindigkeit dieſes Förder⸗ 


gefäßes ()= —— —— — 4, — 4444 ... Fuß anzunehmen. 3) Gin 
Pferd, welches fih mit 6 Fuß Geſchwindigkeit fortbewegt, braucht zum Zurück⸗ 


. . . . 24000 
legen eines Weges von einer Meile oder 24000 Fuß die Zeit t = z — 4000 





Secunden oder 1 Stunde 6 Minuten und 40 Secunden. 


Vergleicht man zwei verfchiedene gleichfürmige Bewegungen mit einander, $. 6 
fo ftögt man auf Folgendes: 
Die Räume fd s—= ct und s — ch, es ift daher ihr Verhältniß 


8 C 8 ee. 
— — — . Get man nun fı — t, fo hat man — — —; nimmt man 
5 q t, . 81 ci 
8 t . . C tı 
G = c, fo erhält man — — -; ift ndlih s, = s, fo folgt — = -- 
5] ti Ci t 


Die in gleichen Zeiten durchlaufenen Räume verhalten ſich 
alfo bei verſchiedenen gleihförmigen Bewegungen wie die Ge— 
ſchwindigkeiten; die mit gleichen Geſchwindigkeiten zurückgeleg— 
ten Wege dagegen wie die Zeiten; die gleichen Räumen entſpre— 
chenden Geſchwindigkeiten ſind endlich den Zeiten umgekehrt 
proportional. 


Gleichförmig veränderte Bewegung. Eine Bewegung ift gleich⸗8.7 
fürmig verändert (franz. uniform&ment varie; engl. uniformly variable), 
wenn ihre Gefchwindigfeit innerhalb gleicher, beliebig Heiner Zeittheildhen um 
gleichviel zu- oder abnimmt. Sie ift entweder gleihförmig befchleunigt 
(franz. uniformäment accelere; engl. uniformly accelerated), oder gleich- 
fürmig verzögert (franz. uniformement retard6; engl. uniformly retarded); 
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im erften alle findet ein allmäliges Wachfen, im zweiten ein fletiges Ab- 
nehmen an Geſchwindigkeit ftatt. 

Gleichförmig beſchleunigt fällt ein Körper im Iuftleeren Raume, unb 
gleichförmig verzögert würde das Steigen fenkrecht in die Höhe geworfener 
Körper erfolgen, wenn die Tuft feinen Einfluß auf den Körper auslibte. 


8.8 Die Stärke oder Größe der Veränderung in der Gefchwindigfeit eines 
Körpers heißt Acceleration oder Beſchleunigung (franz. acceleration; 
engl. acceleration); fie ift entweder poſitiv (Beichleunigung) oder negativ 
(Berzögerung, retardation), je nachdem eine Zu- oder eine Abnahme der Ge- 
ſchwindigkeit ftatt hat. Je mehr die Gefchwindigfeit innerhalb einer gewiflen Zeit 
zu= oder abnimmt, befto größer ift auch die Acceleration. Bei der gleichförmig 
veränderten Bewegung ift die Acceleration unveränderlih; es läßt fich daher 
auch diefelbe durch diejenige Zu= oder Abnahıne an Geichwindigfeit meflen, 
welche im Laufe einer Zeitfecunde flattfindet. Bei jeder anderen Bewegung 
hingegen ift da8 Maß der Xcceleration diejenige Zu- ober Abnahme an 
Geſchwindigkeit, welche ein Körper erhalten witrde, wenn von dem Augen- 
blide an, für welchen man die Acceleration angeben will, diefelbe ihre Ber- 
änderlichfeit verlöre, die Bewegung alſo in eine gleichfürmig veränderte 
überginge. 

Sehr gewöhnlich nennt man dieſes Maß felbft die Acceleration oder 
Beichleunigung. 


8.9 Wenn die Gefchiwindigfeit einer gleichförmig beichleunigten Bewegung in 
einem fehr Heinen (unendlich Heinen) Zeittheildhen um x zunimmt, und die 
Zeitfecunde aus n (unendlid) vielen) folchen Zeittheilchen befteht, fo ift die 
Zunahme an Gefchwindigkeit in einer Secunde, oder die fogenannte Acce- 
leration: yv—nn, 
und die Zunahme nad) t Secunden, — nt.x = nx.t—= pt. 

HM die Anfangsgefhwindigfeit (im Augenblide, wo man die Zeit t 
zu zählen anfängt) — c, fo hat man biernady die Endgefchwindigkeit 
d. i. die am Ende der Zeit t erlangte Geſchwindigkeit: 

v—=c+ pt. 

Für die ohne Gefchwindigfeit anfangende Bewegung ift c — 0, daher 
v— pt, und für die gleichfürmig verzögerte, negative Acceleration (— p) 
befigende Bewegung ift: 

v=c—pt. 

Beifpiele. 1) Die NAcceleration eines im luftleeren Raume frei fallenden 
Körpers it = 31Y/, — 31,25 Fuß; e8 erlangt daher ein folder nah 3 Secun: 
den die Gefhwindigfet v = pt = 3125. 3 — 93,75 Fuß. 2) Eine von 
einer ſchiefen Ebene herabrollende Rugel hat im Anfang ſchon die Gefchwindig- 
feit c = 25 Fuß, und erlangt beim Herabrollen in jeder Secunde no 5 Fuß 
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Zufag an Gefhwintigfeit; es iR daher ihre Geſchwindigkeit nad 24, Serunden: 
v=3+5.25=2 + 125 = 375 Buß, d. h., fie wird, von dem 
legten Zeitpunfte an gleiförmig fortgehend, in jeder Secunde 37,5 Fuß Weg 
zurüdliegen. 3) Gin mit 30 Zug Geſchwindigkeit fortgehender Dampfwagen wird 
fo gebremft, daß er in jeder Secunde 3.5 Fuß an Gefchwintigfeit verliert, feine 
Acceleration alſo — 3,5 Fuß beträgt; es ift deshalb feine Geſchwindigkeit nad 
6 Secunden: r = 0 — 35.6 = 9 — 21 9 Zuß. 

Gleichförmig beschleunigte Bewegung. Innerhalb eines unend- 3. 10 
(id) kleinen Zeittheilchens 7 läßt ſich die Gefchwindigfeit einer jeden Bewe⸗ 
gung als unveränderlicy anſehen; man kann baher den in diefem Zeittheilchen 
durchlaufenen Raum 

o6=r.r 
fegen, und erhält fo den in einer endlichen Zeit f durdjlaufenen Raum, wenn 
man die Summe biefer feinen Räume ermittelt. Nun iſt' aber fiir alle diefe 
Räumchen die Zeit T eine und diefelbe, es läßt ji) daher auch ihre Summe 
gleichjegen dem Producte aus eben diefen Zeittheilhen und aus der Summe 
der, gleichen Intervallen entſprechenden Gejchwindigfeiten. 

Bei der gleichförmig beichleunigten Bewegung ift aber die Summe (O +) 
der Gefchwindigfeiten im erften und legten Augenblide fo groß als die „ 
Summe pr + (r — pr) ber Geſchwindigkeiten im zweiten und vorlegten 
Augenblide, auch gleich der Summe 2pr + (r — 2 pr) der Gejhwindig- 
feiten im dritten und vorvorlegten Augenblide u. |. w., und diefe Summte 
überhaupt gleich der Endgefchtwindigfeit 7; e8 ift daher hier die Summe aller 
Geſchwindigkeiten gleich dem Producte (? 2) aus der Endgejchwindigkeit x 
und aus der halben Anzahl aller Zeittheiihen, und der durdjlaufene Raum 


das Product (7 5) aus der Endgefchwindigkeit 2, der halben Anzahl der 


Zeittheilchen und der Größe eines folchen Theilchens. Nun giebt endlich die 
Größe (T) eines Zeittheilhens, mit der Anzahl n derjelben multiplicirt, die 
ganze Zeit t an, deshalb ift denn der innerhalb der Zeit t gleichfürmig befchleu- 
nigt zurückgelegte Raum: 

ve 


2 
Ber der gleichförmig beichleunigten Bewegung fällt hiernach der Raum 
ebenfo groß aus wie bei der gleichförmigen Bewegung, wenn die Gejchwin- 
digkeit der leßteren Bewegung halb fo groß iſt als die Endgejchwindigfeit 
der erfteren. 


Beifpiele. 1) Wenn ein Körper innerhalb 10 Secunden durch gleihförmig 
befihleunigte Bewegung eine Geſchwindigkeit v von 26 Fuß erlangt hat, fo ift 


26 . 10 — 190 Fuß. 2) Ein Wa: ' 


der zu gleicher Zeit zurüdgelegte Weg s — 5 
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gen, welcher bei feiner gleihförmig befähleunigten Bewegung im Laufe von 21), 
Secunden 25 Fuß zurüdgelegt hat, geht am Ende mit der Geſchwindigkeit 


v — —35 * = t- = 22,22... Fuß fort. 
3. 11 Die beiden Grundformeln der gleichfürmig befchleunigten Bewegung: 
I.) e—pt und 
vet 
I.) s = 97°’ 


welche ausdrliden, daß hier die Gefchwindigfeit ein Product aus 
Acceleration und Zeit, und der Raum ein ſolches aus der halben 
Gefhwindigfeit und Zeit ift, fchließen noch zwei andere Hauptformeln _ 
in fi, die man erhält, wenn man aus beiden Gleichungen ein Mal v und 
ein zweites Mal + eliminirt. Es folgt nämlich: 


2 
Il) s= r und 


V.) se —. 


Hiernach ift alfo der gleihfürmig befchleunigt zurüdgelegte Weg 
ein Product aus der halben Acceleration und dem Quadrate der 
Zeit, und aud der Duotient aus dem Quadrate der Endge- 
Ihwindigfeit und der doppelten Befchleunigung. 

Diefe vier Hauptformeln geben durch Umkehrung, je nachdem man die 
eine oder die andere der in ihnen enthaltenen Größen abjondert, noch acht 
andere Formeln, und man findet diefelben im „Ingenieur“ Seite 325 in 
einer Tabelle zufammengeftellt. 


Beifpiele. 1) Ein mit der Acceleration 15,625 Fuß bewegter Körper legt 
15,625 . (1,5)2 9 

in 1,5 Secunde den Weg — 15,625 . 3 >= 17,578 Fuß zu— 

rück. 2) Ein durch die Acceleration p— 4,5 Fuß in die Geſchwindigkeit v—= 16,5 


(16,5)2 _ 
545 3025 Buß durchlaufen. 


8. 12 Bei der PVergleihung von zwei verjchiedenen gleichförmig beichleunigten 
Bewegungen mit einander ftößt man auf Folgendes: 
Die Gefchwindigfeiten find ? — pt und v, — pıti, die Räume hin- 


2 t? 
gegen s — * und 5 — en, es folgt hieraus: 


Fuß verfehter Körper hat den Raum s = 


v_p 5 s__ pe vi _ WM 


vn» madb. 5 pr dh vp 
Sett man nun tı —= t, fo erhält man: 
—? — B. 


— — 7 
81 vi Ppı 
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es verhalten ſich alfo bei gleichen Zeiten die durchlaufenen 
Wege wie die Endgefhwindigfeiten, oder auch wie die Beſchleu— 
nigungen. 


Nimmt man ferner p, — p, fo ergiebt ſich: 


vi 
bei gleichen Beſchleunigungen und alſo auch bei einer und der— 
ſelben gleihförmig beſchleunigten Bewegung find alſo die End— 
geſchwindigkeiten den Zeiten und die durchlaufenen Räume den 
Duadraten der Zeiten, oder auch den Duadraten der Endge- 
Ihwindigfeiten proportional. 

t . 
>, r J— bei glei— 
chen Endgeſchwindigkeiten ſind die Accelerationen den Zeiten 
umgekehrt, die Räume aber den Zeiten direct proportional. 
t? 


2 
Endlich s, — s geſetzt, giebt Fr — Fr = =; e8 verhalten fich alfo 
l 1 


t 
Ferner %; — r angenommen, giebt f_.ı und = 


bei gleichen Räumen die Accelerationen umgefehrt wie die Qua— 
drate der Zeiten und direct wie die Quadrate der Endgejchwin- 
digfeiten. 


Für die mit der Gefchwindigfeit ce anfangende gleichförmig be— 
Idhleunigte Bewegung hat man nad) $. 9: 
Il) v=ec+ pt, 

und da der unveränderlichen Gejchwindigfeit c der Raum ct, der Acceleration 


pt 
p aber der Weg > zufommt: 


2. 
II.) s=c4+ 3. 


Entfernt man p aus beiden Gleichungen, fo erhält man: 
C 








T 
Il) s= 5 t, 
und bejeitigt man t#, jo ftellt ſich 
v . U? — c? 
)s= 25 


heraus. 


Beiſpiele. 1) Ein mit der Anfangsgeſchwindigkeit c—= 3 Fuß und mit der 
Arcceleration p — 5 Buß bewegter Körper legt in 7 Secunden den Weg 


2 
s=3.7-+5. 7 = 21 + 122,5 = 143,5 Fuß zurüd. 


g. 13 
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2) Ein anderer Körper, welcher innerhalb 3 Minuten = 180 Secunden feine 
Gefhwindigfeit 2%, Fuß in die von 7%, Fuß umändert, macht in diefer Zeit 


den Weg von mt? . 180 = %0 Fuß. 


$. 14 Gleichförmig verzögerte Bewegung. Fur die mit der Geſchwin— 
digkeit ce anfangende gleihförmig verzögerte Bewegung gelten 
die Formeln: 
l) v=e — pt, 








pt? 
. = ct — — 
U.) s c 2 
c+rv 
Il) s= 5 .t, 
I . = y 
V.) s 27 


welche aus den Gleichungen des vorigen Paragraphen fogleich hervorgehen, 
wenn man darin p negativ fest. Während bei der gleichförmig beichleunig- 
ten Bewegung die Gefchwindigfeit ohne Ende wächſt, nimmt bei der gleich- 
förmig verzögerten Bewegung die Gefchwindigfeit bis zu einem gewiſſen Zeit- 
punkte ab, wird in demfelben — Null, und fällt fpäter negativ aus, d. h. es 
geht fpäter Die Bewegung in umgekehrter Richtung vor fidh. 

Segen wir in der erften Formel — 0, fo erhalten wir pt —= c, alſo 
die Zeit, zu welcher die Gejchwindigfeit Null geworden ift: 

c 


t=--; 


p , 
jegen wir endlich diefen Werth von in bie zweite Gleihung, fo erhalten 
wir den Raum, welchen der Körper zu diefem Zeitpunkte zuriidigelegt hat: 
e? 
55° 

2 
Iſt die Zeit größer ale — ſo fällt der Raum kleiner als 5 aus; iſt 


— 
—n 


die Zeit — —, fo ift der Raum Null, es ift aljo der Körper “ feinem 


Ausgangspunkt zurückgekehrt; iſt endlich die Zeit noch größer ale — — fo iſt 


s negativ, d. h. es befindet ſich der Körper vom Anfangspunkte aus auf der 
entgegengeſetzten Seite. 


Beifpiel. Ein Körper, weldher mit 40 Fuß Anfangsgefchwinvigfeit auf einer 
fhiefen Ebene Hinaufrollt, durch meldhe er eine Berzögerung von 8 Fuß pra 
Secunde erleidet, fteigt nur = — 5 Secunden lang und = 100 Fuß hoch, 
rollt dann zurüd, fommt nad 10 Serunden mit 40 Fuß Gefhwindigfeit in den 
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Anfengsrunft zurũck mar gelanzt vas 12 Secunden ſhon um 40.12 —4. 12% 
oder — (0.2 +4.22 —= w Auf rrier den Anianzsduenft. wenn KB die 
Gbene aub abwirıa viert ertredı. 


Freier Fall der Körper. Der freie oder fenfrchte Fall ders 15 
Körper im luitleeren Raume (franz. mouvement vertical des corps 
pesants: engl. vertical motion of lwdies) gicht das wichti gite Yrtipid der 
gleihförmig beichleumigten Bewegung. Die durch die Schwerkraft (franz. 
gravite: engl gravity) erzeugte Acceleration dieier Bewegung bezeichnet 
man durch den Buchſtaben g. und bat den mittleren Werth von 

9,31 Meter, 
30,20 pariier Auf, 
32,20 engliidien uf, 
31,03 wiener Fuß, 
311, —=31,25 preußiſchen Fuß und 
32,7 badifchen oder Meterfuß. 
Wenn man einen diefer Werthe ftatt g in die gefundenen Formel: 


2 2 — 
vg, IE und s — S., r — V20s 
2 29 

einführt, fo Tann man alle Fragen, welche fi) in Aufehung des freien Falles 
der Körper vorlegen lafien, beantworten. Für das Metermaaß ift: 

e—= 981.1 4429 Vs, 

s — 4,905 1? = 0,0510 v? und 

— 0,1019 0 — 0,4515 Vs; 

dagegen für das preußische Fußmaaß: 

v—= 31,25 .t—= 7,906 Vs; 

s — 15,625 . t? = 0,016 v? und 

t —= 0,032 v = 0,253 Vs. 


Beifpiele. 1) Ein Körper erlangt beim ungehinderten Bullen in 4 Secun⸗ 
den die Geſchwindigkeit — 3125 . 4 — 125 Fuß und burdhläuft in biefer 
Zeit ven Weg s — 15,625.4? — 250 Fuß. 2) Ein von der Höhe s=9 Fuß 
herabgefallener Körper hat die Gefhwinvigfeit v = 7,906 . V 9 = 23,72 Fuß. 
3) Ein mit 10 Fuß Geſchwindigkeit vertical emporgeworfener Körper ſteigt auf 
die Höhe s — 0,016 . 102 — 1,6 Fuß und braudt dazu die Zeit: 

t = 0,082 . 10 = 0,32 
oder ungefähr Y, Secunde. 


Wie ſich beim freien Fall der Körper bie Bewegungsverhältniſſe im Yaufe 8. 16 
der Zeit geſtalten, wird durch folgende Tabelle vor Augen geführt: 





Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. 1. 6 
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Seitin iolı |2a ls |als |\e Ir Is Ja | 
Secunden. | 
eſchnindig⸗ o 19 29 89 49 5464 7g | 8g | 99 | 104 
[ 1 j 
| 
9349) 09 11491529 1009 91,9 119 y 
Weg. | vo |12! 45) 95 16255 [365] 495647 [31 [100 








Differenzen. 0 112 : 7,55 5 5,55 1772| 195 
ol | 

Die legte Horizontalcolunme diejer Tafel giebt die Wege au, welche der 
frei fallende Körper in den einzelnen Secunden Sf Dan jieht, dag 
ſich dieſe Wege wie die ungeraden Zahlen 1, 3,5, 7 u. ſ. w. zu einander 
verhalten, während die Zeiten und Seihwindigfeiten wie die natitrlichen 
Zahlen 1, 2, 3, 4 u. f. w., und die Sallräume wie deren Quadrate 1, 4, 
9, 16 u. ſ. w. wachſen. Hiernach ift 3. B. die Geſchwindigkeit nad) 6 Se— 
cunden, 69 — 187,5 Fuß, d. h. der Körper würde, wenn er von dieſer 
Zeit an gleihjörmig fortginge, etwa auf einer ihn feine Hinderniſſe darbie- 
tenden Horizontalebene feine Bewegung fortjegte, in jeder Secunde den Weg 
69 — 187,5 Fuß durdjlaufen. Dieſen Raum durchläuft er im Laufe der 
folgenden oder fiebenten Secunde aber nicht wirklich, jondern derfelbe beträgt 


nad) der legten Columme genau 13. = — 13.15,625 — 203,125 


Fuß; in der achten Secunde iſt er fogar 15 3 — 15. 15,625 —= 234,375 
Fuß u. f. m. 


Anmerkung. Neltere veutfche Schriftiteller bezeichnen ven Raum won 15,625 
Fuß, welcher vom frei fallenden Körper in der erften Secunde durchlaufen wird, 
durh 9 und nennen ihn wohl auch Beichleunigung der Schwere. Sie haben 
dann für den freien Fall ver Körper die Formeln: 


® = 29t—=2Vgs, 


® 
— 2 — _ 
8 gt — 
v 8 
t= — — —. 
29 9 


Diefer nur in Deutfchland vorfommende Gebrauch fängt nun auch an allmälig 
zu verſchwinden, und wegen der oft vorkommenden Mißverſtändniſſe und dadurch 
herbeigeführten Fehler ift dies auch fehr zu münfchen. 
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Der freie Fall mit einer Anfangsgeschwindigkeit. Geht der 8. 17 
freie Yall der Körper mit einer gewifien Anfangsgefchwindigfeit (fram. 
vitesse initial; engl. initial-velocity) e vor fi), fo nehmen die Formeln 
folgende Yormen an: 

r=e+gt=e + 31,25 Fuß — ec + 9,81 Meter, 





auch: 
v—= Ve: + 295 = V c2 + 62,5 s Juß—V c? + 19,62 Meter 
s—ct+t z f? — et + 15,625 2? Zuß—ct + 4,905 Meter, 
aud): 
r? — ce? L 
s— 3, 7 0,016 (2? — c) Fuß=V,1019 (u? —.c?). 


Wird hingegen der Körper mit der Geſchwindigkeit c ſenkrecht in die Höhe 
geworfen, jo hat man: 
vr—=c—9gt=c — 31,251 Fuß = c — 9,81 Meter, 








aud): 
r— Ver — 295 = Ver — 62,55 Fuß—=V c?2— 19,62 Meter, 
s —et — St ct — 15,63 Zu ct— 4,905 Meter, 
au): 
& Pi ER" 0,0510 
s— rn — 0,016 (c? — v?) Fuß = 0,4049 (ce? — v2) Meter. 


Betrachtet man eine gegebene Gejchwindigfeit c als eine durch den freien 


Fall erlangte Endgefchwindigfeit, jo nennt man den entjprechenden Yall- 
raum 


T — 0,016 . c? Fuß — 0,1019 2 Meter. 

29 
die Gefchwindigfeitshöhe (franz. hauteur Ko la” vitesse; engl. height 
of velocity). Durch Einführung derfelben laſſen ſich einige der obigen 
Formeln einfacher ausdrüden. Bezeichnet man die Gefchwindigfeitshöhe 


2 
(7) von der Anfangsgefhwindigfeit c durch % und die der Endgejchwin- 


2 
digfeit (&) durch A, jo hat man für fallende Körper: 
h=k+swws—-h—k, 
und für fteigende: 
— k—sws—k-—h. 
Es ift alfo der Fall» oder Steigraum ſtets gleich der Differenz 
der Gefchwindigfeitshöhen. 
Beifpiel. Sind bei einer gleichförmig veränderten Gefchwindigfeit die Ger 
ſchwindigkeiten 5 Fuß und 11 Fuß, alfv die Gefchwinpigfeitshöhen — 0,016. 52 
6° 
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— 04 Aug un: ON16.112 — 1.96 Aus, ſo in ter Raum, welder während 
tes Uekerzanges aus ver einen Geihwintigfeit in tie andere zurückgelegt wird: 
= 156 — 04 —= 1536 öuf. 


x 18 Dassenkrechte Emporsteigen. Zegt man inder Formel s— a 
für das jenfrechte Emporjteigen der Körper die Endgeſchwindigkeit — 0, 
io erhält mau die größte Zteighöhe: 

ce? 
. s — 29 . 

Es iſt folglich die der Anfangsgeſchwindigkeit e emtiprechende größte 
Steighöhe gleich der der Endgeſchwindigkeit e zukommenden Fallhöhe X, 
und alio auch ⸗ — V 29% nicht allein die Endgeſchwindigkeit für die freie 
Fallhöhe k, jondern auch die Anfangsgefchwindigfeit für die größte Zteighöhe 
k, und e8 folgt daher noch, daß der jenfrecht in die Höhe geworfene Körper 
an jeder Stelle diejenige Geichwindigfeit hat, die er, jedod) in umgekehrter 
Richtung, haben würde, wenn er von der noch übrigen Steighöhe bis zu 
diefer Ztelle frei Herabgefallen wäre, die er aljo auch beim darauf folgenden 
Niederfallen dort wirklich befitt. 


Beifpiel. Ein Körper wird mit 15 Fuß Gefchwindigfeit fenfredht empor- 
geworfen und trifft bei 2 Zug Steighöhe auf ein elaftiihes Hinternig, welches 
ihn momentan mit derfelben Geſchwindigkeit zurüdwirft, mit welcher er aufichlägt. 
Wie groß if nun diefe Gefhwintigfeit und wie groß iſt die Zeit zum Steigen 
und Zurüdfallen? Der Anfangsgeſchwindigkeit c — 15 Fuß entfpridt die 
Steighöhe x — 3,60 Buß, die Gefhwindigfeitshöhe für ven Augenblid des An- 
ftoßes if nun A = 3,60 — 2,00 — 1,60, und folglich viefe Gefchwinvigfeit 
felot — 7,906 V 1,6 — 10 Fuß. Die Zeit zum Steigen auf die ganze Höhe 
(3,6 Fuß) wäre: t = 0,082 ..c = 0,032 . 15 — 0,480 Secunden, die Zeit 
zum Steigen auf die Höhe 1,6 Fuß aber: t, = 0,032 . 10 — 0,3% Secun⸗ 
den, es bleibt dieſemnach die Zeit zum Steigen auf die Höhe von 2 Fuß ober 
die Zeit vom Anfang bis zum Anflog: t — t, — 0,480 — 0,320 — 0,160 
Secunden, alfo endlih die ganze Zeit zum Steigen und Fallen — 2 . 0,160 
= 0,320 Secunden. Diefe ift alfo nur der fe= 3te Theil von der Zeit, 

welche zum Auffleigen und Zuradjallen nöthig wäre, wenn ber Körper unauf: 

gehalten fliege und fiele. Diefer Gall findet beim Schmieden des glühenden 

Eifens feine Anwendung, weil es hier wegen des allmäligen Abkühlens darauf 

anfommt, in einer furzen Zeit fo viel Hammerſchläge wie möglich erfolgen zu 

laſſen. Wenn der Hammer dur eine elaftifhe Prallvorrichtung zurückgeworfen 
wird, fo fann er unter den im Beifpiele zum Grunde liegenden Berhältnifien 
in derfelben Zeit ziemlich dreimal fo viel Schläge thun als beim ungehinderten 

Auffleigen. 

Anmerkung 1. Das Umſetzen der Gefhwindigfeit in Geſchwindigkeitshöhe 
fowie au das Umfegen der legteren in die erftere, iſt ein in der praftifchen 
Mechanik und namentlid in der Hydraulik fehr oft vorfommenves Geſchaͤft. Eine 

Tafel, wodurch daſſelbe in ein bloßes Nachſchlagen verwandelt wird, leiſtet des⸗ 
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halb dem Braftifer fehr nüßlie Dienfte. Eine fi auf das preußifche Fußmaaß 
beziehende Tabelle dieſer Art enthält der »Ingenieur« Seite 326 bis 329. 

Anmerfung 2. Die im Vorhergehenden entwidelten Formeln find allerdings 
nur für den freien Ball im Inftleeren Raume ftreng richtig; fle laſſen ſich jedoch 
aud beim freien Fall in der Luft mit einer noch erträglicden Genauigfeit ge: 
brauden, wenn die fallenden Körper in Beziehung auf ihr Bolumen ein großes 
Gewicht haben, und wenn die Gefchwintigfeiten nicht fehr groß ausfallen. 
Uebrigens werben fie auch noch unter anderen Umftänden und Berbältniffen in 
vielen anderen Fällen gebraucht, wie fi in der Folge zeigen wird. 


Ungleichförmige Bewegung überhaupt. Die Formel s — ct $. 19 
($. 5) für die gleichförmige Bewegung gilt auch für jede ungleihförmige 
Dewegung, wenn man flatt £ ein Zeitelement oder unendlich Feines Zeit- 
theilchen z, und ftatt s das innerhalb diefes Zeittheilchen® zuritdgelegte Raum⸗ 
element 0 jet, da anzunehmen ift, daß innerhalb eines Augenblickes die Ge- 
ſchwindigkeit c, welche Hier durch » bezeichnet werden foll, ſich nicht ändert, 
aljo die Bewegung gleichförmig bleibt. 

Dean hat demnach für jede ungleihförmige Bewegung: 


lL) 6 = vr, fowie v = < (Bergl 8.10). 


Es ift aljo die Geſchwindigkeit (v) für jeden Augenblid durd 

den Duotienten aus dem Raum- und aus dem Zeitelemente 
beftimmt. 
Ebenſo ift die Formel v — pt ($. 11) für die gleichförmig befchleunigte 
Bewegung auch flir jede ungleichförmige Bewegung überhaupt giltig, wenn 
mann ftatt t und v da8 Zeitelement T und den innerhalb deſſelben erlangten 
unendlic, Heinen Geſchwindigkeitszuwachs x fubftituirt, da fich bie Beſchleu⸗ 
nigung p innerhalb eines Augenblides r nicht angebbar verändert, aljo die 
Bewegung während deſſelben als gleihförmig befchleunigt angefehen werden kann. 

Hiernach hat man für alle Bewegungen: 


I) x — pr, fowie p = —. 


Es ift alfo die Acceleration (p) für jeden Augenblid der Bewe— 
gung gleich dem Duotienten aus dem Gefhwindigfeits- und dem - 
entſprechenden Zeitelemente. 

Sest man die ganze Bewegungszeit E — nr, und die Geſchwindigkeiten 
in den einzelnen Zeittheilen z, der Reihe nad) v,, ©, % . . %n, ſo find die 
ent|prechenden Wegelemente 6, —=vı Tr, mtr, —drT.., h=mT; 
und e8 ift daher der ganze in der Zeit t zurückgelegte Weg 


s= (m Fat. ton = (tr te) 


I) s= rate) t ⸗ vi, wenn 


nt, d. i.: 
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r ..tr . en . 
ar “7 en ‚ die mittlere Geſchwindigkeit bei Zu— 

rüdlegung des Weges 3 bezeichnet. 

Ebenfo ift, wenn c die Anfangs und c die Endgeihwindigteit bezeichnet, 
und 9, P2 - - - 9, Die Accelerationen in den fietig auf einander folgenden 
gleichen Zeitelementen 7 find, 


j — *2 ee n . 
v—c=(Ppı +p: m... + p,)= (Berne )ar. d. ı: 


" — 


ınt.tip 
1?) = wenn 


n 
» Atmt.tm die mittlere Acceleration bezeichnet. 
Durd) Berbindung der sormeln I. und II. erhält man folgende nicht min- 
der wichtige Gleichung: 
HL) vx = p6. 
Nimmt bei Turchlaufung des Weges s — n 6, die Acceleration nad) und 
nad) die Werte pi, P2,..2, an, jo ift die Zumme der Producte p 6; 


— (pn +9 +..+9)6 = (et tus 


J 
tm 
— Ip s — ps, 


wenn p die mittlere Acceleration bezeichnet. Und geht die Anfangsgeſchwin⸗ 

digkeit c durch wieberhoftes Wachfen um x — — in die Endgeſchwindig⸗ 

feit » über, fo ift die Zumme der Producte v x: 

ent (Ha + + ehrt vea—[c+(c+%)+-+(c—x)+r]%® 
=(+ —* = eraeZ9 — — und daher zu ſetzen: 


92 — ce? u — 
* — —— — — 
III*) 5 =» oder s — 37 
Mit Hülfe der vorftehenden Formeln laſſen fich die vielfachſten Aufgaben 
der Phoronomie und Mechanik Löfen. 


Auch ift die Zeit, in welcher der Raum s—=n6 mit der veränderlichen 
Geſchwindigkeit vı, 92, - - - 9. zurlidgelegt wird, 
1 1 1 s /l 1 1 
Wette )itattn)s 


n Vi 


c? 
(vergl. IV. 8. 13). 





8 
7 
wenn der Werth 26 4 I +..+ 2) — 1 gefegt, alſo deſſen Re— 
n \vı Ug Un vd 
ciprofe v als diemittlere Geſchwindigkeit angefehen wird. 


8. 20.] Die einfache Bewegung. 87 
Beifpiel. Wenn fih ein Körper nah dem Gefehe u —=au 1? bewegt, fo ilt 
vr =alt+ WW = alt! + 2:7 +19). alfox=arl2t+r), folglid 
p= — =2at. 
Die Gefhwinvigfeiten des Körpers am Ente der Zeiten 7,27, 3r..nz find: 
ar, a(21T)2, a (31T)2..a(nr)2, 
und es folgt daher der durchlaufene Weg nah — nr Secunden: 
s=faR+a(2rı? +..a (rn) r= (2 +22 +37 +..+Ind)aıd, 
oder da nad Artikel 15, IV., der analytifhen Hülfslehren 2 +22 +32 -..+n2 
ns, 
= — if: 
3 


s- Tar- zeı= 

Phoronometrische Differenzial- und Integralformeln. Die ($. 20) 
allgemeinen Bewegungsformeln, welche im vorftehenden Paragraphen ent: 
widelt worben find, nehmen im Gewande der Differenzial- und Integral: 
rechnung, wo man das Zeitelement 7 durch Ot, dad Wegelement 0 durd) Os 
und das Gefchwindigfeitselement x durch Or bezeichnet, folgende Formeln an: 


I) = = oder Os— vdt, daher s—= odt, fowie t — 2. 
Il) p= 2, oder Ov=pöt, daher v— pot, fowie = =. 
rar 2— p?2 
II) vv = pos, ders — JE fowie ® * — 7 pos, wenn 


ce die Anfangs⸗ und v die Endgeſchwindigkeit bei Durchlaufung des Weges s 
bezeichnet. 

Es ift alfo hiernach die Differenz der Geſchwindigkeitsquadrate 
gleich dem doppelten Integrale von dem Producte aus der Acce- 
leration und dem Elemente Os, oder gleich dem doppelten Pro— 
ducte aus der mittleren Acceleration und dem Raume, welder 
während des Ueberganges der Geſchwindigkeit aus c in v zuräd- 
gelegt wird. 

Der Lehre vom Größten und Kleinften zufolge hat der Raum ein Mari 
mum, aljo die Bewegung ihre größte Ertenfion erlangt, wenn: 


Null 

iſt, und iſt die Geſchwindigkeit am größten oder kleinſten für: 
—X 
a? — Null. 


Die vorftehenden Formeln bilden die Grundlage der höhern Phoronometrie 
und Mechanik. 
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v— ‚ die mittlere Gefhwindigfeit bei Yu- 


rücklegung des Weges 8 bezeichnet. 
Ebenfo ift, wenn c die Anfangs- und v die Endgeſchwindigkeit bezeichnet, 


und 91, P2 - - - 2m die Xccelerationen in den ftetig auf einander folgenden 
gleichen Zeitelementen 7 find, 


v—c=(p +9p+..+9)r= (re gr, d. i.: 
II*) Dt nn 


n = wenn 
p= Atmt. tm die mittlere Acceleration bezeichnet. 


Durch Berbindung der Formeln I. und II. erhält man folgende nicht min- 
der wichtige Gleichung: 
Il) vx = p6. 
Nimmt bei Durdjlaufung des Weges s — n0, die Ücceleration nad) und 
nach die Werthe pi, 92, ..2, an, fo iſt die Summe der Producte po— 


= (p+tAt+. tm) = (FR tE)no 
-=(* +m-+..+Pm 


”n 
wenn p die mittlere Acceleration bezeichnet. Und geht die Anfangsgeichtin- 


s—=ps, 


digfeit c durch wiederholtes Wachjen um x — — in die Endgeſchwindig⸗ 


feit » über, jo tft die Summe der Producte vx: 
— +e—hrt=ltetN+ -+(0—%) + v]% 
=(+9 _ +) __ 


5 ‚ und daher zu jegen: 





2 — p?2 2 — 2 
III*) — — 98, wis I (vergl. IV. 8. 13). 


Mit Hülfe der vorftehenden Formeln laſſen fi) die vielfachten Aufgaben 
der Phoronomie und Mechanik Löfen. 
Auch ift die Zeit, in welcher der Raum s—=n0 mit der veränderlichen 
Geſchwindigkeit vi, J + + 9, zurückgelegt wird, 
s /l 1 1 
IV.) =0(- + - + — +: 2)=2 — + art -)= 


8, 

XVI v 

wenn der Werth 1,3 + — Ir. .4 -)=} — — 1 gefekt, alfo deilen Re⸗ 
ciprofe v als die” mittlere Sefehwinbigteit angefehen Mich 


8. 20.] Die einfache Bewegung. 87 
Beifpiel. Wenn fih ein Körper nad dem Geſetze v—=a 12 bewegt, fo iſt 
vtx=at+ N? =all? + 2:7 +02), alfox=ar(2t+r), folglid 
p= * =2at. 
Die Geſchwindigkeiten des Körpers am Ende der Zeiten , 27, 3r..nr find: 
ar, a(2r)2,a (3rT)2..a (nı)2, 
und es folgt daher der durdlaufene Weg nah = nr Secunden: 
s=faR La 2 +..a(n]r= (2 +22 +32 +..+nM)aı, 
oder da nad Artikel 15, IV., der analytifhen Hülfslehren 12 +22 +32 . . n2 
n3 , 
*7 iſt: 
3 13 
so Zui= zas= . 
Phoronometrische Differenzial- und Integralformeln. “Die ($. 20) 
allgemeinen Berwegungsformeln, welche im vorjtehenden Paragraphen ent- 
widelt worden find, nehmen im Gewande der Differenzial- und Integral 
rechnung, wo man das Zeitelement 7 durch Ot, das Wegelement 6 durd Os 
und das Gefchtwindigfeitselement x durch Ov bezeichnet, folgende Formeln an: 


I) v= = oder O8 — vOt, daher s— [ vOt, fowie t ee. 
I) » = =, oder Ov—pöOt, daher v— [ pdt, jowie t— 9», 
\ "On 2_—_ pp? 
II.) v0v = pos, wers — / — fowie — — I pos, wenn 


ce die Anfangs- und v die Endgefchwindigfeit bei Durchlaufung des Weges s 
bezeichnet. 

Es ift alfo hiernach die Differenz der Gefchwindigfeitsquadrate 
glei dem doppelten Integrale von dem Producte aus der Acce- 
leration und dem Elemente Os, oder gleich dem doppelten Pro— 
ducte aus der mittleren Acceleration und dem Raume, welder 
während bes Ueberganges der Geſchwindigkeit aus c in v zuräd- 
gelegt wird. 

Der Lehre vom Größten und Kleinften zufolge hat der Raum ein Mari 
mum, alfo die Bewegung ihre größte Exrtenfion erlangt, wenn: 


Er Nil 
ift, und ift die Geſchwindigkeit am größten oder kleinſten für: 
V—p — Null. 


Die vorftehenden Formeln bilden die Grundfage der höhern Phoronometrie 
und Mechanik. 
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Beifpiele. 1) Aus der gegebenen Öleihung s=2-+354- 12 für den Raum, 
folgt durch Differenziiren für die Gefchwindigfeit die Gleichung v—=3+2t, und 
für die Ncceleration p=2; e8 ift alfo die lebtere conftant, und die Bewegung 
gleichförmig befchleunigt. Für = 0, 1,2,3... Secunden, hat man aber 
v”—=3,5,7,9... (Buß), und 
s = 2, 6,12, 20... (Buß). 


2) Aus der Formel v= 10 +3t — 12 für die Gefhwindigfeit folgt durch 
Integriren die Gleihung 8 = fw dt +/3 tdt— [Rit=10t +; — 
dagegen durch Differenziiren, die Formel p = 8 — 21. 


Hiernach ift für 3—2:=0, d. 1. für = 3%, Seeunden, die Acceleration Null 
und die Gefchwindigfeit ein Marimum (v =124,), und für 10 +3:—2=0, 


dv. i. = V10+N, = +7 — 5 Secunden, die Gefhwindigfeit Null 
und der Raum ein Marimum. 


Für tt=0 1 23 3 4 5 6 Secunvden hat man 
— 83, ,—,-3, — 5, — 7, — 9 u, 
v=10, 12, 12, 10, 6, 0, — 8 Fuß, 
s— 0, 11Yy,, 231., 341/,, 49%, 455/,, 42 Fuß. 


3) Für das Bewegungsgefeb p — — us, wo a einen conftanten Eoefficienten 
bezeichnet, hat man: 








2__ (2 
- =/prs=—ufsse=— HL, over v2=c? — us?, wonad 


=-V2— u? ms= V’ folgt. 





Ferner it dt —— ⸗— 
® a— us? 1 1-(FE) 
C 
— 
c uU 


— — — —— — —— — — 
— — —— — 


wenn — geſetzt wird; und es folgt (ſ. Art.26. V. der analyt. Hülfslehren) 
1 . 1 
t= Yr are. (sin. = U) = Va arc. (sin. =FE) ‚ und 
s= Tem sin. (t Vu): ſowie 
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v= 7 =6008. (EV u) und 
= 

p= — ce Yu ‚sin. (Yu). 


Anfangs, ale ir t=0, tft 30, v=c und p=0, fpäter für 
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— nn 5 c - 
= —, oder = — it s= —, d=0un =—cyY erner jur 
Vu 2° 2V u ſt — PER f 


TE we 
t V u —=n, ode 77 8 — O, v — — e und p 0, ebenſo für 
3n c 
tVnSMn, eder ⸗ —, = — 7=,v0=0undp=cY und für 
a—=!Yın, 2Vu’ Vr’ p kn f 


2 
EV ua=2n, ober I=75 wieder s=0, c und p 0. 


u 
Der bewegte Punkt hat folglich eine fhwingende Bewegung auf beiden Seiten 
des feftlen Anfangspunftes, zu weldem er jedes Mal nad Zurüdlegung bes 


Weges s—= +5 mit der von Null allmälig bis — + c wachſenden Ge⸗ 
ſchwindigkeit zurüdfehrt. 

Mittlere Geschwindigkeit. Bon der Geſchwindigkeit » — = $. 21 
für einen Augenblid oder während eines Zeitelementes ift 7 (9 £) diejenige 
Geſchwindigkeit cı — * verſchieden, welche ſich ergiebt, wenn man den 


Raum, welcher während einer gewiſſen Zeit, z. B. während einer Periode 
einer periodiſchen Bewegung durchlaufen wird, durch die Zeit ſelbſt 
dividirt. Man nennt dieſelbe die mittlere Geſchwindigkeit (franz. vitesse 
moyenne; engl. mean-velocity) und kann fie aud) als diejenige Gefchwin- 
digkeit anjehen, die ein Körper haben müßte, um in einer gegebenen Zeit (t) 
einen gewiffen Raum (s) gleihförmig zurüdzulegen, welcher in Wirklichkeit in 
eben diefer Zeit ungleichförmig durdjlaufen wird. So ift 3. DB. bei der 
gleihförmig veränderten Bewegung die mittlere Gefchwindigfeit gleich der 
halben Summe ( + ) aus der Anfangs⸗ und Endgeſchwindigkeit; denn 
es iſt nad) $. 13 der Raum gleich dieſer Summe ( 
durch die Zeit (t). 

Allgemein ift (nad) $. 19) die mittlere Geſchwindigkeit c, — 








— *) multiplieirt 


vi 4 V⸗ 4 "On 

n ’ 

wenn 91, 9,*-v, eine gleichen und ſehr Heinen Zeitintervallen entfprechende 
Geſchwindigkeitsreihe bezeichnet. 

dig. 51. Beifpiel. Während eine Kurbel gleihförmig im Kreife 

0 UMON, $ig. 51, herumgebreht wird, geht die daran 

hängende Laſt &, 3. B. der Kolben einer Luft: oder Waſ⸗ 


mM N ferpumpe u. f. w., ganz ungleichförmig auf und nieder; 
\l | die Geſchwindigkeit dieſer Laft if im tiefften und höchſten 
I Punfte U und O am kleinſten, nämlih Null, auf der hal- 

U ben Höhe, in M und N, aber am größten, nämlich ber 


Kurbelgefhwindigfeit gleih. Innerhalb einer halben Ums 
drehung ift die mittlere Geſchwindigkeit gleich der ganzen 


Q 0 
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Steighöhe, d. i. dem Durchmeſſer TO des Kreifes, in welchem vie Kurbel 
herumgeht, dividirt durch die Zeit einer halben Umprehung. Segen wir den 
Halbmefier CU = CO ves Barzenfreifes — r, alfo jenen Durdmefler =2r, 
und dieſe Zeit —= t, fo folgt demnach die mittlere Geſchwindigkeit der La 


2 . . . . , . 
= — Die Kurbel felbft madt in diefer Zeit den Halbfreis ar; es if 
daher ihre Geſchwindigkeit c — = und folglich die mittlere. Geſchwindigkeit 


2 2 
dert a=— c= 317 ° = 0,6366 mal fo groß als die unveränderliche 


Geſchwindigkeit c der Kurbel. 


$. 22 "Graphische Darstellung der Bewegungsformeln, Die im 
Borigen gefundenen Bewegungsgeſetze Laffen fich auch in geometrifchen Figuren 
ausdräüden ober, wie man jagt, graphiſch darftellen. Graphiſche Dar- 
ftellungen überhaupt erleichtern die Auffaffung, unterftigen das Gedächtniß, 
ſchützen wohl aud) gegen Fehler und dienen fogar zuweilen zur unmittel- 
baren Ausmittelung der gejuchten Größen; fie find deshalb der Mechanik 
von großem Nutzen. 

Bei der gleihförmigen Bewegung ift der Raum (s) das Product (ct) 
aus Geſchwindigkeit und Zeit, und von einem Rechtecke der Geometrie ift der 





Big. 52. Flächenraum ein Product aus Höhe und Grund— 

N linie; man kann daher auch ben gleichförmig 

u | © durchlaufenen Raum s durch ein Rechteck ABCD, 
| | Fig. 52, darftellen, deſſen Grundlinie AB bie 
| Zeit (t) und deſſen Höhe AD —= BC die Ge 
A——y — 8 ſchwindigkeit (c) ift, vorausgefet, daß die Zeit 


mit der Geſchwindigkeit in einerlei Tängeneinheiten 
ausgebrüdt, daß aljo durch) eine und diefelbe Linie die Zeitjecunde und der 
Fuß zugleich repräjentirt werden. 


8. 23 Während bei der gleichförmigen Bewegung bie Geſchwindigkeit (MN) zu 
ieder anderen Zeit (AM) der Bewegung eine und biefelbe ift, fällt diefelbe 
bei der ungleihförmigen Bewegung in jedem Augenblicke anders aus; 

es läßt fich deshalb diefe Bewegung nur durd) ein 

6 Viereck ABCD, Fig. 53, darftellen, welches 

zur Örundlinie AB die Zeit (£) und zur übri- 

gen Begrenzung drei andere Linien AD, BC 
und? CD hat, von denen die erften beiden 
der Anfangs und Endgeſchwindigkeit gleich find, 
die Iette aber durch; die Endpunfte (N) ber 
verfchiedenen Gefchwindigfeiten in den Zwiſchen⸗ 
punkten (MM) beftimmt wird. Nach den ver 
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ſchiedenen Arten von ungleichförmigen Bewegungen iſt die vierte Linie CD 
entweder gerade ober krumm: ferner von Anfang aus aufſteigend oder nieder⸗ 
ſteigend, endlich entweder gegen die Grundlinie concav (hohl) oder conver 
(erhaben). In jedem Falle iſt der Flächeninhalt dieſer Figur dem ungleich⸗ 
förmig durchlaufenen Raume (s) gleichzuſetzen; denn jener Flüchenraum 
ABCD, Fig. 53, läßt ſich durch Höhenlinien in lauter ſchmale, als Rechtecke 
anzufehende Ztreifen wie MOPN zerlegen, wovon jeder ein Product 
aus einem Theile (MO) der Grundlinie und aus der diefem Theile ent⸗ 
fprechenden Höhe (UN) oder (OP) ift, und cbenfo läßt ji der in 
einer gewiffen Zeit durdjlaufene Raum aus Theilchen zujammenjegen, 
wovon jedes ein Product aus einem Zeittheilchen und der während deilelben 
ftattfindenden Gefchwindigfeit iſt. Tie Figur führt auch die Differenz 
zwiſchen dem Gejchwindigfeitsmaß und dem in der folgenden Zeiteinheit 
wirklich zurücdgelegten Weg vor Augen. Tas Rechteck ALL über der 
Grmdlinie MH — Eins (1) —=e.1 ft dag Maß der Gefchwindig- 
fit MN — r, wogegen die Fläche AK über derjelben Grundlinie den 
wirklich durchlaufenen Raum darftell. Ebenſo ift das Rechteck AF über 
A1 — Eins, das Maß der Anfangsgefchwindigfet AD — c, und die 
Fläche AE der in der erften Secunde wirklich zurückgelegte Weg. 


Dei ber gleihförmig veränderten Bewegung ift die Zu⸗ oder Ab- $. 24 
nahme » — c der Geſchwindigkeit (— pt, $. 13) proportional der Zeit (f). 
Ziehen wir nun in Fig. 54 und Fig. 55 die Linie DE der Srundlinie AB 
parallel, und fchneiden wir dadurch von den die Geſchwindigkeiten vorftellen- 











Fig. 54. Kia. 55. 
u FE 
| J 
| 
| u 
ö— hy —B al — —-8 


den Linien BC und MN die ber Anfangsgeſchwindigkeit AD gleichen Stüde 
BE und MO ab, fo bleiben uns die Linien CE und NO ale Geſchwin⸗ 
digkeitszu⸗ oder Geſchwindigkeitsabnahmen übrig, fiir welche nad) dem Obigen 
die Proportion: 

NO:CE=DO:DE 
gilt. 

Eine ſolche Proportion bedingt, daß N und fo auch jeder Punkt der Linie 
CD, in der geraden Verbindungslinie zwifchen C und D liegen, daß alfo 
jene, die verfchiedenen Gefchwwindigfeiten (MZN) begrenzende Linie CD felbft, 
gerade fein muß. 
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Diefem zufolge läßt fich alfo der gleichförmig befchleunigt und gleichför- 
mig verzögert durchlaufene Raum durch den Inhalt eines Trapezes ABCD 
darftellen, das zur Höhe AB die Zeit (£) und zu den (parallelen) Grund- 
Iinien AD und BC die Anfangs und Endgeſchwindigkeit hat. Auch ift 
damit die $. 13 gefundene Formel s — rm t in vollfommener Ueber: 
einftimmung. Dei der gleichförmig bejchlennigten Bewegung fteigt die vierte 
Seite D C vom Anfangspunfte an aufwärts, und bei der gleichförmig verzöger- 
ten Bewegung läuft diefe Linie abwärts. Bei der mit Null Geſchwindigkeit 
anfangenden gleihförmig beichleunigten Bewegung geht das Trapez in ein 
Dreied vom Inhalte 1, BC. AB — 1, vt über. 


8.25 Die mittlere Gefhwindigfeit einer ungleichfürmigen Bewegung ift 
der Quotient: Raum dividirt durch Zeit; fie giebt aljo mittelft Meulti- 
plication durch die Zeit, den Weg und läßt fich deshalb auch als die Höhe 
AF= BE desjenigen Rechteckes ABEF, Fig. 56, anfehen, das zur 
Grundlinie AB die Zeit t hat und an Inhalt dem den zurückgelegten Weg 
oder Raum mefjenden Vierecke ABCND gleich if. Die mittlere Ge 
ſchwindigkeit ergiebt fi) demnad) auch durch Verwandlung des Viereckes 
ABCND in ein gleich langes Rechteck ABEF. Ihre Beitimmung ift 
befonders bei periodifchen Bewegungen, welche faft bei allen Mafchinen . 
vorkommen, von Wichtigkeit. Das Gefet diefer Bewegungen wird durch eine 
Schlangenlinie CDEFG, Fig. 57, repräfentirt. Schneidet die mit AB 





Fig. 56. - Fig. 57. 
N G I Fe 
I IT 
A M B A N OÖ P B 


parallel laufende Gerade LM denfelben Raum wie die Schlangenlinie ab, 
ift alfjo ZM gleichjam die Are, um welche fih C.DEFG windet, fo ift 
der Abftand AZ — BM zwifchen beiden parallelen Linien AB und LM 
die mittlere Gefchwindigfeit der periodischen Bewegung, dagegen AC, OE, 
BG u. ſ. w. die größte und ND, PF u. ſ. w. die kleinſte Geſchwindigkeit 
einer Periode AO, OB u. |. w. 


8. 26 ° Auch die Acceleration oder der in der Zeitſecunde erfolgte Zufag an 
Geſchwindigkeit läßt ſich in der Figur leicht nachweiſen. Bei ber gleich 
fürmig veränderten Bewegung ift fie unveränderlich; fie ift deshalb die Diffe- 
renz PQ, Fig. 58 und Fig. 59 zwifchen zwei Gejchwindigkeiten OP und 
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MN, wovon die eine einer um eine Secunde (MO) größeren Zeit angehört 
als die andere. Iſt die Bewegung ungleichförmig verändert, alfo die Ge- 


Fig. 58. Fig. 59. 
p C D_ 
—_N.Q 
N nun 
D Q ji | | C 
A M O0 B . A MM 0 B 


ſchwindigkeitslinie C.D eine Curve, fo ift file jeden Zeitpunft (MM) die Acce- 
leration eine andere, und deshalb ift fie auch nicht bie wirkliche Differenz 
PR zwilchen den um eine Secunde MO von einander abftehenden Gefchwin- 
digfeiten OP und? MN = 00Q, Fig. 60 und 61, fondern fie ift die Zu- 
nahme RQ der Geſchwindigkeit MN, welche eintreten witrde, wenn von dem 


Fig. 60. dig. 61. 
C 





A M O B 


Augenblide M an die Bewegung in eine gleichförmig beichleunigte, alfo die 
krumme Gefchwindigfeitslinie N PC in eine gerade Linie NE überginge. Nun 
ift aber die Tangente oder Berührungslinie NE diejenige Gerade, in welche 
eine Curve DN weiter fortgeht, wenn fie von einer gewiflen Stelle (N) an 
ihre Richtung unverändert beibehält; es fällt demnach die neue Geſchwindig— 
feitSlinie mit der Tangente zufammen, esift ſolchemnach auch die bis zu diefer 
Linie gehende Höhenlinie OR die Geſchwindigkeit, welche nad) einer Secunde 
eintreten wirde, wenn die Bewegung vom Anfang derjelben an in eine 
gleichförmig befchleunigte übergegangen wäre, und daher die Differenz RQ 
zwifchen diefer Gefchwindigfeit und der anfänglichen (MN) die Xcceleration 
für den Augenblid, welcher dem Punkte M in der Zeitlinie AB entipridt. 

Man kann natürlich auch die Zeiten und Accelerationen als die Coordi⸗ 
naten einer Curve anfehen, in welchem Falle natürlich die Gefchwindig- 
fetten durch Flächenräume repräfentirt werden. 


$. 27 
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Zweites Capitel. 
Zufammengefegte Bewegung. 


Zusammensetzung der Bewegungen. (in und derjelbe Störper 
kann gleichzeitig zwet oder mehrere Bewegungen befigen; jede (relative) Be— 
wegung befteht ja aus der Bewegung innerhalb eines Kanes und aus der 
Bewegung diefes Raumes innerhalb oder in Beziehung auf einen zweiten 
Kaum. Co befigt ſchon jeder Punkt auf der Erde zwei Bewegungen; denn 
er läuft täglich einmal um die Exrdare und mit diefer zugleich jährlich einmal 
um die Sonne. ine auf dem Schiffe gehende Perſon hat in Beziehung 
auf die Ufer zwei Bewegungen, ihre eigene und die des Schiffes; das Waſſer, 
welches durch eine Boden- oder Eeitenöffnung eines Gefäßes ausfließt, das 
auf einem Wagen fortgefahren wird, hat zwei Bewegungen, die Bewegung 
aus dem Gefäße und die Bewegung mit dem Gefäße u. |. w. 

Man unterjcheidet hiernach einfache und zufammengefegte Bewe— 
gungen. Einfach (franz. und engl. simple) find die geradlinigen Bewe— 
gungen, aus welchen andere gerad- oder krummlinige Bewegungen, die man 
aber deswegen zufammengejegte (franz. composes; engl. composed) nennt, 
beftehen oder beftehend gedacht werden fünnen. 

Die Zufammenfegung mehrerer einfachen Bewegungen zu einer einzigen 
umd die Zerlegung einer zufammengefegten Bewegung in mehrer? einfache 
werden im Folgenden abgehandelt. 


8.28 Erfolgen die einfachen Bewegungen in einer und derfelben geraden Tinte, 


jo giebt die Summe oder Differenz derfelben die refultirende zuſammengeſetzte 
Bewegung, erfteres, wen die Bewegungen nach gleichen Richtungen vor fic 
gehen, legteres, wenn ihre Richtungen entgegengejegt find. Die Richtigkeit 
dieſes Satzes leuchtet jogleidh ein, wenn man die gleichzeitigen Räume der 
einfachen Bewegungen zu einem einzigen vereinigt. Den gleichfürmigen Be- 


wegungen mit den Geſchwindigkeiten c, und cz entjprechen die gleichzeitigen 


Räume c, t und czt; haben diefe Bewegungen eine und diefelbe Richtung, 
jo ift demnach der Raum nad) t Secunden: 

s=at+ot=(a + s)t, 
und folglich ift die refultirende Gefchwindigfeit, mit welcher die zufanmen- 
gefeßte Bewegung vor fid) geht, die Summe der Gefchwindigfeiten von den 
einfachen Bewegungen. Bei entgegengefegten Nichtungen beider Bewegun⸗ 
gen ift: 
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s—=at— alt= (ec — lt, 
bier iſt alfo die refnltirende Gefchtwindigfeit der Differenz der einfachen Ge- 
ſchwindigkeiten gleich. 

Beifpiele. 1) An einer Perſon, welche fih mit 4 Fuß Geſchwindigkeit auf 
dem Verdecke eines Schiffes in der Bewegungsrichtung deſſelben fortbeweat, wäh- 
rend das Schiff felbit 6 Fuß Gefchwindigfeit hat, fcheinen die Gegenftände an 
den Ufern mit 4 + 6 — 10 Fuß Gefhwindigfeit vorbei zu gehen. 2) Das 
Waſſer, welches aus ber Seitenöffnung eines Gefäßes mit 25 Fuß Gefehwindig- 
teit ausfließt, während es mit dem Gefüge zugleich in der entgegengejepten 
Richtung mit 10 Fuß Geſchwindigkeit fortgeht, hat in Beziehung auf die übri- 
gen in Ruhe befindlichen Gegenflände nur 35 — 10=15 Fuß Geſchwindigkeit. 


Diefelben Verhältniffe finden auch bei den ungleichförmigen Bewegungen $. 29 
ſtatt. Hat ein und derjelbe Körper außer den Anfangsgejchwindigfeiten cı 
umd cz noch die conjtanten Accelerationen p, und p,, fo find die entiprechen- 
den Räume cıt, cat, 1 putꝰ, Ya pat?, und haben nun Gefchwindigfeiten 
und Accelerationen eine gleiche Richtung, fo ift der ganze Raum, welcher 
diefen einfachen Bewegungen entipricht: 


s=(a +ta)t + +2) 5 


Sept mn un sn +9 =cewdp + =», fo erhält man 
. 2 
52 er +» — und e8 folgt hiernach, daß nicht allein durch 


die Summe der einfachen Geſchwindigkeiten die Geſchwindigkeit, 
fondern auch durd) die Summe der Accelerationen der einfachen 
Bewegungen die Acceleration der refultirenden oder zufammen- 
gejegten Bewegung gegeben wird. 


Beifpiel. Gin Körper auf dem Monde erhält von der Monds 
maffe die Acceleration 9%, — 5 Fuß und von der Erde die Acce⸗ 
leration 29 = 0,01 Fuß. 88 fällt daher ein Körper A, Fig. 62, 
außerhalb des Mondes M und der Erbe Z, mit 5,01 Fuß, und 
ein Körper B innerhalb M und E, mit 4,99 Fuß Befhleunigung dem Mittel: 
punkte des Mondes zu. 





Parallelogramm der Bewegungen. Hat ein Körper zwei in den $. 30 
Richtungen von einander abweichende Bewegungen zugleich, fo nimmt er eine 
zwilchen beiden inneliegende Bewegungsrichtung an, und find diefe Bewegun- 
gen ungleichartig, ift 3. B. die eine gleichförmig und die andere gleichfürmig 
beſchleunigt, fo ift die Richtung an jeder Stelle der Bewegung eine andere, 
die Bewegung jelbft alfo eine krummlinige. 

Man findet den Ort O, Fig. 63 (a. f. ©.), welchen ein nad) den Rich—⸗ 
tungen AX und A Y zugleich bewegter Körper nad) einer gewiffen Zeit (t) 
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einmmmt, wern man den vierten Eckpunkt (O0) des Parallelogrammes 
AMON aufſucht, das durch die gleichzeitigen Wege AM — r und AN 
— y, jowie durch den Winkel X AY gegeben ift, um weldyen die Bewe⸗ 

Big. 68. gungsrichtungen von einander abweichen. Bon der 
Y 2 Richtigkeit dieſes Verfahrens wird man überzeugt, 
/ wenn man die Wege x und y als micht auf ein- 
[ 0 mal, fondern nad) einander zurücdgelegt annimmt. 
Bermöge der einen Bewegung durdjläuft der Kör⸗ 
per den Weg AM — r, und vermöge der ande- 
ren von I aus in ber Richtung AY, alſo in 
einer mit A Y parallelen Linie IIZ, den Weg 
AN=y Madt man nun MO = AN, fo 
erhält man in O den Ort des Körpers, welcher beiden Bewegungen x 
und y zugleich entjpricht und, der Conftruction zufolge, der vierte Eckpunkt 
eines Parallelogrammes AMON ift. Auch kann man fich vorftellen, daß 
der Raum AM = x in einer Pinie AX zurldgelegt werde, die mit allen 
ihren Punkten zugleid) in der Richtung AY fortgeht, aljo auch M mit AY 
parallel fortführt und diefen Punft den Weg MO —= AN = y beicdrei- 
ben läßt. 








A — I x 


$. 31 Parallelogramm der Geschwindigkeiten. Erfolgen die beiden 
Bewegungen in den Richtungen AX und AY gleichförmig und mit den 
Gefchwindigfeiten cı und c,, fo find die Räume nad) einer gewiſſen Zeit (£): 

= atıdpymct; 


es ift alfo ihr Verhältniß - — zu allen Zeiten daſſelbe, eine Eigen⸗ 
" —1 


thümlichkeit, die nur der geraden Linie 40, Fig. 64, zukommt. Es folgt 
alſo hieraus, daß die zuſammengeſetzte Bewegung in einer geraden Linie vor 

Fig, 64. fi) geht. onftruirt man ferner aus den Ge 
fchwindigfeiten AB = cı und AC—=c das 
Parallelogramm ABCD, jo giebt deſſen vierter 
Eckpunkt den Ort D an, wo fid) der Körper am 
Ende einer Secunde befindet. Da aber die rejul- 
tirende Bewegung eine geradlinige tft, fo folgt, 
daß dieje überhaupt in der Richtung der Diago- 
nale de8 aus den Gefchwindigfeiten conftruirten 
x Parallelogranmes vor fic) geht. Bezeichnet man 
nun den Weg AO, welcher in der Zeit (f) wirk⸗ 
lich zuridgelegt wird, durch s, fo hat man wegen Aehulichfeit der Dreiede 
AMOwmd ABD: 
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‚ 68 folgt demnach diefer Weg: 


x.AD _cı t.AD 
AB — Gq 
Der legten Gleichung zufolge ift der Weg in der ‘Diagonale der Zeit (?) 
proportional, alfo die Bewegung felbft gleichförmig, ihre Geſchwindigkeit c 
gleich der Diagonale AD. 

Es giebt aljo die Diagonale eines aus zwei Geſchwindigkeiten 
und dem von ihnen eingefchloffenen Winkel gebildeten Paralle- 
logrammes die Richtung und Größe derjenigen Gefhmwindigfeit 
an, mit welcher die rejultirende Bewegung wirklich vor fi geht. 
Man nennt diefes Parallelogramm PBarallelogramm der Geſchwindig— 
feiten (franz. paralldlogramme des vitesses; engl. parallelogram of ve- 
loeities), die einfachen Gefchwindigkeiten heißen auc wohl Componenten 
ober Seitengefehwindigfeiten (franz. composantes; engl. components) 
und die zufammengefeßte Gefchtwindigfeit die refultirende oder mittlere 
(franz. resultante ; engl. resultant). 


—=AD.t. 








Durch die Anwendung trigonometrifher Formeln läßt fich die Rich 8. 32 
tung und Größe der mittleren Geſchwindigkeit auch rechnend finden. Die Auf- 
löſung von einem der gleichen Dreiede, 3. B. von ABD, aus denen das 
Parallelogramm ABDOC (Fig. 65) der Gefchwindigkeiten befteht, giebt bie 

Fig. 65. mittlere Geſchwindigkeit AD — c aus den 

Y Seitengefhwindigkeiten AB = cı und AC 

— (, und aus dem von ihren Richtungen ge 

/ bildeten Wintel BAC— « durd die Formel: 

ce=Ve?+c?+ 2cı cz 08.0, 

und den Winfel BAD — 9, ben die mittlere 

Gefchwindigfeit mit der Gejchwindigfeit c, ein- 
ichließt, durch die Formel: 


Ca sin.& 





sin. p = oder 


Cꝛ Sin. C9 SiN. & 
2 oder cotang. P — cotang. a + —— 
Cı + c2 c08.& ci 


& 6 — 6(2 & 
Auch ift tang. (3 — ») = Lo tang.—* 
Sind die Geſchwindigkeiten c, und c, einander gleich, ift aljo das Parallelo- 
gramm derfelben ein Rhombus, fo ergiebt fich in Folge der Rechtwinkeligkeit 
zwifchen den Diagonalen einfacher: 
ce = 26008. 1/0 und  — lg 0. 
Weisbach, Lehrbuch der Mechanik. I. 7 


tang. p = 
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einnimmt, wenn man den vierten Cdpunft (0) des Parallelogrammes 
.AMON aufſucht, das durch die gleichzeitigen Wege AM — x und AN 
— y, fowie durd) den Winkel XAY gegeben ift, um welchen die Bewe⸗ 
Fig. 63. gungsrichtungen von einander abweichen. Von der 
Richtigkeit diefes Verfahrens wird man liberzeugt, 
wenn man die Wege x und y al® nicht auf ein- 
mal, jondern nach einander zuridgelegt annimmt. 
Bermöge der einen Bewegung durchläuft der Kör- 
per den Weg AM — x, und vermöge der ande: 
ren von M aus in der Richtung AY, aljo in 
einer mit A Y parallelen Linie MZ, den Weg 
AN=y. Macht man nun MO = AN, ſo 
erhält man in O den Ort des Körpers, welcher beiden Bewegungen x 
und y zugleich entfpricht und, der Conftruction zufolge, der vierte Eckpunkt 
eines Parallelogrammes AMON iſt. Auch kann man fic) vorftellen, daß 
der Raum AM = x in einer Pinie AX zurückgelegt werde, die mit allen 
ihren Punkten zugleich in der Richtung AY fortgeht, alſo auch M mit AY 
parallel fortführt und diefen Punft den Weg MO = AN = y beidjrei- 
ben läßt. 





$.3l Parallelogramm der Geschwindigkeiten. Erfolgen die beiden 
Bewegungen in den Richtungen AX und AY gleichförmig und mit den 
Geſchwindigkeiten cı und ca, fo find die Räume nad) einer gewiflen Zeit (}): 

= amd y—ct; 


es ift alſo ihr Verhältniß — = zu allen Zeiten dafjelbe, eine Eigen- 
" —1 


thümlichkeit, die nur der geraden Linie AO, Fig. 64, zukommt. Es folgt 
alfo hieraus, daß die zufammengefegte Bewegung in einer geraden Linie vor 
fich geht. Conſtruirt man ferner aus den Ge— 
Ihwindigfeiten AB= ca md AC=c« das 
Parallelogramm ABCOD, fo giebt deflen vierter 
Eckpunkt den Ort D an, wo ſich der Körper am 
Ende einer Secunde befindet. Da aber die reſul⸗ 
tirende Bewegung eine geradlinige ift, jo folgt, 
daß diefe iiberhaupt in der Richtung der Diago- 
nale des aus den Gefchwindigfeiten conftruirten 
Parallelogrammes vor fi) geht. Bezeichnet man 
nun den Weg AO, welcher in der Zeit (t) wirk⸗ 
lid) zurücgelegt wird, durch s, fo hat man wegen Aehnlichkeit der Dreiecke 
AMO und ABD: 


Fig. 64. 
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— — AD ‚ e8 folgt demnach diefer Weg: 





AB 
x.AD _cat.AD _ — 
s— —— * c = AD.t. 


Der legten Gleichung zufolge ift der Weg in der ‘Diagonale der Zeit (?) 
proportional, aljo die Bewegung felbft gleichförmig, ihre Geſchwindigkeit c 
gleich der Diagonale AD. 

Es giebt alfo die Diagonale eines aus zwei Gefchwindigfeiten 
und dem von ihnen eingefchloffenen Winkel gebildeten Paralle- 
logrammes die Richtung und Größe derjenigen Gefhwindigfeit 
an, mit welcher die refultirende Bewegung wirflic vor ſich geht. 
Man nem dieſes PBarallelogramm Parallelogramm der Geſchwindig— 
feiten (franz. parallllogramme des vitesses; engl. parallelogram of ve- 
loeities), die einfachen Gefchwindigkeiten heißen aucd, wohl Componenten 
oder Seitengefchwindigfeiten (franz. composantes; engl. components) 
und die zuſammengeſetzte Geſchwindigkeit die rejultirende oder mittlere 
(franz. resultante ; engl. resultant). 


Durch die Anwendung trigonometrifcher Formeln läpt ſich die Rich- 8. 32 
tung und Größe ber mittleren Geſchwindigkeit auch rechuend finden. Die Auf- 
löſung von einem der gleichen Dreiede, 3. B. von ABD, aus denen das 
Parallelogramm ABDO (Fig. 65) der Gefchwindigfeiten befteht, giebt die 

Fig. 65. mittlere Geſchwindigkeit AD — c aus den 
Seitengejchwindigfeiten AB = cı md AC 
— 6; und aus’dem von ihren Richtungen ge= 
bildeten Winkel BAC = «a durd) die Yormel: 

ce—=Ve?+c2-+2c1C, 08.0, 
und den Winfel BAD = 9, den die mittlere 
Geſchwindigkeit mit der Gejchwindigfeit c, ein⸗ 
jchließt, durch die Formel: 


. sin. 
sin. pP = an 





oder 


Ca sin. & Ca sın. & 
—2T ober colang. P — cotang. aa + —— : 
Cı + Ca cos. & ci 


ci - cꝛ & 
Auch ift Lang. (3 — ») = 7% tang. =" 
Sind die Gefchwindigfeiten c, und cz einander glei, ift alfo das Parallelo- 
granım berjelben ein Rhombus, fo ergiebt fich in Folge der Rechtwinkeligfeit 
zwifchen den Diagonalen einfacher: 
ce — 2008.10 und $ —= !/a0. 
Weisbach, Lehrbuch der Medhanif. 1. 7 


tang.p = 
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Schließen endlich die Gefchwindigfeiten einen Rechtwinkel ein, fo erhält 
man ebenfalls einfacher: 


ce—=Ve?+c} und tang. ꝙ =2. 
1 


Beiſpiele. 1) Das aus einem Gefäße oder aus einer Maſchine ausfließende 
Waſſer bat eine Geſchwindigkeit c, = 25 Buß, während fih das Gefäß ſelbſt 
mit einer Gefchwindigkeit cz — 19 Fuß in einer Richtung bewegt, die mit der 
bes ausfliegenden Waſſers einen Winkel «® — 1300 bildet. Welches ift vie 
Richtung und Größe der refultirenden, oder wie man wohl fügt, der abfoluten 
Gefhwindigteit des Waflers? 


Es it c=Y 252?+192-+2.25.19 08.1300 — Y 625-+361 — 50.19.cos. 500 
— V 986 — 950 cos. 500°— Y 986 — 610,7 = V 3753 = 19,37 Fuß 


die gefuchte refultirende Geſchwindigkeit. 

: 0 
—— — 0,9808 sin. 600 0,7518, und ſonach ber 
Winkel, um welden die Refulticende von der Geſchwindigkeit c, abweicht, 
9 — 48042°, alfo der Winkel, welchen fie mit der Bewegungsrichtung des Ge⸗ 
füßes einfhließt: « — @ = 81018". 

2) Wären die vorigen Gefhwindigfeiten winkelrecht gegen einander gerichtet, 
fo würde cos. @ = cos. WI —= 0, und deshalb die mittlere Gefchwindigfeit 
c—= V 986 — 31,40 Fuß fein; für ihre Richtung wäre tang. 9 = 2% = 0,76, 
daher die Abweichung derfelben von ber erften Gefchwinbigfeit: 9 = 37014. 


Ferner sin. go = 


8.33 Man kann auch jede gegebene Gefchwindigfeit aus zwei Seitengejchwin- 
digfeiten beftehend anfehen, und deshalb, gewiſſen Bedingungen entjprechend, 
in folche zerlegen. Sind z. DB. die Winkel DAX 9, nd DAY=y, 

Fig. 66, gegeben, welche die zu fuchenden Ge- 
Ihwindigfeiten mit der mittleren AD = c 
einfchließen follen, jo ziehe man durd) den End- 
punft D der die c vorftellenden Graden andere 
Linien parallel zu den Richtungen AX und 
AY: die fid) ergebenden Durchſchnittspunkte B 
und D ſchneiden nun die gefuchten Gefchwin- 
digfeiten 
AB=ca mb AlC—= co a. 
X Die Trigonometrie giebt diefe Geichwindig- 

feiten durch die Formeln: 

Fa esin.W 04 csin. ꝙ 

ıT sin(P+V’ ? sinkptr) 

In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung find die beiden Geſchwin⸗ 

digfeiten winfelrecht gegen einander, dann ift alo + d = 90°, 

sin. (P + Y) = 1, und e8 folgt: 
G = 6 cos. ꝙ und = c sin. 9. 


Sig. 66. 
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Uebrigens kann auch aus einer Seitengefchwindigfeit (c,) und ihrem Rich⸗ 
tungswintel (9) die Richtung und Größe der anderen Seitengefchwinbigfeit 
gefunden werden. Endlich laſſen ſich auch aus den Gefchwindigfeiten c, cı 
und c, ihre Richtungswinkel beftimmen, wie man aus den drei Seiten eines 
Dreieds die Winkel deflelben findet. 


Beifpiel. Es fei die Gefhwindigfeit ce — 10 Fuß in zwei Seitengefchwins 
digfeiten zu zerlegen, deren Richtungen um die Winfel 2 —= 65° und 700 
von ihrer Richtung abweichen. Diefe Gefhwindigfeiten find: 

10 sin. 700 9,397 10 sin. 65° _ 9,063 


1. 1850 Tin = 1 0,707 Bl up. 





Zusammensetzung und Zerlegung der Geschwindigkeiten. $. 34 
Durch wiederholte Anwendung des Barallelogrammes der Geſchwindigkeiten läßt 
ſich jede beliebige Anzahl von Geſchwindigkeiten in eine einzige Gefchwindigfeit ver- 
wandeln. Die Conftruction des Parallelogramıme® ABDC (Fig. 67) giebt die 
mittlere Gefchwindigfeit AD zu c, und cz; durch Konftruction des Paralle- 
logrammes ADFE erhält man in AF die mittlere Gefchwindigfeit zu AD 
und AE = c,, und ebenfo ftellt fi durch Conftruction des Parallelo- 
gramme® AFHG die mittlere Gefchwindigfeit AZ — c von AF und 
AG = c,, und dadurd) aud) die vorf ci, Ca, c3 und c. heraus, 

Am einfachften ergiebt fich die in Frage ftehende mittlere Gefchwindigkeit 
durch Conftruction eines Polygones ABDFH, deilen Seiten AB, BD, 
DF und FH ben gegebenen Gejchwindigfeiten ci, Ca, c; und c. parallel 
und gleicy gemacht werden, und deflen legte Seite AH allemal die reſul⸗ 
tirende Geſchwindigkeit ift. 


Fig. 67. Fig. 68. 





Auch, in dem Falle, wenn die Gefchwindigfeitsrichtungen nicht in einerlei 
Ebene liegen, läßt ſich die mittlere Geſchwindigkeit durch mehrfache Anwen⸗ 
dung des Parallelogrammes der Gefchwindigfeiten finden. Die mittlere Ges 
ſchwindigkeit AF— c (Fig. 68) von drei nicht in einer Ebene befindlichen 
Geſchwindigkeiten AB — ci, AC = 0; und AE— cz iſt die Diagonale 

7 * 
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eines Parallelepipeds BCHG, deflen Seiten diefen Gefchwindigfeiten gleich 
find. Dean fpricht daher wohl auch von einem Parallelepiped der ©e- 
ſchwindigkeiten. 


8.35 Zusammensetzung der Accelerationen. wei gleichförmig 
beſchleunigte und mit Null Geſchwindigkeit anfangende Bewegungen 
geben in ihrer Zuſammenſetzung wieder eine gleichförmig beſchleunigte Be— 
wegung in der geraden Linie. Bezeichnet man die Accelerationen dieſer nad den Rich⸗ 
tungen AX und AY (Fig. 69) vor fid) gehenden Bewegungen durd) p, und 

Fig. 69. 29, jo find am Ende der ‚zeit t die Räume: 


AM—=a— a und 


und e8 ift ihr Verhältniß 
= _AE _m 
c y me 
von der Zeit gar nicht abhängig, deshalb 
B M x alſo der Weg AO der zuſammengeſetzten 
Bewegung ein gerabliniger. Macht man 
AB— — pi, und BD= AC—P, fo erhält man ein Parallelogramm 
ABDC, welches dem Parallelogramm AMON ähnlich und für welches 


1 
no 5- -— ht}, dp AO = 1, AD.t iſt. 


A 


AD AB 
Diefer Gleihung zufolge ift der Weg AO der zufammengefegten Bewegung 
dem Quadrate der Zeit proportional, die Bewegung ſelbſt aljo gleihförmig 
befchleunigt, und die Acceleration derfelben die Diagonale AD des aus 
den einfachen Accelerationen p, und 9, conftruirtenen Parallelogramm. 

So wie man alfo durch das Parallelogramm der Gefchwindigfeiten Ge- 
ſchwindigkeiten zufammenjegt und zerlegt, ebenjo Laflen ſich nach genau den- 
jelben Regeln durch ein Parallelogamım, welches man da8 PBarallelo- 
gramm der Accelerationen (franz. parallöllogramme des accelerations; 
engl. parallelogram of accelerations) nennt, Accelerationen zu einer einzi- 
gen vereinigen, ſowie in mehrere andere zerlegen. 


8.36 Zusammensetzung von Geschwindigkeiten und Accelera- 
tionen. Aus der Bereinigung von einer gleihförnmigen Bewegung 
mit einer gleihförmig befchleunigten geht eine gänzlich ungleid)- 
fürmige Bewegung hervor, wenn die Bewegungsrichtungen nicht zufammen- 
fallen. In einer gewiſſen Zeit £ wird bei der Geſchwindigkeit ce in der einen 
Richtung AY, Fig. 70, der Weg: 

AN= y= et, 
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und in derfelben Zeit bei einer unveränderlichen Acceleration in einer gegen 
die erftere rechtwinkeligen Richtung AX der Weg: 


BR 7 
AM=:= 5 


zurüdgelegt, und es ift der Körper im Edpunfte O des aus y —= ct und 


2 
2 = r conftruirten Parallelogrammes. Mit Hilfe diefer Formeln läßt 


fid) zwar der Ort des Körpers zu jeder Zeit finden, allein derfelbe liegt nicht 
in einer und derjelben Geraden; denn nehmen wir aus der erſten Gleichung 


t— — und jegendiefen Werthindie zweite, fo erhalten wir die Bahngleichung: 
— 
20 
Diefer zufolge verhalten fich die Wege (x) in der zweiten Bewegungsrichtung 
nicht wie die Wege felbft, fondern wie die Quadrate (y?) der Wege in der 


Fig. 70. Big. 71. 


en 





erften Bewegungsrichtung, und es ift deshalb der Weg des Körpers aud) 
feine gerade, fondern eine gewifle krumme Linie, welche man in der Geometrie 
unter dem Namen die Parabel (franz. parabole; engl. parabola) Tennen 
lernt. . 


Anmerfung. Es fei ABC, Fig. 71, ein Kegel mit kreisförmiger Balls 
AEBF, fowie DEF ein Schnitt vefielben parallel zur Seitenlinie BC und wins 
telreht zum Durdfehnitt ABC geführt, und OPNQ ein zweiter, mit ber 
Bafis paralleler und deswegen ebenfalls kreisförmiger Durchſchnitt. Es fei 
ferner ZF vie Durchſchnittslinie zwiſchen der Baſis und dem erften Schnitte, 
und ON vie zwifchen beiden Schnitten; denken wir ung endlich im triangulären 
Durchſchnitte ABC vie parallelen Durchmeſſer AB und PQ und im Schnitte 
DEF vie Are DE geführt. Alsdann gilt für die halbe Kreisfehne MN—=MO 


die Gleichung MN?=PM.MQ; aber MQ it = GB und für PM gilt bie 
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Broportion PM:DM=AQG:DG, es ergiebt fid) daher: 


DM.AG 
2 — ® 
MN’=BGa.— 5; 


Ebenſo iſt aber auh FE? = BG. AG; dividirt man daher beide Gleichungen 
durch einander, fo folgt: 








es verhalten fi alfo die auf der Are abgefhnittenen Stüde (Ab— 
feiffen), wie die Quadrate der entfpredhenden Berpendifel (Orbi- 
naten). Diefes Gefeß flimmt mit dem oben gefundenen Bewegungsgefehe voll: 
fommen überein; es geht alfo diefe Bewegung in einer frummen Linie DNE 
vor fi, welche einem Kegelſchnitte angehört. 

Ueber die Eonftruction, Tangentenlage und andere Gigenfhaften der Parabel 
ift im Ingenieur Seite 175 u. f. w. nachzuſehen. 


8.37  Parabelbewegung. Um die aus der Zufammenfegung von Geſchwin⸗ 
digfeit und Acceleration hervorgehende Bewegung vollftändig zu kennen, muß 
man auch noch die Richtung, Geſchwindigkeit und den durdjlaufenen 
Weg für jede Zeit (£) angeben fünnen. Die Gefchwindigfeit parallel zu 
AY ift unveränderlih — c, die parallel zu AX aber veränderlich und 
— pt; conftruirt man nun aus diefer Geſchwindigkeit OQ — c und OP 
— pt das Parallelogramn OPRQ, Fig. 72, fo erhält man in der Dia- 

Fi gonale OR deſſelben die mittlere 

g. 72. ER tage 

oder diejenige Geſchwindigkeit, mit 
welcher der Körper in O die para⸗ 
bolifche Bahn AOU verfolgt. Diefe 

Geſchwindigkeit ſelbſt ift: 
v—Ve + (pt)2. 

Ehenfo giebt OR die Tangente _ 
oder Richtung, in welcher der Kör⸗ 
per in O einen Augenblid lang fort- 
geht, und es iſt flir den Winkel 
POR=XTO=9, welden 





gegeben. | 


Um endlich noch den durchlaufenen Raum ober Curvenbogen AO —s 
zu finden, kann man fich der Gleichung 6— vi ($. 19), wonach fich die als 
Elemente anzufehenden Kleinen Theile deſſelben berechnen laſſen, bedienen. 
Uebrigens giebt auch die höhere Geometrie eine complicirte Formel zur Bes 
rechnung der Länge eines Parabelbogens. 
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Wir haben feither angenommen, daß die urfprünglichen Bewegungsrich- 8. 38 
tungen einen Rechtwinkel einfchliegen, und müflen nm uoch denjenigen Fall 
näher Tennen lernen, bei welchem die Richtung der Acceleration mit ber 
Geſchwindigkeit einen gewiffen Winkel einfchließt. Hat der Körper in ber 
Richtung AYı (Big. 73) bie Geſchwindigkeit c und in der Richtung AX,, 

Fig. 73. welche mit der erften den Winkel 
X, AYı =a einſchließt, die Ac- 
celeration p, fo ift A nicht mehr 
Sceitelund AX, nicht mehr Are, 
- fondern nur die Arenrichtung der 
Parabel. Der Scheitel C fteht 
vielmehr um die Coordinaten 
CB=aund BA=b, wovon 
die erftere in die Are ſelbſt fällt 
und die legtere winkelrecht darauf 
fteht, von dem Anfangspunfte A. 
der Bewegung ab. ‘Die Geſchwin⸗ 
digfeit AD==c beiteht aus den Seitengejchwindigfeiten AF'=csin.« und 
AE= ccos.o. Bon ihnen ift die erftere immer diefelbe, die letztere aber 
der veränderlichen Geſchwindigkeit pt gleich zu ſetzen, vorausgefett, daß der 
Körper die Zeit 4 nöthig gehabt hat, um vom Scheitel C nach dem eigent- 
lichen Anfangspunfte A zu gelangen. E8 ergiebt ſich aljo: 


C.C0S.& 








c.c08.& — pt, folglid t = — daher 
..).__pt _ c?cosa? 
. c? sin. & C08. c? sin.2 & 
2) BA=b=csin.a.t= ———— = — — ˖ 
f 2 2» 


Hat man durch diefe Abftände den Scheitel C der Parabel gefunden, fo 
kann man, von da ausgehend, filr jede beliebige Zeit den Ort O des Kür. 
pers beftimmen. Uebrigens gilt auch, CM — x und MO —y geſetzt, die 
allgemeine Yormel: 


py V 2% 
— — — — C 842n. ¶ — ⸗ 
* 2 sin. a2’ ober y ’ p 


Anmerkung. Die feither abgehandelte Theorie der parabolifgen, aus einer 
unveränderlichen Geſchwindigkeit und einer conflanten Acceleration hervorgehens 
den Bewegung findet ihre Anwendung in der Balliſtik, oder ber Lehre von 
der Wurfbewegung. Die ſchief auf- oder abwärts geworfenen Körper würden in 
Folge ihrer Anfangsgeſchwindigkeit (c) und ber Acceleration der Schwere (g = 
31Y, Kup) einen Parabelbogen durdlaufen, wenn der Widerſtand ‚der Luft be⸗ 
feltigt wäre, oder die Bewegung im Iuftleeren Raume vor fih ginge. Iſt die 
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Wurfgefhwindigfeit nicht groß und der geworfene Körper fehr ſchwer in Hinſicht 
auf fein Volumen, fo fällt die Abweichung von der Parabel klein genug aus, 
um biefelbe ganz vernachläfftgen zu fünnen. Am vollkommenſten wird noch die 
parabolifhe Bahn an fpringenden Wafferftrahlen, wie fie ſich beim Ausfluffe aus 
Gefäßen, bei Sprigen u. f. w. bilden, vorgefunden. Abgefchoffene Körper, wie 
+ DB. Geſchützkugeln, beſchreiben in Folge des großen Luftwiderſtandes, von ber 
Parabel bedeuten abweichende Bahnen. 


8.39 Wurfbewegung. Ein unter dem Elevationswintel PAD « (Fig. 74) 
abgefchoffener Körper fteigt auf eine gewiffe Höhe BC, welche die Wurfhöhe 
Fig. 74. (franz. hauteur du jet; 
engl. height of projection) 
genannt wird, und er erreicht 
die Horizontalebene, von der 
er in A ausgegangen ift, 
in einer Entfernung AD, 
welhe die Wurfweite 
(franz. amplitude du jet; 
engl. range of projection) 
heißt. 

Aus der Gefchwindigkeit 
c, der Acceleration g und 
dem Elevationswinkel folgt, 
nad $. 38, indem man p durch g und « durch 90° 4 «a®, alſo cos. a 
durch sin. « erjeßt u. ſ. w.: 


die Wurfhöhe OB = a = 





c? sin. a? 





die halbe Wurfmweite AB=b— 27 
Aus der legten Formel erfieht man, daß die Wurfweite am größten aus- 
fällt, wenn sin.2& = 1, alfo 20 — 909, d. i. « — 450 iſt. Ein unter 
dem Elevationswinkel von 45 Grad auffteigender Körper erreicht alfo die 
größte Wurfweite. 
Auch ift | 
— __I9% 
20? cos. @?’ 
und für einen Punkt O der Wurfbahn bat man, wenn OM = x um 
MO = y deſſen Coordinaten find: 


Ü 


_ 9 

2.c? cos. a?’ 
oder, wenn er durch die Soordinaten AN = x, und NO = yı angegeben 
werden joll, da 
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z= CM=BC—- NO=a— yı uw 
y=MO=AB-—-AN=b-— a if: 

9b — x)? 


BT NT gr cos. a’ 
folglich: 
Yyı — 4 lt ZaR, oder, da a La —= 0 ift, 
Yı = %ı lang. & — —— 
Setzt man in der Öleihung yı = xı fang. — —— ‚ für — 


den Werth 1 + tang. «?, und löſt man dieſelbe in Beziehung auf tang.« auf, 
fo erhält man folgenden Ausdrud für den Wurfwinkel (x), bei welchem ein 
durch die Koordinaten zı und Y, gegebenes Ziel erreicht wird: 


rang. & =. = VES-e+%) -(! + TE ) 
ar (Z —) =1+ 3 gı 
—Vy — + Var + yM), 








‚ oder dt — 2gyıc?—=g?x), alſo: 


fo fällt einfach 
tang. & = Ka 
u 9% 
aus. Kleinere Werthe fir c machen fang. « imaginär, und größere Werthe 
für c führen auf zwei Werthe für fang. &; im erften Falle ift das Ziel gar 


“nicht zu erreichen, und im zweiten Falle wird e8 entweder beim Steigen oder 


beim Fallen des geworfenen Körpers getroffen. 


Beifpiele. 1) Ein unter dem Elevationswintel von 66% mit 20 Fuß Ge: 
ſchwindigkeit auffteigender Waflerfirahl, dem alſo die Gefchwindigfeitshöhe 
kh = 0,016 . 202 — 6,4 Fuß zufommt, fteigt auf die Höhe a = Äh sin. = 
6,4 (sin. 660%)2 —= 5,34 Fuß und Hat die Wurf: oder Sprungweite 25 = 
2. 6,4 sin. 1820 = 2. 6,4 sin. 480 = 9,51 Buß. Die Zeit, welde jedes 
Waffertheilden braucht, um den ganzen Parabelbogen ACD zu burchlaufen, iſt 

2 c sSin. « 2. 20. sin. 66° 


t= 9 = 77; >= 1,17 Secunde. Die Höhe, welche dem Ho⸗ 
rigontalabftande AN = x, = 3 Fuß entfpricht, iſt 
. 31,25 .9 0,35156 
* o__ a .9 — _ 230790 
Yy, = 3. bang. 66° — 2. (oos. 6005 = 6738 16a 


— 6,738 — 2,125 = 4,613 Fuß. 
2) Der aus einer horizontalen Röhre ausfliegende Wafferftrahl hat auf einer 
Höhe von 1%, Fuß eine Sprungweite (halbe Wurfweite) von 5Y, Fuß; wie 
groß ift die Sefchwindigfeit des Waffers? 
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gy _ fg h= hierin x = 1,75 und 
202 7 rg 5 42’ 


5,252 
y = 5,25 gefebt, ergiebt fh A = 1.17 


entfprechende Gefchwindigfeit c = 15,68 Fuß. 


$. 40 Springende Wasserstrahlen. Die Eigenthimlichfeiten der Bewegung 
des Waſſers in fpringenden Strahlen werden befonders durch Folgendes dar⸗ 
gethan und zur Anfchauung gebracht. Nach dem Vorftehenden find 
gx®[1 + (tang. «)?] 
Om 
202. 
9% [1 + (tang. e,)?] 
2.0? 
die Gleichungen der Parabeln, welche zwei mit derfelben Geschwindigkeit o 
unter verjchiedenen Neigungswinkeln & und «, auffteigende Waſſerſtrahlen 
bilden. Setzt man zı — x und ſubtrahirt man dieſe Gleichungen von ein⸗ 
ander, fo erhält man die neue Gleichung 


Aus ber Formel = 


— 8,937 Fuß, und die dieſer Höhe 





yz==xTtang. a — 


Yı = %ı bang. — 


Yy— yı = 3 (tang. a — tang. a) — zarten &)? — (tang. &,)?] 


= x (tang. a — tang.aı) (1 — —— =; (tang. a -+ tang. )): 


Nimmt man ferner an, daß diefe beiden Bafferteahfen nahe unter den⸗ 
jelden Winkeln auffteigen, und verlangt man endlich), daß beide Parabeln 
einen Punkt gemeinschaftlich haben, jo hat mau yı —=y, daher 


& (tang. & — tang. &,) (1 — 2 (tang. @ + tang. )) == (, alſo 


% 
2 (tang. & + tang. ,)—=1, 
oder, da fi) &ı = a fegen läßt, einfad) 
gxTtang.ı c? 
— = 1, folglich tang. « = 7 
Führt man dieſen Ausdruck in der Gleichung 


2 
Y=%lang.a — * [1 + (tang. a)?] 


ein, jo erhält man die Gleichung 
_2_ga(, AR _ge 
y-= ( a) = 29 2e? 
der Curve DPSPD, Fig. 75, welche durch die benachbarten Punkte 
geht, worin fich je zwei ber mit verfchiedenen Winkeln aus einem und dem⸗ 
jelben Punkte A auffteigenden Parabeln fchneiden, und daher auch daS ganze 
Syſtem der Parabeln ACD, AOR u. |. w. berührt oder umhüllt. 
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Die Sprunghöhe des ſenkrecht auffleigenden Strahles iſt AS — =, 
und die Sprungweite des unter dem Winkel « = 45 Grab auffteigenden 
Big. 75. 





c? sin.2& 
29 29 
Berlegt man den Coordinatenanfangspuntt von A nach S, erjegt man 
alfo die Coordinaten AN= x und NP=y durd) die Coorbinaten 
ST=um UP=v, fo hat man 


3 — 
Strahles ACDAD—2. —2. 2 278 


2 
y=45S—SU= 7 —-uws—=AN=UP=v, 
daher geht die obige Gleichung 


BE; go, . 
9, 30 in folgende über: 
FE LEN La 
u= oder v zur u. 
Diefe Gleichung gehört der gemeinen Parabel mit dem Parameter p — 


2 — 
445 an, und es iſt daher auch die Umhüllungscurve DPSPD 
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der fännmtlichen aus demfelben Punkte A auffteigenden Waflerftrahlen die 
gemeine Parabel mit dem Scheitel S und der Are SA. 


Big, 76. 





Ein nad; allen Richtungen aus A auffteigender Strahlenbündel wird 
folglicd) von einem Baraboloid umhüllt, welches durch Umdrehung der Um⸗ 
hüllungscurve DPSPD um AS entteht. 

Iſtet die Zeit, in welcher der in einer Parabel auffteigende Körper den 
Bogen A O, Fig. 76, zurücklegt, deſſen Coordinaten AN=x und NO=y 


find, jo hat man 


12 
x = ct cos. und y — ctsin.d — . folglich aud) 


1 2 
cos. — — und sin. — y+!gt? : 
ct ct 


Setzt man num diefe Werthe für cos. und sin. in die befannte trigo- 
nometrifche Formel (cos. @)? + (sin. a)? = 1 ein, fo erhält man folgende 
Sleihung: 





ER CE BA LE Lo ER Ä —— 

Co le —— 
Wenn von einem Punkte A, Fig. 76, aus gleichzeitig in derſelben Ver⸗ 

ticalebene Körper unter verjchiedenen Neigungswinkeln emporgeworfen werden, 
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fo find die Orte, welche diefelben nad) irgend einer Zeit t einnehmen, durch die 
zulegt gefundene Gleichung beftimmt, welche einem Kreife vom Halbmeſſer 
r — ct angehört, deſſen Mittelpunkt um die Größe a — !/, gt? ſenkrecht 
unter dem Ausgangspuntte A liegt und ſich daher aud in der Form 
23 + (y + a)2—r? darftellen läßt. Dieſer Kreis wirb daher aud) gleid- 
zeitig von den in einem und demfelben Augenblide aus A auffteigenden 
Elementen ſpringenden Waſſerſtrahlen ACD, AOP, ALS... erreidtt. 
c? 


x 

i — — — 4 0 — 
Setzt man in der Formel ti — 450, und —=AB= 27 
V Ya, daher die Zeit zum 


c — 
29 cos. a66 9 


Durchlaufen des Parabelbogens ACD, 21, = ‚v2 ‚ und den Halb- 


mefler des Kreifeg DL .D, welcher von ben verjchiedenen Waflerelementen 
gleichzeitig erreicht wird: 
2 2 2 — 
KdD=r—=c— v® — 35 8 = 2828, — 2828.48, 
jowie den Abſtand des Mittelpunktes X von A: 
2 2 — 
AR=a=g= = 257 — 248. 

Theilt man nun DK in 4, fowie AK in 16 gleiche Theile, fo kann 
man, da r mit & und a mit £? proportional wächſt, aus den Theilpunkten 
1,4, 9 von AK mit /, DK, ?/, DK und 3/4, DK andere Kreife befchrei- 
ben, welche andere in gleichen Zeiten durchlaufene Barabelbögen abjchneiden. 
So fchneidet z. B. der aus (1) mit La), DK befchriebene Kreis in 
den Punkten &, co, ..., fowie der aus (4) mit AB==1/; DE befchriebene 
Kreis in den Punkten B, Pı ... gleichzeitig durchlaufene Parabeliwege A «, 
Acı..., jowie Aß, Aßı... ab. 

Dreht man diefe Kreife um die verticale Are KL, fo befchreiben fie die 
Kugelflächen, welche die gleichzeitig durchlaufenen Parabelwege begrenzen, 
wenn die Strahlen rund herum, nach allen Richtungen und unter allen Neis 
gungswinkeln auffteigen. 


ein, fo erhält man ti, — 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Aus der Vereinigung $. Al 


bon mehreren Gefchwindigkeiten mit mehreren unveränderlichen Accelerationen 


‚entipringt ebenfalls eine parabolifche Bewegung, denn e8 laſſen fich nicht 


nur die Gejchwindigfeiten, fondern auch die Accelerationen. zu einer einzigen 
vereinigen; es ift alſo das Ergebniß dafjelbe, als wenn nur eine Gejchwin- 


digfeit und nur eine Xcceleration, d. i. nur eine gleihförmige, und nur eine 


gleichförmig befchleunigte Bewegung vorhanden wäre. 
Sind die Uccelerationen veränderlih, jo fann man fie ebenjo gut zu einer 
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mittleren vereinigen, al® wenn fie conftant wären, denn es ift erlaubt, die- 
jelben in einem unendlich Heinen Zeittheildhen (7) als unveränderlich, die 
entſprechenden Bewegungen aljo innerhalb diefes Theilchens als gleichförmig 
befchleunigt anzufehen. Allerdings ift die reſultirende Acceleration veränder- 
(ih, wie ihre Componenten ſelbſt. Bereinigt man nun dieje rejultirende 
Acceleration mit der gegebenen Gejchtwindigkeit, jo läßt fich ein Heiner Para- 
beibogen angeben, in weldyem die Bewegung während eines Meinen Zeittheil- 
chens ftatthat. Beſtimmt man fo für das folgende Zeittheilchen wieder die 
Gefchwindigfeit und die mittlere Acceleration, fo läßt fich ein neues, einer 
anderen Parabel angehöriges Bogenſtück finden, und fährt man fo fort, fo 
erhält man nad) und nach die angenäherte vollftändige Bahncurve. 


8.A2 Man kann jeden Heinen Bogentheil irgend einer Curve als einen Kreis⸗ 

bogen anfehen. Der Kreis, welchem diefer Bogen zugehört, heißt Kriim- 

mungskreis (franz. cercle osculateur; engl. circle of curvature), und 

fein ihm zugehöriger Halbmefjer Krümmungshalbmeſſer (franz. rayon 

de courbure; engl. radius of curvature). Es läßt ſich ebenjo die Bahn 

eines bewegten Körpers aus Kreisbogen zufammenfegen, und deshalb eine 
Formel für ihre Halbmeſſer entwickeln. 

Es fei AM (dig. 77) ein fehr Heiner gleichförmig bejchleunigt zurück⸗ 


2 
gelegter Weg —— in der Richtung AX, und AN ein ſehr kleiner, 


Fig. 77. gleihförmig durchlaufener 
Weg y=rvr, md O der 
vierte Endpunkt des aus x 
und y conftruirten Baralle- 
logramms, d. i. der Punkt, 
welchen der von A aus⸗ 
gehende Körper am Ende 
des Zeittheilchens (T) ein- 
nimmt. Legen wir 40 
rechtwinkelig gegen 4 7 
und fehen wir num zu, aus 
welchen Punkte CO’ in die- 
fer Linie fi ein Feiner 
Kreisbogen dur) A und O 0 
befchreiben läßt. Wegen 
der Kleinheit des Bogens 
AO können wir annehmen, 
daß nicht allein CA, ſon⸗ 
dern aud) die Gerade COP 
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rechtwinfelig gegen A Y ftehe, daß alfo im Eleinen Dreiede NO.P der Wintel 
NPO ein rediter fei. Die Auflöfung dieſes Dreiecs giebt: 
R 


2 
OP—= ONSin. ONP—= AM sin. XAY— — sin. ei, 
und die Tangente 
pr? pt 
AP=AN+NP=u + wa = (? + Zone) t. 


welche fih — vr jegen läßt, weil — cos. & wegen bes ımenblich Heinen 


Factors T gegen v verfchwinde. Nun ift aber nad) der Lehre vom Sreife 
AP—= PO.(PO+2CO), oder, da PO gegen 200 verſchwindet, 
AP —PO.2CO; & folgt daher der gefuchte Krümmungshalb- 
mefjer: 
AP „72 v? 

== - 2PO prsin.e ypsna 

Um den Krümmungshalbmeffer conftruirend zu beftinmen, trage man auf 
die Normale zur anfänglichen Bewegungsrichtung A Y die Normalaccele- 
ration, db. i. den normalen Componenten » sin. « als AD auf, verbinde 
den Endpunkt E der Gefchwindigfeit AE — v mit D durd) die Gerade 
DE und ziehe EC winkelrecht auf DE; der dadurch beftimmte Durchfchnitt 
C mit der erften Normalen ift der Mittelpunkt des Kriimmungsfreifes durch A. 

Durch Umkehrung der letzten Yormel folgt die Normalacceleration 


2 
n = psin.a —= — e8 wächft hiernach biefelbe wie da8 Quadrat der Ge- 


ſchwindigkeit v und umgelehrt wie ber Krlmmungshalbmefler r, alfo direct 
mit der Stärke der Krümmung. 


Beifpiel. Für die durch die Acceleration der Schwere bewirkte parabolifche 
2 
Bahn if r— 0,032 nz und im Scheitel diefer Eurven, wo « — 90°, alfo 
sin.a —= 1, fällt r = 0,082 c? aus. Bei einer Gefchwindigfeit von 20 Fuß 
ergäbe fi alfo r —= 12,8 Fuß; je mehr ſich aber der Körper vom Scheitel ent- 
fernt, deito Heiner wird « und deſto größer wird folglih der Krümmungshalb- 
meſſer. 





Hat der Punkt A das Wegelement AO — 6 durchlaufen, fo iſt feine 8. 43 
Geſchwindigkeit eine andere geworden, weil fi) mun zur anfänglichen Ge- 
ſchwindigkeit v in der Richtung von A Y die erlangte Gefchwindigfeit pr in 
der Richtung von AX gefellt, umd es ift folglich fir den neuen Gefchwin- 
digfeitswerth v,, dem Parallelogramm der Gefchwindigfeiten zu Folge: 

vv? + 2vprcos.a + pr? —=v? + pt(2vcos.@ + pr). 
oder da PT gegen 2vc0s.« verfchwindet, 
vo =v? + 2pvr cos. 0. 
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Noch ift vr das Wegelement AN — AO==06, und p cos. die Tangen⸗ 
tialacceleration, d. i. der Component % ber Acceleration » in ber Tan⸗ 
genten- oder Bewwegungsrichtung, daher hat man: 

u — dv — ko. 

Auch ift 6cos. die Projection AR = &, des Wegelementes in der Rich⸗ 

tung der Acceleration, daher hat man aud): 


—— 
2 —»L. 





Bei fortgefegter Bewegung geht nad) und nach v, in ©, 23... 2, über, 
wobei die projicirten Wegtheile um br Ess... &n wachen, es ift 





v2 — v2 o—ı u — vl 
— 2 —=pb, ® 9 ı—pbn... ‚= — pE, 
daher folgt durch Addition: 
u — v? 


—=p(ä +6 +..$g)=psz, 


wenn 2 die Brojetin des ganzen Qurvenweges in der Richtung AX ber 
Acceleration bezeichnet. Auch läßt ſich 
— tat +2), 
2 > n 
fegen, wenn die Acceleration variabel ift und nach und nad) die Werthe 
Pi, Pa ... 2, annimmt. 

Es ift alfo die Geſchwindigkeitsveränderung gar nicht von der Geftalt 
und Größe, fondern nur von der Projection = des Weges in der 
Richtung der Acceleration abhängig. Aus diefem Grunde haben z. B. die 
MWaflerelemente ſämmtlicher fpringenden Strahlen in Fig. 76, wenn fie eine 
und diefelbe Horizontale ZH erreichen, eine und diefelbe Gefchtwindigfeit. Iſt, 
wie oben, c die Austrittd- oder Anfangsgefchwindigfeit, v die Geſchwindigkeit 
in AH, und b die Höhe der Linie Z/H über dem Anfangspunft A, fo 
bat man 





2 — (? 
u 5 Vo gb, und daher 
v—=Ve — 2gb. 

Iſt an einer gewiflen Stelle der Bewegung, « — 90 Grad, fo fällt bie 
Tangentialacceleration k —= p cos. «a —= 0 aus und die Normalacceleration 
n — psin.a mit der mittleren Acceleration 9 zuſammen. Auch ift dann die 
Beränderung des Gefchwindigfeitsquadrates bei Durcjlaufung eines Weg- 
elementes 0, vo? — 220, alſo 7 =v; und wenn fi nun bei fortgefeßter 
Bewegung in einer Curve die Richtung der Acceleration jo ändert, daß fie 
ſtets normal zur Bewegungsrichtung bleibt, aljo eine Tangentialacceleration 
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ar nicht vorfommt, jo ift aud) bei Durdjlaufung eines endlichen Curven⸗ 
weges, 27 — 2?—0, aljo v, —=r, unveränderlich, alfo die Endgeſchwindigkeit 
gleich der Anfangsgeichwindigfeit c. 
Die Norntalacceleration, bei welcher diefe Beftändigfeit der Geſchwindigkeit 
jtatthat, iſt 
ce? 
PP: — 
und ſie fällt bei der Bewegung im Kreiſe AOD, Fig. 78, da hier der 
Krümmungshalbmefler (A=C0O=CD=r conſtant ift, ebenfalls 
Fig. 78. unveränderlid aus. Umgekehrt bringt auch 
eine unveränderliche Acceleration, welche ben 
Körper unaufhörlich rechtwinkelig von feiner 
Bewegung ablentkt, eine gleichförmige Umdrehung 
im Kreiſe hervor. 


c 
Beifpiel. Ein Körper, welcher in einem 
/ Kreife von 5 Fuß Halbmeffer fo herumgeht, daß 
n er zu jeder Umdrehung 5 Secunden Zeit braudit, 
er 2ınr 2n.5 


hat die Gefhwindigfeit ce — ern 


(6, — 





—=2.n = 6,283 Fuß, und die Normalacceleratioen p = —— 17,89% Fuß; 


d. 5. er wird in jeder Secunde um , p —= U, . 7,896 = — Fuß von der 
geraden Linie abgelenkt. 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Bewegt ſich ein Punkt P, 
dig. 79, nach zwei Richtungen AX und AY zugleich, fo laſſen ſich feine 
Wege AK—=LP=x und AL—=KP=y als Coordinaten der von der 

Sig. 79. Bahn deſſelben gebildeten Curve 
TE APW anfehen, und ift num 
ot das Zeitelement, innerhalb 
deflen der Körper die Weg— 
elemente PR =09x und 
RQ = 0Oy zurüdlegt, jo hat 
man nad ($. 20) die Ab- 
ſeiſſengeſchwindigkeit: 
1) — 
ot’ 
jowie die Drdinatenge- 
X Ihwindigfeit: 
0 
2) v= — 
C umd daher die daraus reſulti⸗ 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik Bp. 1. 8 





(8. 44) 
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rende Tangential- oder Curvengefchmwindigfeit, werm die Bewegungs— 
richtungen AX und A Y den Recdtwinkel einschließen: 


V ox\? I, — top? 08 
— 24 2— 
3) w—Vw+o 2 +(Z IB Tor 


wo Os das Curvenelement PQ bezeichnet, welches nad) Art. 32 der analy— 
tifchen Hülfslehren 
Vor: +0y2 zu jegen ift. 
Ebenfo ift die Abfciffenacceleration nad) ($. 20): 


ou 
Fig. 80. 4) v — — 
Fig ) p ot ’ 
jowie die Ordinatenacce— 
leration: 
_6r 


Fuür den Tangentenwin- 
fel PTX=QPR=e, um 
welchen die Bewegungsrichtung 
Pw von der Abfciffenrichtung 
abweicht, hat man: 





ev _0y 
lang = =, 
ſowie auch: 
Neo sin. — —— und 
w 0s 
__ U __0% 
008.0 = —*5 


Die Nccelerationen p und q laſſen fi) nad) der Tangentiafrichtung PT 
und nad) der Normaltichtung PN in die Komponenten: 
Pi = Pcos. a und 9 — P sin. a, fowie 
gı = gsin.a und , =gcos. « 
zerlegen, woraus fich durch eine andere Zuſammenſetzung die TZangential- 
acceleration: 
k=p + gı =pcos.a + qsin. 
_ du u O0vV € uou + vor 
"Hr aa un mo 
und die Wormalacceleration: 
n = — 9 =Psin.a — gcos. u 
ou v ov u vou — udr 


9%» tu wot 











ergiebt. 
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Nun folgt aber aus u? +v?—w? durch Differenzüren: 
uou+vov—=wdw, 
daher ift einfach) die Tangentialacceleration: 





, wow ow 
) 77 
Ferner ergiebt ſich aus tang. — — 
0) fang. ar rer 


(ſ. analyt. Hitffslehren Art. 8), und es ift der Krümmungshalbmeſſer CP 
— 00 des Bogenelementes PQ, nad) Art. 33 der analytifchen Hülfslehren : 





a... 
O8? Ctang.a’ 
daher folgt: 
ut — u _wWOos?__ 08 © (& »_w*0s 
vou— uov—=— u?dtang.ea— Toa roöR Fr \ot rn. 


und daher die Normalacceleration einfad) 
__wOs _w 0s _ w? 


7) "wit ru: Tr. 
Endlich folgt: 
ow Os 
kös— — Fr -0s—= 5 on—=wöw; 


woraus ſich nun wie in ($. 20): 
we — c? 
8) „ = ri kos 


ergiebt, wenn man annimmt, daß bei Durdjlaufung des Weges s die Ge- 
ichwindigfeit ce in w übergeht. Es ift aljo auch) bei der frummlinigen 
Bewegung bie halbe Differenz der Gefhwindigfeitswerthe das 
Product aus der mittleren Acceleration (k) und dem Wege s. 
Ebenfo it pox + y0y=u9u+tror—=wow, aljo auch nod): 


9) w—r = /(pox+goy)—= [por + fady, und 


10) [%0s — /p0a +/ 0%, oder 
kös—=»0x + g0y. 
Das Product aus der Tangentialacceleration und dem Eur- 
venelemente ift alfo gleich der Summe von den Probucten aus 


den Coordinatenaccelerationen und den ihnen entſprechenden 
Coordinatenelementen. 








8* 





ils Erſter Abſchnitt. Smerres Simitel. x 44. 

Berivrel. vin Korper beweys ih .nm der rien Are AX mu ver Geſchwin⸗ 
digkeit »— 126, und:n Ser anderen Ne AY mu der Seſchwmindigkent y = 4° — +: 
man jofl die übrigen PBerhälrmine der Ateraus ceruierenTen Bewegung ermittelt. 


Tie entſprechenden Coordinatengecelerattienen 12: 
hW/j y3r 


= ——l2 und = — —* “r 


yf 
und die zugebirigen Seordinaten cter Arenwege reldıt: 
s=fwst= jr —=6n um 
yzfeıt=j in —9 votn_ove 
=) . — 3 


wofern dieſe Raͤume mir der Zerz — U) oeginnen. Die Curven- over Tangen-— 
tialgeſchwindigkeit int: 

V— 2 -Yiunrtir_ m Jeriaresatiity 
jolglib die Tangentizisweleratien: 


= der Ordinatenaeceleratien q. und der Gurvenweg: 
» . 4 

= = /(t +9) t=— +98 
J wit=/ (49) 3 


Ferner if für die Bewegungstichtung: 








lang. u 7 137 — ler 
daher: 
42? +9 
d .e= — 
tang. « — 3 
und der Krummungshalbmener ver Bahn: 
— 3» (4 + 9)3 . 227 4412 + 9% 
TO dErrdltang.e NMPAURTI) — 0m 
PP 
ster r nn 


Hiernach ift nun noch die Normalacceleration, wedurch der bewegte Körper vie 
fletige Richtungsänderung erleidet: 


w? _ 
Nn—= = 12, alfo conſtant. 


Tie Sleihung der Bahncurve folgt, wenn man t — V: in der obigen 
Gleichung für y einfebt: 


3 V (@-VE=@e-)VF 


Die Ordinate iſt?ein Marimum für © = 0, d. i. für t2 — 7., alſo für 


8 . 9 27 
I=7 wo=6.%=6.7=7, un: 
9.3 3 
ir ar er er ee 
Sie iſt dagegen = 0, für 0-7, oder ti=V5 und x =5. Es 
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läuft alfo die Bahncurve anfangs unter ber Abſciſſenaxe Hin, durchſchneidet nad 


ber Zeit t =\V 2, und zwar bei der Abfeiffe x = > biefelbe, und bleibt 
von da an über biefer Are. 

Folgende Tabelle enthält eine Zufammenttellung ber zufammengehörigen Werthe 
von L, u, v, W, &, y, tang. «, r und 8, wonad die entfpreddende Bahncurve 
ABCDE in $ig. 81 conftruirt if. 




















Fig. 81. 
E 
| 
Y 
1 27 _ 85 | 
| | 
| 
| B Kon. 6 Im 
rt ’7 ! o. 
| er 
. i h 
| D s6 | 
0 6 13,5 24 40, ĩ u | x 
lo 18V3 96 
9 h 18 
t | u v w | & Y tang. « r | 8 
0 0 —9 9 0 0 — 7 0 
- 23 5 169 3l 
1, 18 0 | 18 = —9 0 — 27 18 
22 7 625 86 
92 > — — — — — 
2 24 7125 | 24 3 51 13 3 
3. — 
ZV 3! ısY 53 18 | 36 = 0 V+ —108 | 97 V 3 
, . 5 675 
3 36 27|4|54) +9 T urn 63 
143 55 1875 364 
4 5 130 > —2 22 
48 55 75 | 96 3 5 7 3 


Relative Bewegungen. Bei der gleichzeitigen Bewegung zweier $. 45 
Körper findet eine immerwährende Veränderung in der gegenfeitigen Lage, 
Entfernung u. ſ. w. derfelben ftatt, welche ſich mit Hilfe des Obigen fitr 
jeden Zeitpunkt wie folgt beftimmen läßt. Es fer in Fig. 82 (a.f.S.) A der 
Anfangspunft des einen Körpers, B der bed anderen; jener ride in der 
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Richtung AX in einer gewiflen Zeit (t) nad M, diefer in der Richtung 
BY in eben diefer Zeit nach N; ziehen wir nın MN, fo erhalten wir in 
diefer Linie die relative Lage und Entfernung der Körper A und? B am 
Fa. 82. Ende diefer Zeit. Legen wir AO 
parallel mit MN und machen auch 
AO=MN, fo wird die Linie AO 
die gegenfeitige Tage der Körper A 
und B ebenfalls angeben. Ziehen 
wir noh ON, fo erhalten wir ein 
Parallelogramm, in welchem aud) 
ON= AM if. Machen wir end- 
lich noh BQ parallel und gleich der NO und ziehen OQ, fo erhalten wir 
ein neues Parallelogramm BNOQ, in weldhem die eine Seite BN der 
abfolute Weg (y) des zweiten Körpers, die andere Seite BQ der nad ent- 
gegengejeter Richtung gelegte Weg (x) des erften Körpers, und der vierte 
Eckpunkt O der relative Ort des zweiten Körpers ift, wofern er nämlich auf 

den als unveränderlic, anzufehenden Ort des erften Körpers bezogen wird. 
Dean findet alfo den relativen Ort O eines bewegten Körpers (B), 
wenn man diefem Körper außer feiner eigenen Bewegung (BN) noch die: 
jenige AM des Körpers (A), worauf man den Ort bezieht, in umgefehrter 
Richtung, alfo BQ, beilegt, und nun nad) den gewöhnlichen Regeln, 3. B. 
mit Hülfe eines Parallelogrammes BN O9, diefe Bewegungen zufammenfegt- 
8.46 Sind die Bewegungen ber Körper A und B gleichfürmig, fo kann man 
für AM und BN die Geſchwindigkeiten c und c,, d. i. die Wege in einer 
Secunde, einfegen. Man erhält deshalb die relative Geſchwindigkeit 
des einen Körpers, wenn man demfelben außer feiner eigenen 
abfoluten Gefhmwindigfeit auch noch die des Körpers, auf wel- 
hen man die erfte Gefchwindigfeit bezieht, in entgegengefester 
Richtung beilegt. Auch findet daſſelbe Verhältniß mit den Accelerationen 

ftatt. 

Bewegt ſich z. B. ein Körper A, Fig. 83, in der Richtung A C gleid)- 
förmig mit der Gefchwindigfeit c, und ein Körper B in der Richtung BV, 
Fig. 88. welche mit BX den Winfel x einjchliekt, 
bei Null Anfangsgeſchwindigkeit mit der 
conftanten Acceleration 2, jo fann man 
auch annehmen, daß A ſtill ftehe und B 
außer der Acceleration p noch die Ge- 
ſchwindigkeit (— c) in ber Richtung 
BX, || AX befige, wobei we folglich 
velativ eine parabolifche Bahı BOP 
durchläuft. Die in der Zeit 2 durch⸗ 
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2 
laufenen Wege in den Richtungen BY und BX, find: BN = er und 
BM== ct, wovon fi die eritere in die Componenten N R= — cos. & 


2 
und BR= a sin. & zerlegen läßt, welche parallel und rechtwinkelig zu 


AX gerichtet find. Sind nun AC—=aund CB—d bie anfänglichen 
Koordinaten des Punktes B in Hinfiht auf A, fowie AK—=x un 
KO = y die Coordinaten deflelben nad) der Zeit t, fo bat man, da 
AK=AC—ON— NR und KO=CB—BR if, 


12? 3 . 
=a—c— cos. « und y—=b— p£ sin. «a und die 
entfprechenden relativen Geſchwindigkeiten: 
u=m—ce— pt cos. « und — — pt sin... 


Aus der Abfeiffe x beſtimmt fich die Zeit: 


= V:e=» , (&_) (a — 24 c —5 c 
p cos. & p cos. pcos 
dagegen aus der Ordinate y: 


— V 20—y) 
p Sinm. 


Läuft der Körper B in der Linie AX dem Körper A entgegen, fo iſt ſo— 
wohl b = 0, als aud) « — 0, daher 
2(a—x) (@ ) C 
t—= y2u=» —) — —, 
p * p 
und fegt man x — 0, fo folgt die Zeit, nach welcher die Körper mſam— 


menſtoßen: 
—V 28 x (2) (ey) 2 -Merteze, 
p pP p 
Päuft dagegen der Körper B in der Yinie AX dem Körper A voraus, ſo 
ift & — 1809, daher die Entfernung defjelben vom legten Körper: 








2 . , , 
= u — ct-+ u. und umgekehrt, die Zeit, an deren Ende die Körper 


um © von einander entfernt find: 


2 (a — x) ( ) c 
t— 4 V- _— — _ _ 
— pP + p * pP 
Die entfprechende Gefchwindigfeit u = — c + pt ift — 0, und die Ent- 


fernung x ein Minimum flr t — ri und zwar — — —- 
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Für jeden anderen Werth von x giebt e8 zwei Zeitwerthe, den einen 


größer und den anderen Kleiner als ri 


Anmerlung. Die vorftehenve Theorie der relativen Bewegung findet fowohl 
in der Himmels- als auch in der Maſchinenmechanik vielfahe Anwenbung. Behan: 
deln wir hier nur folgenden Fall. Ein Körper A, Fig. 84, bewegt ſich in der Richtung 
AX mit der Geſchwindigkeit c,, und foll von einem anderen Körper B getroffen 
werben, welcher die Gefchwindigfeit cz hat; welche Richtung ift vemfelben zu geben? 
Ziehen wir AB, tragen wir c, an B in umgefehrter Richtung, und vollenden 
wir aus c, und c, ein Paraflelogramm Be,ccy, deffen Diagonale c auf AB 


fällt, fo erhalten wir in der Richtung der Seite Ac, = cz deflelben zugleich 
die geſuchte Richtung 3 Y, in welder der Körper B zu bewegen ift, damit er 
den Körper A treffe, und zugleich in dem Durchſchnittspunkte C der beiden 
Richtungen AX und BY die Stelle des Zufammenftoßes. If « der Winfel 
BAX, um welden AX, und 8 ber Winfel ABY, um welden BY von AB 
abweicht, fo hat man: 
sin. _ Cı 
sin.ea Cy 
Diefe Formel findet auch ihre Anwendung in der Aberration des Ster— 
nenlidhtes, welche aus der Zufammenfeßung der Geſchwindigkeit c, der um 
Fig. 84 " die Sonne laufenden Erde A und der Geſchwin— 
8. 84. digfeit cz, des Sternenlichtes B hervorgeht. Es if 
c, circa 4 Meilen und c;—42000 Meilen, folglich: 
4 ſSin. _ sin. «a 
42000 ° 10500’ 
und hiernach die Aberration oder der Winfel ABC 
— ß, um weldhen die Richtung AB, in welder 
man den als unendlich entfernt anzufehenden Stern 
/ fieht, von der Richtung BC oder AD abweiht, in 
welcher er fich wirklich befindet, 8 = 20” sin. a; 
alfo für «=, d. i. für einen Stern, welcher fidh 
j winfelvecht über der Erbbahn (in dem fogenannten 
Y Efliptifpol) befindet, 820". In Folge diefer Ap- 
weichung fieht man alfo einen Stern in der Bewer 
gungsrichtung der Erde ſtets 20” von feinem wahren Orte abgerüdt, und es 
beſchreibt folglich ein Stern in ver Nähe des EHliptifpoles im Laufe eines Jahres 
fheinbar einen kleinen Kreis von 20 Se 
eunden Halbmeffer um feinen wahren Ort. 
Bei Sternen, welche in der Ebene der 
Erdbahn flehen, bildet dieſe fcheinbare 
Bewegung eine gerade Linie, und bei ven 
übrigen Sternen gehen dieſe fcheinbaren 
Bewegungen in Ellipfen vor fich. 
Beifpiel. Ein Dampfwagenzug fährt 
auf der Schienenbahn AX, Fig. 85, von 
A aus mit 35 Buß Geſchwindigkeit; ein 
anderer gleichzeitig von B aus auf einer 
Bahn BY, welde mit ver eriteren ven 





C.- 
sin. = sin.a= 
3 








' 
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Winkel BDX = 56° einfchließt, mit 20 Fuß Geſchwindigkeit. Wenn nun die 
anfängliden Abflände AC = 30000 Fuß und C.B=24000 Fuß betragen, wie 
groß it die Entfernung AO beider Wagenzüge nach einer Biertelftunde? Aus 
der abfoluten Geſchwindigkeit BE=c, —=20 Fuß des zweiten Zuges, der um: 
gekehrten Geſchwindigkeit BF—= c—= 35 Fuß des erfien Zuges und dem 
eingefchloffenen Winkel EBF=a—=1800 — BDC = 1800 — 56° — 1240 folgt 
die relative Gefchwinbigfeit des zweiten Zuges: 


BG=Vea + ct + 2cc,co.e — V 352 + 202 _ 2.35.20. cos. 560 
— V 1225 + 400— 1400 cos. 56° — V 1625 — 782,9 — V 842,1 = 29,02 Fuß. 

Für den Winfel GBF = 9, ven die Richtung der relativen Bewegung mit 
der erften Bewegungsrichtung einfchließt, ift: 

c, sin. 56° 20. 0,8290 
29,02 7 29,02 
Der in 15 Minuten = 900 Sec. relativ durdlaufene Weg iſt BO = 29,02. 900 
— 26118 Fuß, die Entfernung AB — V (30000)? + (24000)? = 38419 Fuß, 
ver Winkel BAC— ABF, da veflen Tangente an — 08 if, hat den 
Werth y= 38940’, daher if ter Winkel ABO= 9-+ y = 34° 50’ + 38° 40’ 

—73"30', und die Entfernung ber beiden Wagenzüge nadı 15 Minuten: 


AO=VFIB®+BO2_2AB.B0c0s. ABO 
— V 381192 + 261182? — 2. 38419 . 26118 cos. 730 30° 
— Y 1588190000 — 39850 Fuß. 


sin. y— ; Log. sin. 9 = 0,756%—1, daher == 349, 50°, 
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Für jeden anderen Werth von x giebt e8 zwei Seitwerthe, den einen 


größer und den anderen Feiner als 3 


Anmerkung. Die vorſtehende Theorie der relativen Bewegung findet ſowohl 
in der Himmels- als auch in der Maſchinenmechanik vielfache Anwendung. Behan⸗ 
deln wir hier nur folgenden Fall. Ein Körper A, Fig. 84, bewegt ſich in der Richtung 
AX mit ber Geſchwindigkeit c,, und ſoll von einem anderen Körper B getroffen 
werden, welcher die Gefchwinbigfeit cz hat; welche Richtung ift demſelben zu geben? 
Ziehen wir AB, tragen wir c, an B in umgekehrter Richtung, und vollenden 
wir aus c, und c, ein Parallelogramm Be,cc,, deffen Diagonale c auf AB 


fällt, fo erhalten wir in ver Richtung der Seite Be, = cz deſſelben zugleich 
die gefuchte Richtung BY, in welder der Körper B zu bewegen ift, damit er 
den Körper A treffe, und zugleih in dem Durchſchnittspunkte C der beiden 
Richtungen AX und BY vie Stelle des Zufammenftoßes. Iſt « der Winfel 
BAX, um melden AX, und 8 der Winkel ABY, um welden BY von AB 
abweicht, fo hat man: 
sin. _ C 
sin. — 
Dieſe Formel findet auch ihre Anwendung in der Aberration des Ster— 
nenlichtes, welche aus der Zuſammenſetzung der Gejchwinpigfeit c, der um 
die Sonne laufenden Erde A und ber Gefchwin- 
Sig. 84. digfeit c, des Sternenlichtes B hervorgeht. Es ift 
vB cc, eirca 4 Meilen und c;— 42000 Meilen, folglich: 








4 sin. gin. o 
42000 10500 
und hiernach die Aberration oder der Winkel ABC 
— ß, um welden bie Richtung AB, in welder 
man den als unendlich entfernt anzufehenden Stern 
iieht, von der Richtung BC oder AD abweicht, in 
welcher er fih wirklich befindet, 8 —= 20” sin. a; 
alfo für & — 900, d. i. für einen Stern, welcher ſich 
j winfelrecht über der Erdbahn (in dem fogenannten 
‘Y Efliptifpol) befindet, 8=20". In Folge diefer Ab- 
weichung fieht man alfo einen Stern in der Bewe⸗ 
gungsrichtung ber Erde ftets 20” von feinem wahren Orte abgerüdt, und es 
beſchreibt folglich ein Stern in ver Nähe des EHliptifpoles im Laufe eines Jahres 
Fig. 85. fheinbar einen Fleinen Kreis von 20 Se 
o eunden Halbmeffer um feinen wahren Ort. 


cn. 
sin. = sin.« = 
3 


f Y Bei Sternen, welde in der Ebene ver 
N G ’ Erdbahn flehen, bildet dieſe fcheinbare 
/ Bewegung eine gerade Linie, und bei den 
übrigen Sternen gehen biefe fcheinbaren 

Bewegungen in Ellipfen vor fid. 
Beifpiel. Ein Dampfiwagenzug fährt 
auf der Schienenbahn AX, Fig. 85, von 
A aus mit 35 Fuß Gefchwindigfeit; ein 
R x anderer gleichzeitig von B aus auf einer 
D Bahn BY, welche mit ver eriteren ven 








! 
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Winkel BDX = 56° einfhließt, mit 20 Fuß Geſchwindigkeit. Wenn nun bie 
anfänglichen Abflänne AC = 30000 Fuß und C.B=24000 Fuß betragen, wie 
groß if die Entfernung AO beider Wagenzüge nach einer BViertelftunde? Aus 
der abfoluten Geſchwindigkeit BE=c, —=20 Fuß des zweiten Zuges, der um- 
gekehrten Geſchwindigkeit BF—= c = 35 Fuß des erfien Zuges und dem 
eingeföhloffenen Winkel ZEBF=a—=180° — BDC = 1800 — 56° — 1249 folgt 
bie relative Gefchwinbigfeit des zweiten Zuges: 


BG=Ve+c?+ 2cc,co.a — V 352 + 202 — 2.35.20. cos. 56° 
— V 1225 + 400 — 1400 cos. 56° — Y 1625 — 782,9 — V 842,1 —= 29,02 Fuß. 

Für den Winkel GBF = 9, den die Richtung der relativen Bewegung mit 
der erften Bewegungsrihtung einfhließt, ift: 

c, sin. 56° 20. 0,82% 
2902 29,02 
Der in 15 Minuten = 900 Sec. relativ durdlaufene Weg ift BO = 29,02. 900 
— 26118 Fuß, die Entfernung AB — YV (30000)2 + (24000)? = 38419 Fuß, 
der Winkel BAC = ABF, da deſſen Tangente nn = 0,8 ift, hat den 
Rertb y= 380407, daher if der Winfel AB O= 94 Y = 34° 50’ + 38 40’ 

— 73" 30’, und die Entfernung der beiven Wagenzüge nah 15 Minuten: 


AO=VAB+BO2_24AB.B0c0.ABO 
— V 384192 + 26118? — 2. 38419 . 26118 cos. 730 30° 
— Y 1588190000 — 39850 Fuß. 


sin.g= ; Log. sin. @ = 0,756% — 1, daher „== 34°, 50’. 
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Noch ift vr das Wegelement AN— AO=0, und p cos. die Tangen- 
tialacceleration, d. i. der Component % der Acceleration p in der Tan- 
genten- oder Bewegungsrichtung, daher hat man: 

y— ev — k 6. 

Auch ift 6 cos. die Projection AR — E, des Wegelementes in der Rich⸗ 

tung der Acceleration, daher hat man auch: 


ve — v2 
} 9 — p Si. 





Bei fortgeſetzter Bewegung geht nach und nad) v, in ©, 23... ©, Über, 
wobei die projicirten Wegtheile um &, &3,... &, wachſen, e8 Tu 


”—-u v—ı w— vu] 
5 —p5, — — ps... — ve = pE,, 
daher folgt durch Addition: 
ve — v2 


—=p(& + +..$)=pr, 


wenn x bie Geofetin des ganzen Curvenweges in der Richtung AX der 
Acceleration bezeichnet. Auch läßt ſich 

v — _ MtPmHt -- +2) 
fegen, wenn bie Acceleration variabel ift und nad) und nach die Werthe 
Pi, P2 -.. 2, annimmt. 

Es ift alfo die Geſchwindigkeitsveränderung gar nicht von der Geftalt 
und Größe, fondern nur von der Projection x des Weges in der 
Richtung der Acceleration abhängig. Aus diefem Grunde haben z. B. die 
Waſſerelemente ſämmtlicher fpringenden Strahlen in Fig. 76, wenn fie eine 
und diefelbe Horizontale ZZ H erreichen, eine und diefelbe Geſchwindigkeit. Iſt, 
wie oben, c die Austrittd- oder Anfangsgefchwindigfeit, v die Gefchwindigfeit 
in AH, und b die Höhe der Linie ZZH über dem Anfangspunft A, fo 
hat man 

v2 — c? 
2 
v—-Ve@—2 gb. 

Iſt an einer gewiflen Stelle der Bewegung, « — 90 Grad, fo fällt die 
Tangentialacceleration k = p cos. « — 0 aus und die Normalacceleration 
n = psin.e mit der mittleren Acceleration p zufammen. Auch iſt dann die 
Beränderung des Gefchtwindigfeitsguadrates bei Durdjlaufung eines Weg- 
elementes 0, 9? — v2 0, aljo v, —=v; und wenn fid) nun bei fortgefeßter 
Bewegung in einer Curve die Richtung der Acceleration jo ändert, daß fie 
ftetS normal zur Bewegungsrichtung bleibt, aljo eine Tangentialacceleration 





= — ob, und daher 
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ar nicht vorkommt, jo it auch bei Durchlaufung eines endlichen Curven 
weges, 7? — 17?—0. alfo v,—=r. unveränderlidh, alfo die Endgeſchwindigkeit 
gleich der Anfangsgeſchwindigkeit r. 
Die Norntalacceleration, bei welcher diefe Beſtändigkeit dev Geſchwindigkeit 
jtatthat, ift 
e? 
PN = 
und jie fällt bei der Bewegung im Kreife AOD, fig. 78, da hier der 
Krümmungshalbmeiler ‘A=C0=(CD=r conſtant iſt, ebenfalls 
unveränderlich aus. Umgelehrt bringt aud) 


Sig. 78. 
eine unveränderliche Acceleration, welche den 


Pr — Körper unaufhörlich rechtwinkelig von ſeiner 
7 Ma Bewegung ablenft, eine gleichförmige Umdrehung 
J \ im Kreiſe hervor. 

IC 
| | | Beifpiel. Ein Körper, welcher in einem 


| 
x # Kreife von 5 Fuß Halbmefler fo berumgeht, daß 
er zu jever Umdrehung 5 Secunden Zeit braudt 


x} Pe | S ’ 
a Inr 2n.5 


hat die Gefhwindigfeit c — — 


(6, —_ 





=2.n = 6,283 Fuß, und die Nermalacceleration p = —— 7,896 Zuß; 


d. h. er wird in jeder Secunde um Y,p = 4, . 7,896 = ee Buß von der 
geraden Linie abgelenft. 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Bewegt ji) ein Punft P, (g. 44) 
dig. 79, nach zwei Richtungen AX und AY zugleich, fo laſſen ſich feine 
Wege AK—=LP=ıund AL—=KP=y al® Coordinaten der von ber 

Sig. 79. Bahn deffelben gebildeten Curve 

u APW anfehen, und ift nun 
ot das Zeitelement, innerhalb 
deilen der Körper die Weg- 
elemnte PR =09x mw 
RQ = 0y zurüdlegt, fo bat 
man nad) ($. 20) die Ab- 
ſceiſſengeſchwindigkeit: 


— 
1) nr 
, jowie die Drdinatenge- 
1 ſchwindigkeit: 
2—08 
2) v= dt’ 





C und daher die daraus refulti- 


Meidbach’e Lehrbuch der Mechanik Bp. J. 8 
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rende Tangential- oder Qurvengefchwindigfeit, wenn die Berwegunge- 
richtungen AX und A Y den Redhtwinfel einfchliegen: 


Vera V 0x  yerrr_ 08 
2 2 {71 +) = ot? et’ 


wo Os das Curvenelement PA) bezeichnet, welches nach Art. 32 der analy- 
| tiſchen Hülfslehren 
| Vox +09y? zu feßen ift. 
Ebenfo ift die Abfciffenacceleration nad ($. 20): 


Fin. 80. — — 
g 4) p ot 


jowie die Ordinatenacce— 
leration: 

2 Ge 

5) = >75 

Für den Tangentenwins 

fl PTX=QPR=a, um 
welchen die Berwegungsrichtung 
Pw von der Abfciffenrichtung 
abweicht, hat man: 








T tang. a = 222, 
ſowie auch): 
sin. « —= ze.) und 
w 0s 
C08.& — _— Z 
— Os 


Die Uccelerationen p und g laſſen ſich nad) der ige PT 

und nach der Normalrichtung PN in die Componenten: 

9 — p cos. a und pP — pP sin. «, fowie 

gı = sin. und 9 — q cos. u 
zerlegen, woraus ſich durch eine andere Zuſammenſetzung die Tangential— 
acceleration: 

k=9 + gı =pcos.a + Sin. ca 

ou u 0v v _uou + vor 





Eerna 
und die Normalacceleration: 
n=Pm — Ja =Psin.a —gcos a 
_0u v o0v u vou — ußr 
er» Tu Ha 


ergiebt. 
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Run folgt aber aus u? + v2— durch Differenzüren: 
uou+roör—=wde, 
daher iſt einfach die Tangentinlacceleration: 
6) ke u0u _0w 


wort ot 
Ferner ergiebt ſich aus fang. —— 
—— ou 
ce tang.a—= **, 





«u 
(ſ. analyt. Hülfslehren Art. 8), und es ift der Kritinmungshalbmefler CP 
—=C0 des Bogenelementes PQ, nad) Art. 33 der analytischen Hülfslehren: 
053 
Ex? C tang.a' 


‚= 


daher folgt: 








wos cs cs [Os\? _w?Os 
— Tr (2) Or 
und daher die Normalacceleration einfach 

wos w 0s w? 


ou — u?dtang.a— 


Endlich folgt: 


EL Os —“ 
— Sou⸗ wow; 


woraus fi nun wie in ($. 20): 
8) „= / kös 


ergiebt, wenn man ammimmt, daß bei Durchlaufung des Weges s die Ge: 
ſchwindigkeit c in «0 übergeht. Es ift aljo auch bei der Frummlinigen 
Bewegung die halbe Differenz der Gefchwindigfeitswerthe das 
Broduct aus der mittleren Acceleration (k) und dem Wege s. 


Ebenſo ift a +49y=u9du+tror—=wow, alfo aud) nod): 
2_ 
= = [wort gdy)— Spox + f a9y, und 


10) * —= /p0x + f a0y, oder 
kOos =p0O0x + q0y. 
Das Product aus der Tangentialacceleration und dem Eur- 
venelemente ift alfo gleidy der Summe von den Producten aus 


den Coordinatenaccelerationen und den ihnen entjpredhenden 
Soordinatenelementen. 








9) 


3" 
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Beifpiel. Ein Körper bewegt fi in der einen Are AX mit der Geſchwin⸗ 
digkeit a— 128, undin der anderen Are AY mit der Geſchwindigkeit y =4t?— 9; 
man foll die übrigen Verhältniffe ver hieraus refultirenden Bewegung ermitteln. 
Die entfprechenden Eoordinatenaccelerationen find: 


u CK) 
= — —* — — -8t 
37 12, und q 37 gt, 


und die zugehörigen Coordinaten oder Arenwege ſelbſt: 
—— — fı2t2t= 69, und 


yfvt = [ur 9) - ze — 91, 
wofern dieſe Räume mit ver Zeit t — O beginnen. Die Curven- oder Fangen: 
tialgeſchwindigkeit ift: 
v=-V @FtA=-ViHuer+aR—- Pp—-Viıer +2r+83=4+9 
folglih die Tangentinlacceleration: 


aw 
= — — 8t 
k dt 
— der Ordinatenacceleration q, und der Curvenweg: 


s=[wit=/(4R +9 t=304+098. 


Ferner ift für die Bewegungsrichtung: 
v_ 42-9 _%r—I 





t ,&. — — zZ — — — 
ang. © u 12: 2V6x 
daher: 
412 +9 
dtanyg.e = — 55” t, 
und der Krümmungshalbniefler der Bahn: 
„____?® ___@R+N.122__ (+9) 
= yadtangn.ae Ma 9) m 
N w 
oder —— 5 


Hiernach iſt nun noch die Normalacceleration, wodurch der bewegte Körper die 
ſtetige Richtungsänderung erleidet: 


2 
== — 12, alfo eonftant. 


Die Sleihung der Bahncurve folgt, wenn man t = V: in ber obigen 
Sleihung für y einfegt‘: 


VI V Eee) VE 


Die Ordinate Y_iftein Marimum fürv = 0,d.i. fr? = . alfo für 


9 27 

— — 2 — I . 
49 3 3 

=5 177° 7070 


Sie ift dagegen = 0, fr ? — 7. der t= zv une = 5 Es 
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fäuft alfo die Bahncurve anfangs unter der Abſciſſenaxe Hin, durchſchneidet nad 
ver Zeit t =-V 2, und zwar bei der Abfcifie x —= = diefelbe, und bleibt 


von da an über viefer Are. 

Folgende Tabelle enthält eine Zufammenttellung der zufammengehörigen Werthe 
von t, U, v, w, 2, y, tang. «, r und 8, wonad die entfpredhende Bahncurve 
ABCDE in fig. 81 conftruirt if. 


Big. 81. 























t | u ® w | & Y tang. « r | s 
0 0 — 9 340 0 © — 7 0 
- 23 5 169 31 
1 12 — 9 13 6 — 3 iD) — 12 7 
7— 18 0118 7 9 o 1-27 18 
22 7 625 86 
2 2 _— — _ 
2 24 7125 | 24 5 51 12 3 
3 _ — 
ZV 3! 18V 3 18 | 36 > 0 v+ —108 | 27V 3 
3 36 27|5|54) +9 I — —* 63 
143 55 1875 | 364 
4 48 75|« _ 2 1-2) 22 
55 | 5 | 96 5 I 1 3 


Relative Bewegungen. Bei der gleichzeitigen Bewegung zweier $. 45 
Körper findet eine immerwährende Veränderung in der gegenfeitigen Lage, 
Entfernung u. |. w. derfelben ftatt, welche ſich mit Hilfe des Obigen für 
jeden Zeitpunkt wie folgt beftimmen läßt. Es fei in Fig. 82 (a. f. S.) A ber 
Anfangspunft des einen Körpers, B der ded anderen; jener rüde in der 
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Richanng AX in einer gewinſen Zeit (tr nad) MW. dieier in der Ruchtung 
BY in eben diejer Zeit nach N; ziehen wir nın MV, fo erhalten wir ın 
dieſer Linie die relative Yage und Untiernung der Körper 14 ımd B am 
| parallel mit UN und madien auch 
AO—=MN, fo wird die Linie AO 
die gegemfeitige Yage der Körper A 
und B ebenjall® angeben. Ziehen 
wir no ON, To erhalten wir ein 
Parallelogramm, in welchem auch 
ON=ANMif. Machen wir end- 
(ih noch BQ parallel und gleich der NO ımd ziehen O9, fo erhalten wir 
ein neues Parallelograum BNOQ, in weldhen die eine Zeite BN der 
abfolute Weg (y) des zweiten Körpers, die andere Seite BQ der nad ent- 
gegengefetter Richtung gelegte Weg (x) des erften Körpers, und der vierte 
Eckpunkt O der relative Ort des zweiten Körpers ift, wofern er nämlid) auf 

den als unveränderlid, anzufehenden Urt des erften Körpers bezogen wird. 
Dean findet alfo den relativen Drt O eines bewegten Körpers (B), 
wenn man diefem Körper außer feiner eigenen Bewegung (B.N) noch die- 
jenige AM des Körpers (A), worauf man den Ort bezieht, in umgekehrter 
Richtung, alfo BQ, beilegt, und mun nad) den gewöhnlichen Kegeln, z. D. 
mit Hilfe eines Parallelogrammes BN O0 Q, diefe Bewegungen zuſammenſetzt. 
8.46 Sind die Bewegungen der Körper A und B gleihförmig, fo fann man 
für AM und BN die Geſchwindigkeiten c und c,, d. i. die Wege im einer 
Secunde, einjegen. Man erhält deshalb die relative Geſchwindigkeit 
bes einen Körpers, wenn man demjelben außer feiner eigenen 
abfoluten Gefchwindigfeit auch noch die des Körpers, auf wel: 
hen man die erfte Gefhwindigfeit bezieht, in entgegengefeßter 
Richtung beilegt. Auch findet dafielbe Verhältniß mit den Accelerationen 

ftatt. 

Bewegt ſich 3. B. ein Körper A, dig. 83, in der Richtung AC gleich- 
förmig mit der Gefchwindigfeit c, und ein Körper B in der Richtung BV, 
Fig. 88. weiche mit BX den Winkel x einschließt, 
bei Null Anfangsgefchwindigfeit mit der 
conftanten Acceleration p, fo fann man 
* — NAR auch annehmen, daß A ftill ftehe und B 
außer der Acceleration p nod) die Ge- 
a x ſchwindigkeit (— ec) in der Richtung 
_. BX, || AX befige, wobei we folglich 
a relativ eine parabolifche Bahn BOP 
— durchläuft. Die in der Zeitet durch— 
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2 
laufenen Wege in den Kichtungen BY und BX, fnd: BN = er und 


2 
BM = ct, wovon fich die erftere in die Componenten N R= rn cos. & 
2 
und BR= 2 sin. & zerlegen läßt, welche parallel und rechtwinkelig zu 
AX gerichtet find. Sind nun AC—=aund CB=—=b die anfänglichen 
Coordinaten des Punktes B in Hinfiht auf A, ſowie AK=x um 


KO= y die Coordinaten defjelben nach der Zeit ?, fo hat man, da 
AK=AC—ON— NRw KO=CB—BR if, 


i2 3 . 
=a—ct— cos. & und y—=b— Pr sin. a und die 


entfprechenden relativen Gefchwindigfeiten: 
um — c— pt cos. « und = — pt sine. 
Aus der Abſciſſe x beftimmt fich die en 


— y :e=a (a— x) 3 5 __e_, 
- p cos. Pos. & 2 C08.&. 
dagegen aus der Ordinate y: " 


t—⸗ 2 (by) . 
pSin. 
Läuft der Körper B in der Linie AX dem Körper A entgegen, fo iſt ſo— 
wohl db —= 0, als auch & — 0, daher 


Va, -&, 








p 
und fegt man x — 0, * folgt die Zeit, nach welcher die Körper niſam— 
menſtoßen: 
=Y 284 (2) - _Vepte-e, 
p 


Läuft dagegen der Körper B in der inte AX dem Rörper A voraus, ſo 
it « — 1809, dahn die Entfernung deſſelben vom letzten Körper: 


x— a — ct +# — , und umgekehrt, die Zeit, an deren Ende die Körper 


um 2 von einander entfernt ſind: 


+ - 2629 4 (2) — 40 +2 


Die entſprechende bcſchuimich, uw=—c+ptift = 0, und die Ent- 
c? 

n : ein Minimum für d — -—, und zwar 2 —=a — —- 

fernung x fü — 3 * 
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Für jeden anderen Werth von x giebt es zwei Seitwerthe, den einen 


größer und den anderen Heiner als re 


Anmerfung. Die vorftehenve Theorie der relativen Bewegung findet fowohl 
in ver Himmels: als aud in der Maſchinenmechanik vielfache Anwenbung. Behan- 
dein wir hier nur folgenden Fall. Ein Körper A, Fig. 84, bewegt fich in der Richtung 
AX mit der Gefhwindigfeit c,, und foll von einem anderen Körper B getroffen 
werben, welder die Gefchwindigfeit cz hat; welche Richtung ift vemfelben zu geben? 
Biehen wir AB, tragen wir c, an B in umgekehrter Richtung, und vollenden 
wir aus c, und c, ein Parallelogramm Bc,cc,, deffen Diagonale c auf AB 


fällt, fo erhalten wir in ver Richtung der Seite Be, — cz deſſelben zugleich 
die gefudhte Richtung 3 Y, in welcher der Körper B zu bewegen ift, damit er 
den Körper A treffe, und zugleich in dem Durdfchnittspunfte C der beiden 
Richtungen AX und BY vie Stelle des Zufammenftoßes. If o der Winkel 
BAX, um welden AX, und 4 ber Winfel ABTY, um welden BY von AB 
abweicht, fo hat man: 
sin. _ c 
sin.a Cg 
Diefe Formel findet auch ihre Anwendung in der Aberration des Ster— 
nenlihtes, welche aus der Zufammenfeßung der Geſchwindigkeit c, der um 
" die Sonne laufenden Erde A und der Gefchwin- 
dig. 84. digfeit c, des Sternenlichtes B hervorgeht. Es if 
B ce, eirca 4 Meilen und c, — 42000 Meilen, folglich: 





4 sin.a _ sin.“ 

42000 ° 10500’ 
und hiernach die Aberration oder der Winkel ABC 
— ß, um welden bie Rihtung AB, in welcher 
man den als unendlich entfernt anzufehenden Stern 
tieht, von ver Richtung BC oder AD abweicht, in 
welcher er fich wirklich befindet, 8 = 20” sin. a; 
alfo für « — 909, d. t. für einen Stern, welcher fich 
n winfelrecht über der Erdbahn (in dem fogenannten 
Y Effiptifpol) befindet, 820". In Folge diefer Ab- 
weihung fieht man alfo einen Stern in der Bewe⸗ 
gungsrichtung der Erde itets 20” von feinem wahren Orte abgerüdt, und es 
beſchreibt folglich ein Stern in ver Nähe des Ekliptikpoles im Laufe eines Jahres 


. C L 
sın.P = = ſsen. « ⸗ 
2 





Fig. 85. ſcheinbar einen kleinen Kreis von 20 Se— 

0 eunden Halbmeffer um feinen wahren Ort. 
N / Bei Sternen, welche in der Ebene ver 
NG ‚ Erdbahn flehen, bildet dieſe fcheinbare 


E Bewegung eine gerade Linie, und bei ven 
übrigen Sternen gehen dieſe fcheinbaren 
Bewegungen in Ellipfen vor fic. 
Beifpiel. Ein Dampfwagenzug fährt 
auf der Schienenbahn AX, Fig. 85, von 
A aus mit 35 Fuß Gefchwindigfeit; ein 
C x anderer gleichzeitig von B aus auf einer 
Bahn BY, welde mit ver eriteren den 





. — — — — 
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Winkel BDX = SGo Neinſchließt, mit 20 Fuß Geſchwindigkeit. Wenn nun die 
anfänglichen Abflände AC — 30000 Fuß und C.B= 24000 Fuß betragen, wie 
groß fit die Entfernung AO beider Wagenzüge nad einer Bierteltunde? Aus 
der abfoluten Geſchwindigkeit BE=c, —=20 Fuß des zweiten Zuges, der um: 
gefehrten Geſchwindigkeit BF — c 8 Fuß des erfien Zuges und bem 
eingefchloffenen Winkel ZEBF=a=180° — BDC = 1800 — 56° = 1249 folgt 
die relative Gefchwindigfeit des zweiten Zuges: 

BG=V&@+tc!+2ceacs.a— V 3532 + 202 — 2.35.20. cos. 560 
— V 1225 + 400— 1400 cos. 56° — V 1625 — 732,9 — V 842,1 = 29,02 Fuß. 

Für den Winkel GBF = 9, den die Richtung der relativen Bewegung mit 
ber erften Beiwegungsrichtung einfchliegt, ift: 

c, sin. 56° 20. 0,8290 
29,02 29,02 
Der in 15 Minuten = 900 Sec. relativ vurdlaufene Weg ift BO = 29,02. 900 
— 26118 Fuß, die Entfernung AB — V (30000)? + (24000)? = 38419 Fuß, 
der Winkel BAC = ABF, va dveflen Tangente Br = 08 if, bat den 
Werth y= 380 40°, daher if ver Winkel ABO = 9+ Y = 340 50’ + 380 40’ 

— 73" 30’, und die Entfernung der beiden Wagenzüge nah 15 Minuten: 


AO=VFTB®+BO2_2AB.B0c0s. ABO 
— V 384192 + 261182 — 2. 384119 . 26118 cos. 730 30° 
— V 1588190000 — 39850 Fuß. 


sin.gy— ; Loy. sin. @ = 0,75690 — 1, daher = 34°, 50’. 





— — — — — — — 
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Fir jeden anderen Werth von x giebt es zwei Zeitwerthe, den einen 


größer und den anderen Kleiner als ri 


Anmerfung. Die vorftehende Theorie der relativen Bewegung findet fowohl 
in der Himmels- als auch in der Maſchinenmechanik vielfache Anwendung. Behan- 
dein wir hier nur folgenden Fall. Ein Körper A, Fig. 84, bewegt fich in ver Richtung 
AX mit der Geſchwindigkeit c,, und full von einem anderen Körper B getroffen 
werben, welcher die Gefchwindigfeit c, hat; welche Richtung ift vemfelben zu geben? 
Biehen wir AB, tragen wir c, an B in umgefehrter Richtung, und vollenden 
wir aus c, und c, ein Paraflelogramm Bc,cc,, deffen Diagonale c auf AB 


fällt, fo erhalten wir in ver Richtung der Seite Ac, — cy, deſſelben zugleich 
die gefuhhte Richtung BY, in welder der Körper B zu bewegen ift, damit er 
den Körper A treffe, und zugleich in dem Durdfchnittspunfte C der beiden 
Richtungen AX und BY die Stelle des Zufammenftoßes. If « der Winkel 
BAX, um welchen AX, und 4 ber Winfel ABY, um welden BY von AB 
abweicht, fo hat man: 
sin. _ cc 
sin.a  Cg 

Diefe Formel findet auch ihre Anwendung in der Aberration des Ster— 
nenlichtes, welche aus der Zufammenfehung der Gefchwindigfeit c, der um 
die Sonne laufenden Erde A und ber Gefchwin- 
dig. 84. digfeit c, des Sternenlidhtes B hervorgeht. Es ifl 
D_%%B c, circa 4 Meilen und c; — 42000 Meilen, folglich: 

| 4 sin.a _sin.a 

42000 10500’ 
und hiernach die Aberration oder der Winkel ABC 
— ß, um welden bie Richtung AB, in welcher 
man den als unendlich entfernt anzufehenvden Stern 
fteht, von der Richtung BC oder AD abweicht, in 
welcher er fich wirklich befindet, 8 = 20” sin. a; 
alfo für «= 90), d. i. für einen Stern, welcher fich 
/ winfelreht über der Erdbahn (in dem fogenannten 
"Y Efliptifpol) befindet, 20. In Folge diefer Ab- 
weichung fieht man alfo einen Stern in der Bewes 
gungsrihtung der Erde itets 20” von feinem wahren Orte abgerüdt, und es 
beſchreibt folglich ein Stern in der Nähe des Ekliptikpoles im Laufe eines Jahres 
Fig. 85. ſcheinbar einen Heinen Kreis von 20 Se— 
0 eunden Halbmeſſer um feinen wahren Ort. 












cn. 
sin. = —* sſin.« ⸗ 
2 


IN j, Bei Sternen, welde in der Ebene der 
G ' Erdbahn fliehen, bildet dieſe ſcheinbare 
/ 7 Bewegung eine gerade Linie, und bei ven 
FL übrigen Sternen gehen dieſe fcheinbaren 
Bewegungen in Ellipfen vor fid. 
Beifpiel. Ein Dampfwagenzug fährt 
auf der Schienenbahn AX, Fig. 85, von 
A aus mit 35 Fuß Gefchwindigfeit; ein 
anderer gleichzeitig von B aus auf einer 
A D X Bahn BY, welche mit ver eriteren ven 





U 
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BWintel BDX = 560 einſchließt, mit 20 Fuß Geſchwindigkeit. Wenn nun bie 
anfänglichen Abflände AC = 30000 Fuß und C.B= 24000 Fuß betragen, wie 
groß if die Entfernung AO beiver Wagenzüge nad) einer Viertelftunde? Aus 
der abfoluten Geſchwindigkeit BE=c, =20 Fuß des zweiten Zuges, ber um: 
gekehrten Geſchwindigkeit BF —= c = 35 Fuß des erfien Zuges und dem 
eingefchloffenen Wintel EBF=a=180° — BDC = 180° — 56° — 1240 folgt 
die relative Geſchwindigkeit des zweiten Zuges: 


BG=Ve+ c! + 2cc,co.e — V 352 + 20% — 2.35.20. cos. 560 


— V 1225 + 400— 1400 cos. 56° — V 1625 — 782,9 = V 842,1 = 29,02 Fuß. 
Für den Winkel GBF = 9, den die Richtung der relativen Bewegung mit 
ber erfien Bewegungsridtung einfchließt, if: 

c, sin. 56° 20. 0,8290 
2902 29,02 
Der in 15 Minuten = 900 Sec. relativ durdylaufene Weg iſt 30 = 29,02.900 
— 26118 Fuß, die Entfernung AB — V (30000)? + (24000)2 = 38419 Fuß, 
der Winkel BAC = ABF, da deſſen Tangente un = 0,8 it, hat den 
Werth y—= 380407, daher if ter Winfel ABO = 9-+ y = 34° 50’ + 380 40’ 

— 73" 30, und die Entfernung der beiden Wagenzüge nah 15 Minuten: 


AO=VZB+BO2_24B.B0Ocos. ABO 
— V 384192 + 26118? — 2.384119 . 26118 cos. 730 30° 
— V 1588190000 — 39850 uf. 


sin. = ; Log. sin. 0,70690 - 1, daher & 34°, 50°. 





Zweiter Abſchnitt. 


Mechanik oder phyfifhe Bewegungslehre 
im Allgemeinen. 


Erftes Kapitel. 
Grundbegriffe und Grundgefete der Mechanik. 


$.47 Mechanik. Die Mechanik (franz. mecanique; engl. mechanics) ift die 
Wiſſenſchaft, welche von den Bewegungsgejegen materieller Körper handelt. 
Sie ift in fofern eine Anwendung der Phoronomie oder Cinematik auf 
die Körper der Außenwelt, als die Iegtere fid) nur mit der Bewegung 
geometrifcher Körper befaßt und die Urfachen der Bewegung außer Be- 
tracht läßt. 

Die Mechanik ift ein Theil der Naturlehre (franz. physique genörale; 
engl. natural-philosophy) oder der Lehre von den Geſetzen, nach welchen 
die Veränderungen in der Körperwelt erfolgen, nämlich) derjenige Theil, 
welcher fi) mit den aus meßbaren Bewegungen hervorgegangenen Ber- 
änderungen in der materiellen Welt beichäftigt. 


8.48 Kraft. Kraft (franz. force; engl. force) ift die Urſache der Bewegung 
oder der Bewegungsveränderung materieller Körper. Jede Berwegungsver- 
änderung, 3. B. jede Veränderung in der Gefchwindigkeit eines Körpers ift 
als die Wirkung einer Kraft anzuſehen. Aus diefem Grunde meſſen wir 
denn auch jedem frei fallenden Körper eine Kraft, die fogenannte Schwer- 
fraft, bei, weil derjelbe feine Geſchwindigkeit unaufhörlic, ändert. Auf der 
anderen Seite ift aus der Ruhe oder aus der Inveränderlichkeit im Bewe— 
gungszuftande eines Körpers nod) nicht auf die Abweſenheit von Kräften zu 
ichließen; denn es können fich die Kräfte eines Körpers gegenfeitig aufheben, 
ohne eine Wirfung übrig zu laflen. Die Schwerkraft, mit welcher ein Kör⸗ 
per zur. Erde niederfällt, befigt derſelbe auch noch, wenn er auf einem Tiſche 
ruht, e8 wird aber bier ihre Wirkung durch die Feftigfeit des Tifches oder 
einer anderen Unterlage aufgehoben. 
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Gleichgewicht. Ein Körper ift im Gleichgewicht (franz. equilibre; $. 49 
engl. equilibrium), oder die Kräfte eines Körpers halten einander das 
Gleichgewicht, wenn biefelben ohne eine Wirkung übrig zu laflen, oder 
ohne Bewegung zu erzeugen oder zu verändern, einander aufheben oder ver- 
nichten. 

Ber einem an einem Faden aufgehängten Körper ift z. B. die Schwer: 
fraft in demfelben mit der Cohäfion bes Fadens in Gleichgewicht. Das 
Gleichgewicht unter Kräften wird aufgehoben, und e8 entfteht Bewegung, 
wenn man eine von den Kräften entfernt oder auf andere Weife aufhebt. 
So geht 3. B. die durch ein Gewicht gebogene Stahlfeder in Bewegung 
über, wenn diefes Gewicht weggenommen wird, weil num diejenige Kraft der 
Feder, welche man ihre Elafticität nennt, allein noch wirft. 

Statif (franz. statique; eng. statics) ift derjenige Theil der Mechanik, 
welcher von den Geſetzen des Gleichgewichts handelt; die Dynamif (franz. 
dynamique; engl. dynamics) hingegen handelt von den Kräften, inwiefern 
fie Bewegungen hervorbringen. 


Eintheilung der Kräfte. Nach ihren Wirkungen find die Kräfte 8. 50 
entweder bewegende (franz. forces motrices, puissances; engl. moving 
forces) oder widerftehende (Widerftände, franz. resistances; engl. resi- 
stances). Jene bringen Bewegungen hervor, oder vermögen diejelben zu 
erzeugen, diefe hingegen können diefelben nur verhindern und mäßigen. Die 
Schwerkraft, die Elafticität einer Stahlfeder u. |. w. gehören zu den bemwegen- 
den Kräften, die Reibung, Feſtigkeit der Körper u. |. w. find widerftehende Kräfte 
oder Widerftände, weil durch fie nur Bewegungen verhindert oder vermindert 
oder bewegende Kräfte aufgehoben, aber keineswegs Bewegungen hervor- 
gerufen werden können. Die bewegenden Kräfte theilt man wieder ein in 
befchleunigende (franz. acceleratrices; engl. accelerating) und in ver- 
zögernde (franz. retardatrices; engl. retardıng). Jene erzeugen eine 
pofitive, dieſe eine negative Acceleration, durch jene wird alſo eine bejchleu- 
nigte, durd) diefe eine verzögerte Bewegung hervorgebracht. Die Widerftände 
find ſtets verzögernde Kräfte, aber nicht alle verzögernde Kräfte find wider- 
ftehende. Bei einem fenfrecht in die Höhe geworfenen Körper wirft z. B. die 
Schwerkraft verzögernd, deswegen ift aber die Schwerkraft noch feine wider⸗ 
ftehende Kraft, denn beim darauf folgenden Herabfallen des Körpers nimmt 
fie wieder die Stelle einer bewegenden Kraft ein. 

Noch unterjcheidet man beftändige (conftante, franz. constantes; engl. 
uniform) und veränderlidhe Kräfte (franz. variables; engl. variable) 
von einander. Während conftante Kräfte immer auf gleiche Weife wirken 
und eben deshalb in gleichen Zeittheilchen gleiche Wirkungen, d. i. gleiche 
Zufäge oder Abnahmen in der Gefchwindigkeit hervorbringen, find bei den 
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veränderlichen Kräften dieſe Wirkungen zu verfchiedenen Zeiten verfchieden; 
während alfo aus jenen Kräften gleichförmig veränderte Bewegungen her⸗ 
vorgehen, entfprechen diefen Kräften ungleichförmig befchleunigte oder un- 
gleichförmig verzögerte Bewegungen. 


8.51 Druck. Drud (franz. pression; engl. pressure) und Zug (franz. 
traction; engl. traction) find die erſten Wirfungen der Kräfte auf materielle 
Körper. Vermöge derfelben werden Körper zufammengedrüdt und ausge 
dehnt, oder Überhaupt in ihrer Form verändert. 

Der durd) die lothrecht abwärts wirkende Schwerkraft hervorgebradhte 
Drud oder Zug, welchen die Unterlage eines ſchweren Körpers oder der 
Faden, woran ein Körper aufgehängt ift, auszuhalten hat, heißt da8 Ge— 
wicht (franz. poids; engl. weight) des Körpers. 

Druck und Zug, und alfo aud) Gewicht find Größen eigenthümlicher Art, 
die zwar nur unter einander verglichen werden, aber als Wirkungen der 
Kräfte zum Maße derjelben dienen fünnen. 

Die einfachften und deshalb gewöhnlichſten Mittel zum Meſſen der Kräfte 
jind Gewichte. 


8.52 Gleichheit der Kräfte. mei Gewichte oder auch zwei Drücke oder 
Züge, und alſo auch die Kräfte, welche leßteren entſprechen, find gleich, 
wern man eine durch die andere erjegen Tann, ohne dadurch eine andere 
Wirkung zu erhalten. Wenn 3. DB. eine Stahlfeder durch ein ange- 
hängtes Gewicht G genau fo gebogen wird ‘wie durch ein anderes, genau 
ebenfo angehängtes Gewicht Gi, fo find diefe Gewichte, und deshalb auch 
die Schwerfräfte in beiden Körpern, gleich. Wenn ebenfo eine belaftete 
Wange (franz. und engl. balance) fowohl durch das Gewicht G als aud) 
durch ein anderes Gewicht Gi, welches man an die Stelle von G ſetzt, zum 
Einfpielen gebradjt wird, fo find biefe Gewichte G und Gi gleich, die Waage 
mag übrigens gleich oder ungleiharmig, und die Ubrige Belaſtung derſelben 
mag groß oder klein ſein. 

Ein Druck oder Gewicht (Kraft) iſt 2, 3, + u. ſ. w. und überhaupt 
nmal fo groß als ein anderer Drud u. f. w., went er diefelbe Wirfung 
bervorbringt als 2, 3, 4... » Drüde der zweiten Art zufammen. Wenn 
eine übrigens beliebig belaftete Waage durch ein Gewicht (G) ebenfo zum 
‚Einfpielen gebracht wird, als durd) Auflegen von 2, 3, 4 u. f. w. gleichen 
Gewichten (G,), fo ift jenes Gewicht (6) 2, 3, 4 u. ſ. w. mal fo groß ale 
diefeg Gewicht (Cr). 

8.53 Materie. Materie (franz. matiere; engl. matter) ift Dasjenige, wo- 


durch die Körper der Außenwelt, die wir, im Gegenſatz zu den Körpern ber 
Geometrie, aud) materielle oder physische Körper nennen, auf unfere 
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Simme wirken. Maſſe (franz. und engl. masse) ift dad Quantum der einen 
Körper bildenden Materie. 

Körper von gleihem Bolumen (franz. und engl. volume) oder gleichem 
geomtetrifchen Inhalte haben meist verjchtedene Gewichte, wenn fie aus ver: 
jchiedenartigen Materien beſtehen. Man fann daher aus den Bolumen 
eines Körpers auf deflen Gewicht noch nicht fchließen; es ift dazu vielmehr 
nötbig, dag man das Gewicht von einer Bolumeneinheit, 3. B. von einem 
Cubikfuß, Cubikmeter u. f. w. der Materie des Körpers Tenne. 


Gewichtseinheit. Das Meſſen von Gewichten oder Kräften befteht 
in einer Bergleichung derfelben mit einem gegebenen und unveränderlichen, 
zur Einheit angenommenen Gewichte. Die Auswahl diefer Gewichts oder 
Krofteinheit ift zwar an ſich willkürlich, es iſt jedoch praftifch vortheilhaft, 
hierzu das Gewicht von einem allgemein verbreiteten Körper bei einem ber 
gebräuchlichen Raumeinheit gleichen Volumen hierzu auszuwählen. 

Eine derartige Gewichteinheit it das Gramm, welches durch das 
Gewicht von einem Cubikcentimeter reinen Waſſers im Zuftande der größten 
Dichtigkeit (bei ungefähr 4° C. Temperatur) gegeben wird. Aber auch das 
alte preußifche Pfund ift eine auf das Gewicht des Waſſers zurld- 
geführte Einheit, e8 wiegt nämlich ein preußifcher Cubikfuß deitillirten 
Waſſers im Iuftleeren Raume und bei 150 R. Temperatur, 66 preußifche 
Pfund. Nun ift aber ein preußifcher Fuß — 139,13 Pariſer Linien 
— 0,3137946 Meter, e8 folgt daher ein preußiiches Pfund — 467,711 
Stamm. Das preußische Neu- oder Zollpfund ift genau 1/, Kilogramm. 


Trägheit. Trägheit oder Beharrungsvermögen (franz. .inertie; 
engl. inertia) iſt diejenige Eigenschaft der Materie, vermöge welcher diejelbe 
durch ſich allein weder Bewegung annehmen, noch erhaltene Bewegung ab- 
ändern kann. Jeder materielle Körper bleibt fo lange in Ruhe, als Feine 
Kraft auf ihn einwirkft, und jeder einmal in Bewegung gefegte materielle 
Körper bleibt in einer geradlinigen gleihförmigen Bewegung, fo 
lange al8 er ohne Einwirkung einer Kraft if. Wenn alfo in dem Bewe— 
gungszuftande eines materiellen Körpers Veränderungen vor fich gehen, 
wenn ein Körper feine Bewwegungsrichtung verändert, oder wenn er eine 
größere oder Kleinere Geſchwindigkeit annimmt, fo ift diefelbe nicht dem Kör— 
per, als einem gewillen Quantum von Materie, an ſich beizumefien, jondern 
es muß eine fremde Urſache, d. i. eine Kraft, diefelhe herbeigeflihrt haben. 

Infofern bei jeder Aenderung im Bewegungszuftande eines materiellen 
Körpers eine Kraftentwicelung vor fid) geht, infofern läßt ſich die Trägheit 
auch den Kräften beizählen. 

Könnten wir die auf eine bewegte Maffe wirkenden Kräfte gänzlich ent= 
fernen, jo witrde diefelbe fi ohne Ende gleichförmig fortbewegen; wir finden 


8. 54 
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aber eine ſolche gleichförmige Bewegung nirgends, weil e8 uns nicht möglich) 
ift, eine Maſſe der Einwirkung aller Kräfte zu entziehen. Bewegt ſich eine 
Maſſe auf einem horizontalen Zifche, fo übt zwar die nun vom Tiſche auf: 
genommene Schwerkraft eine unmittelbare Wirfung auf den Körper nicht 
aus, allein aus dem Drude des Körpers gegen den Tiſch entfteht ein Wider- 
ftand, den wir in der Yolge unter dem Namen Reibung näher kennen lernen 
werden, welcher dem bewegten Körper unaufhörlich Geſchwindigkeit entzieht, 
weshalb er aus diefem Grunde eine verzögerte Bewegung annimmt und end- 
lich zur Ruhe übergeht. Indeſſen auch die Luft fegt dem bewegten Körper 
einen Widerftand entgegen, und wenn aud) die Reibung des Körpers ganz 
befeitigt werden fünnte, fo würde ſchon diefes Hinderniffes wegen eine all- 
mälige Abnahme an Gefchtwindigkeit eintreten. Wir finden aber, daß der 
Berluft an Gefchiwindigfeit um jo Heiner wird, die Bewegung ſich alfo um 
fo mehr und mehr einer gleichförmigen nähert, je mehr wir dieſe Widerftände 
der Zahl und Stärke nach vermindern, und können daraus fchließen, daß bei 
Beleitigung aller beivegenden Kräfte und Widerftände eine gänzlich gleich- 
fürmige Bewegung eintreten muß. 


$.56 Kräftemaass. Die Kraft (P), weldye eine träge Mafje (M) accelerirt, 
ift proportional der Acceleration (p) und proportional der Maſſe (M) felbit; 
fie wächft bei einerlei Maffen wie die in unendlich Heinen Zeiten erlangten 
Zunahmen an Gejchwindigfeit und nimmt bei gleichen Gefchwindigfeits- 
zunahmen in demfelben Maße zu, als die Maflen größer werden. Die 
mfache Acceleration einer und derjelben Maſſe oder gleicher Maſſen erfordert 
eine mfache Kraft und die afache Maſſe macht bei einerlei Acceleration auch 
die nfache Kraft nöthig. 

Da wir aber bis jett ein Maß der Maffen nod) nicht ausgewählt haben, 
jo können wir deshalb jogleid): 

P=Mp, 
die Kraft gleich dem Producte aus Maffe und Acceleration an- 
nehmen, und zugleich ſtatt Kraft ihre Wirkung, d. i. den von ihr hervorge- 
brachten Drud einfegen. 

Die Richtigkeit diefes allgemeinen Bewegungsgeſetzes läßt ſich allerdings 
wohl durch, directe Verſuche darthun, indem man z. B. gleiche und verjchie- 
dene, auf einem horizontalen Tiſche bewegliche Maſſen durch gebogene Stahl- 
federn fortjchnellen läßt, indeſſen Liegt diefelbe auch fchon darin, daß alle aus 
diefem Gejege gemachten Yolgerungen und entwidelten Regeln für zufam- 
mengejegte Bewegungen den Beobachtungen und Erfcheinungen in der Natur 
vollfommen entjprechen. 


8.57 Masse. Alle Körper fallen an einem und demfelben Orte der Erde und 
im luftleeven Raume gleich jchnell nieder, nämlich mit der unveränderlichen 
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eines Körpers — M und das die Schwerkraft denſelben meitende Ecwicht 
— G, fo hat man nadı der legten Formel and: 
G = Ma. 


d.i. das Gewicht eine? Körpers ıft cin Froduct aus deſſen Maſſe 
und der Acceleration der Schwere, und umgelchtt: 


M=—., 
9 


d. i. Maſſe eines Körpers iſt Gewicht deſſelben dividirt durch 
die Beſchleuniguug der Schwere, oder Maſſe iſt dasjenige Gewicht 
eines Körpers, welches derſelbe haben würde, wenn die Acceleration der 
Schwere — Eins, 3. B. ein Meter, ein Fuß u. ſ. w. wäre. An dem 
Punkte auf oder in der Nähe der Erbe oder eines anderen Weltkörpers, wo 
die Körper nicht mit 9,81 Meter, jondern mit 1 Meter Geſchwindigkeit 
(nad) der erften Secunde) niederfallen, wird hiernach die Maffe, oder viel- 
mehr nur das Maß derfelben, durch das Gewicht des Körpers unmittelbar 
angegeben. 

Je nachdem wir die Beichleunigung der Schwere in Metern oder Fußen 
ausdrüden, haben wir nun die Mafle: 


G 

M= 7 — 0,1019 Gr oder 
G 

M= 3755 = 0,032 G. 


Hiernach ift 3. B. die Mafle von einem 20 Pfund ſchweren Körper, 
M = 0,032.20 — 0,64 Pfund, und umgelehrt, das Gewicht einer Maſſe 
von 20 Pfund, G — 31,25 . 20 — 625 Pfund. 


Wenn wir die Beichleunigung (9) der Schwere als unveränderlich anneh⸗ 8. 
men, fo folgt, daß die Maſſe eines Körpers dem Gewichte beffelben voll: 
fommen proportional ift, daß alfo für die Maffen M und M, wit den Ge 
wichten G@ und Gr, ift: 

MG 

Mm G 
Wir erhalten hiernach das Gewicht als Maß der Maſſe eines Körpers, jo 
daß alfo ein Körper um jo mehr Maſſe Hat, je größer fein Gewicht ift. 

Allerdings ift die Befchleunigung der Schwere etwas veränderlich; fie 
wird größer, je näher man den Erdpolen kommt, und nimmt um fo mehr 
ab, je mehr man fi) dem Erbäguator nähert, ift alfo an den Polen am 
größten und am Aequator am kleinſten. Auch nimmt fie ab, je mehr ein 
Körper über dem Niveau des Meeres befindlich ift, und verändert fic mit 
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der Tiefe des fallenden Körpers unter dem Niveau des Meeres. Da nun 
aber eine Maſſe, ſo lange man zu ihr Nichts hinzunimmt und von ihr 
Nichts wegnimmt, etwas Unveränderliches iſt, alſo auf allen Punkten der 
Erde und ſelbſt außerhalb derſelben, z. B. auf dem Monde, noch dieſelbe bleibt, 
ſo folgt daraus, daß auch das Gewicht eines Körpers veränderlich und von 
dem Orte der Körper abhängig, überhanpt aber der dem Orte entſprechenden 
Acceleration der Schwere proportional, oder rn = — ſein müſſe. 

Es wird alſo hiernach eine und dieſelbe Stahlfeder durch ein und daſſelbe 
Gewicht an verſchiedenen Orten der Erde, verſchieden gebogen, am Aequator 
und auf hohen Bergen am ſchwächſten, in der Nähe der Erdpole und im 
Niveau des Meeres am ſtärkſten. 


8.59 Dichtigkeit. Dichtigkeit (franz. densité; engl. density) iſt die 
Stärke der Raumerfüllung der Materie. Ein Körper ift um fo dichter, je 
mehr Materie derfelbe in feinem Raume einfchließt. Das natürliche Maß 
der Dichtigfeit ift dasjenige Duantumm an Materie (diejenige Maſſe), welches 
die Bolumeneinheit ausfüllt; weil ſich aber die Materie nur durch Gewichte 
meflen läßt, fo dient das Gewicht von einer Volumeneinheit, z. B. von einen 
Cubikmeter oder Eubiffuße, einer zweiten Materie ald Maß der Dichtigfeit 
derjelben. 


Hiernad) ift 3. DB. die Dichtigfeit des Waſſers — 61,75 Neupfund und 
die des Gußeiſens — 448 Pfund, weil ein Cubikfuß Wafler 61°/,, und 
ein Eubiffuß Gußeiſen 448 Pfund wiegt. 


Aus dem Volumen 7 eined Körpers und der Dichtigfeit y beilelben folgt 
jein Gewicht G — Vy. 


Volumen mald Dichtigkeit giebt alſo das Gewicht eines Körpers. 


Die Dichtigkeit der Körper iſt entweder gleichförmig (franz. uniforme, 
homogene; engl. uniform) oder ungleichförmig (franz. variable, hete- 
rogene; engl. variable), je nachdem gleiche Volumentheile defjelben gleich 
oder verfchieden ſchwer find. Es ift z.B. die Dichtigkeit der einfachen Metalle 
gleichförmig oder es find die Metalle homogen, weil gleiche, übrigens noch jo 
fleine Theile derfelben, gleichviel wiegen; Hingegen ift Granit ein Körper 
von ungleichförmiger Dichtigkeit, weil ev ans Theilen von verjchiedener 
Dichtigfeit befteht. 


Beifpiele. 1) Wenn die Dichtigfeit des Bleies 700 Pfund beträgt, fo wiegen 
3,2 Cubikfuß Blei: G= 9y—=170.32—= 2240 Pfund. 2) Ift die Dichtigfeit 
des Stabeifeng — 472 Pfund, fo hat ein Stück vefielben von 205 Pfund Gewicht 

G 205 


das Velumen V = * = m 0,4343 Eubiffuß = 0,4843 . 1728 = 750,5 
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Eubifzoll. 3) Wiegen 10,4 Eubilfug vollfommen mit Waſſer angefywängertes 
Tannenholz 577 Pfund, fo ift die Dichtigkeit dieſes Holzes: 


G 577 


Specifisches Gewicht. Specififches, aud) eigenthümliches $. 60 
Gewicht (franz. poids specifique; engl. specific-weight, specific gravity) 
ift das Verhältniß der Dichtigkeit eines Körpers zu der als Einheit ange- 
nommenen Dichtigfeit eines anderen, gewöhnlich des Waſſers. Nun ift aber 
die Dichtigkeit gleich dem Gewichte der Volumeneinheit; daher ift auch fpeci- 
fiiches Gewicht das Berhältnig zwifchen dem Gewichte eines Körpers zu dem 
eines anderen, 3. B. des Waſſers, bei gleichem Bolumen. 

Um das fpecififche Gewicht nicht mit dem Gewichte zu verwechfeln, welches 
einem Körper von beftinmter Größe zufommt, pflegt man das letztere ab- 
folutes Gewicht (franz. poids absolu; engl. absolute-weight) zu nennen. 

Iſt y die Dichtigkeit der Materie (des Waſſers), auf welche wir die Dich— 
tigfeiten anderer Materien beziehen, und Y, die Dichtigfeit irgend einer diefer 
Materien, deren fpecififches Gewicht wir durch & bezeichnen wollen, fo gelten 
die Tormeln: 


=Smp=e.n 


es ift alfo die Dichtigkeit eines Stoffes gleich: fpecififches Ge— 
wicht deffelben mal Dichtigkeit des Waſſers. 
Das abſolute Gewicht & einer Maſſe vom Volumen V und ſpecifiſchem 
Gewichte e iſt: 
G = Yyı = VeY. 


Beifpiele. 1) Die Dicptigfeit des reinen Silbers ift 676,5 Pfund und bie 
des Waffere — 66 Altpfund, folglich das fpecififche Gewicht des erfleren (in 


Hinfiht auf Wafler) = u = 10,25, d. h. jede Silbermafle ift 10%/, mal 


fo ſchwer als eine ebenfo bit Raum einnehmende Waffermafle. 2) Das fpeci- 
fiſche Gewicht des Queckſilbers — 13,598 angenommen und die Dichtigfeit des 
Waflers — 61,74 Neupfund geſetzt, folgt die Dichtigfeit deſſelben, 
y— 13,598 .61,74 — 839,54 Neupfund; 
eine Maffe von 35 Eubifzoll vefjelben wiegt, da 1728 Cubikzoll einen Cubikfuß geben: 
839,54 . 35 


G=83954.V = 7 > 17,005 Neupfund., 


Anmerfung. Der Gebraudh des franzöfifhen Maßes und Gewichtes ge- 
währt bei diefen Rechnungen den Bortheil, daß man die Multipfication von € 
und y durch bloßes Verrücken bes Derimalftriches vollziehen kann, weil ein 
Eubifcentimeter Waſſer ein Gramm und ein Bubifmeter eine Million Gramm 
oder 1000 Kilogramm wiegt. Die Dichtigfeit des Queckſilbers ift hiernad für’ 
das franzöflfche Mag und Gewicht y, — 13,598 . 1000 — 18598 Kilogramm, 
d. i. ein Eubifmeter Queckfilber wiegt 13598 Kilogramm. 

Weisbach's Lehrbud der Mechanik. I. 9 
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Folgende Tabelle enthält die ſpecifiſchen Gewichte von einigen, vorzüg- 
lich in der praftifchen Mechanik in Anwendung kommenden Körpern. Eine voll- 
ftändige Zufammenftellung diefer Gewichte giebt der „Ingenieur“, ©. 310. 





Mittleres fpecififches Gewicht Mauerwerf mit Kalfmörtel, von 
der getrockneten Laubhölzer = 0,659 Bruchſteinen: 

mit Waſſer geſättigt = 1,110 DT — 2,46 
Mittleres fpecififhes Gewicht trocken......... — 2,40 
der netrodineten Nadelhoͤlzer S 0,453 j 

mit Waffer gefättigt. . — 0,839 *) Mauerwerk mit Kalkmörtel, von 
Duedllbr .......—=13,56 Sanpfleinen: 
Bi . 22020020. — 11,38 fifh 02. — 2,12 
Kupfer, gegoffen und dicht. — 8,75 troden . 2222000. — 2,05 
Meſſ ng gefümiebeb . . = 33 Mauerwerk mit Kalkmörtel, von 
Eiſen, Gußeiſen, weißes — 7,50 Ziegelſteinen: | 

a » graues. — zıo friſch 0... = 1,55 bis 1,70 

» » halbirtes — 7,06 troden.. . - .. » —1,47 » 1,59 

» GStabeifen. - . . . — 7,60 Erde, Ichmige, feſtgeſtampft: 
Zink, gegofien. - - ... —= 7,05 _ 

= friſch.......... — 2,06 

» gemalt 0. . > - = 7,54 troden » > 22200 en — 1,93 
Granit .... - — 2,50 bis 3,05 ' 
Gneiß ....- —239 » 2,71 Gartenerbe: 
Kalfftein - « ». . =2,40 » 2,86 fifh. - .- - PIE ru — 2,05 
Sandflein. .. -» =1L%W » 2,70 troden - > 22000. — 1,63 
Ziegelftein. . . . =1L40 » 2,22 Trodene magere Erde . . = 1,34. 


8.62 Aggregatzustände. Die Körper erfcheinen und nad) dem verfchiedenen 


Zufammenhange ihrer Theile in drei Hauptzuftänden, die wir die Aggre— 
gatzuftände derjelben nennen. Site find entweder feit (franz. solides; 
eng. rigid) oder flüſſig (franz. fluides; engl. fluid) und im legteren Falle 
wieder entweder tropfbar flüffig (franz. liquides; engl. liquid) oder 
elaſtiſch flüſſig (franz. gazeux, aeriformes; engl. aörıform). Feſte 
oder ftarre Körper find diejenigen, deren Theilchen jo ftarf unter ſich 
zufammenhängen, daß eine gewifje Kraft nöthig ift, die Geftalt diefer Körper 
zu verändern oder eine Zertheilung derfelben zu bewirken. Flüffige Kör- 
per hingegen find folche, deren ‘Theile durch die Heinjte Kraft an einander 
verfchoben werden fünnen. Die elaftifc flüſſigen Körper, deren Re— 
präjentant die atmofphärifche Luft ift, unterfcheiden ſich dadurch von den 
tropfbar flüffigen, durd) das Waſſer repräfentirten Körpern, daß den- 


) ©. das Wafferanfaugen ves Holzes, polytechnifche Mittheilungen Bd. IL. 1845. 
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felben ein Beſtreben, fi immer weiter und weiter auszubehnen, inne wohnt, 
welches Beftreben dem Wafler u. f. w. mangelt. 

Während die feiten Körper eine eigenthiimliche Geftalt und ein beftimmtes 
Volumen haben, befigen die tropfbar flüſſigen oder waflerförmigen Körper 
nur ein beftimmtes Volumen ohne eigenthiimfiche Form, die elaftifch- oder 
ausdehnfam flüffigen Körper endlich weder das eine noch das andere. 


Eintheilung der Kräfte Ihrer Natur nad) find die Kräfte ſehr $. 63 
verfchieden; wir führen hier nur die vorzüglichften an: 

1) Die Schwerfraft, vermöge welcher fich alle Körper dem Mittel 

punkte der Erde zu nähern fuchen. 

2) Die Kraft der Trägheit, welche bei Gefchwindigfeits- und Rich— 
tungsveränderungen bewegter Maſſen hervortritt. 

3) Die Mustelfraft der befeelten Weſen, ober die mittelft der Muskel 
von Menjchen und Thieren ausgeübte (animalifche) Kraft. 

4) Die Elafticität oder Federkraft, welche Körper bei ihren Form⸗ 
und Volumenveränderungen äußern. 

5) Die Wärmefraft, vermöge welcher fi) Körper beim Wechjel der 
Temperatur ausdehnen oder zufammenziehen. 

6) Die Cohäſionskraft, die Kraft, mit welcher die Theile eines Kör- 
pers zufammenhängen, mit welcher aljo auch diefelben einer Trennung 
widerftehen. 

7) Die Adhäfionstraft, mit weldyer zwei in nahe Berührung gebrachte 
Körper einander anziehen. 

8) Die Magnetkraft, oder die Anziehungs- und Abftoßungsfraft der 
Magnete. 

Nächſtdem noch die eleftrifhen und eleftromagnetifhen Kräfte 

u. ſ. w. 

Die Widerftände der Reibung, Steifigkeit, Feſtigkeit u. |. w.. entfpringen 
vorzüiglich aus der Cohäſionskraft, welche, wie die Elafticttät u. |. w., aus 
der fogenannten Molefularfraft, oder der Kraft, mit welcher die Mo- 
leküle oder Heinften Theile eines Körpers auf einander wirken, hervorgeht. 


Bestimmungsstücke einer Kraft. Dei einer jeden Kraft unter 8. 64 

ſcheiden wir: 

1) Den. Angriffspunft (franz. point d’application; engl. point of 
application), den Punkt des Körpers, auf welchen eine Kraft unmit- 
telbar wirkt. 

2) Die Kraftrihtung (franz. umd engl. direction), die gerade Yinie, 
in welcher eine Kraft den Angriffspunft fortbeivegt, oder fortzubewegen 
oder deſſen Bewegung zu verhindern ſucht. Die Kraftrichtung Hat, 

- 9%* 
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wie jede Bewegungsrichtung, zwei Seiten; fie fann von links nad) 
rechts oder von rechts nad; Links, ferner von oben nad) unten oder von 
unten nad) oben gehen. Man nennt die eine die pofitive und die 
andere die negative. Da wir von links nach rechts und von oben 
nach unten lefen und fchreiben, jo wäre e8 am geeigneiften, diefe Be- 
wegungen pofitive und die entgegengejegten Bewegungen nega- 
tive zu nennen. 

3) Die abfolute Größe oder Intenfität (franz. grandeur absolue, 
intensite; engl. intensity) der Kraft, die nad) den Obigen durd) 
Gewichte, 3. B. Pfunde, Kilogramme u. ſ. w., gemefjen wird. 

Man ftellt die Kräfte graphifch dur) gerade Linien dar, welche durch 

ihre Richtung und Länge die Richtung und Größe oder Stärke, ſowie durch 
ihre Anfangspunkte die Angriffspunfte ver Kräfte angeben. 


8.65 Wirkung und Gegenwirkung. Die erfte Wirkung, welche eine 

Kraft in einem Körper hervorbringt, ift eine mit Ausdehnung oder Zuſam⸗ 
mendrüdung verbundene Form- oder VBolumenveränderung, welche im An- 
griffspunft ihren Anfang nimmt und fid) von da aus immer weiter und 
weiter im Körper ausbreitet. Durch diefe innere Veränderung des Körpers 
wird aber die in ihm Tiegende Klafticität angeregt, die fich mit der Kraft 
ing Gleichgewicht ſetzt und deshalb derjelben gleich ift und ihr entgegengefeßt 
wirft. Man fagt hiernach: Wirkung und Gegenwirkung find ein- 
ander gleich und entgegengefegt. Dieſes Gejeg findet nicht nur bei 
den durd) Berührung erzeugten Einwirkungen der Kräfte, fondern aud) bei 
den fogenannten Anziehungs- und Abftoßungsfräften, wohin die magnetijche 
und felbft die Schwerfraft zu rechnen find, ftat. So ftarf en Magnet 
einen Eifenftab anzieht, ebenfo ftarf wird der Magnet vom Eifenftabe jelbft 
angezogen. Die Kraft, mit welcher der Mond von der Erde angezogen 
wird (durch die Schwerkraft), ift gleich der Kraft, mit welcher der Mond 
auf die Erde zurückwirkt. 
“ Die Kraft, mit welcher ein Gewicht auf eine Unterlage drückt, giebt diefe 
in der entgegengefegten Richtung zurück; die Kraft, womit ein Arbeiter an 
einer Maſchine zieht, jchiebt u. |. w., wirft auf den Arbeiter zuriid und 
ſucht denfelben in entgegengefegter Richtung zu bewegen. Wenn ein Körper 
gegen einen anderen jtößt, jo drückt der erfte den anderen genau fo viel, wie 
der andere den erften. 


8.66 Eintheilung der Mechanik. Die gefammte Mechanik wird nad 
den zwei Aggregatzuftänden der Körper in zwei Hauptabtheilungen gebracht, 
nämlich: 

1) in die Mechanik der feiten oder ftarren Körper, welchentan aud) 
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wohl Geomechanik (franz. mecanıque des corps solides; engl. 
mechanics of rigid bodies) nennt, und 
2) in die Mechanik der flüffigen Körper, Hydromechanik, aud) 

Hydraulif (franz. mecanique des fluides, hydraulique; engl. 

mechanics of fluids). Die lettere theilt man wieder ein 

a) in die Mechanik bes Waffers und der tropfbar flüffigen 
Körper überhaupt, Hydromechanik, auch Hydraulif (franz. 
hydraulique; engl. hydraulic), und 

b) in die Mechanik der Luft and anderer luftförmigen Kör- 
per überhaupt, Aëromechanik (franz. mecanique des fluides 
aörıformes; engl. mechanics of elastic fluids). 


Nimmt man nun nod) auf die Cintheilung der Mechanik in Statik und 
Dynamil ($. 49) Rüdjicht, jo erhält man folgende Theile: 

1) Statik der feiten Körper, oder Geoftatif, 

2) Dynamik der feften Körper, oder Geodynamil, 

3) Statik des Waffers u. |. w., oder Öydroftatif, 

4) Dynamik des Waffers ı. |. w., oder Hydrodynamil, 

5) Statik der Luft (der Safe und Dämpfe), oder Aöroftatik, 

6) Dynamik der Luft, oder Aarodynamif, auch Pneumatik. 


Zweites Capitel. 
Mechanik des materiellen Wunkftes. 


Ein materieller Punft (franz. point materiel; engl. material point) $. 67 
ift ein materieller Körper, deſſen Dimenfionen nach allen Seiten hin unend- 
(ich Klein find in Hinficht auf die von ihm zurlidgelegten Wege. Um den 
Vortrag zu vereinfachen, wird im Folgenden zunächſt nur von der Bewegung 
und dem leichgewichte eines materiellen Punktes die Rede fein. Ein 
(enblicher) Körper ift eine ftetige Verbindung von unendlich vielen materiel- 
len Punkten oder Molekülen. Wenn fich die einzelnen Punkte oder Elemente 
eines Körpers alle vollfommen gleih, d. i. in parallelen geraden Linien 
gleich fchnell bewegen, jo kann man die Theorie der Bewegung eines mate- 
riellen Punktes auch auf die ded ganzen Körpers anwenden, weil fich in 
diefem Falle annehmen läßt, daß gleiche Maffentheile des Körpers durch) 
gleiche Krafttheile getrieben werden. 
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8.68 Einfache constante Kraft. Iſt p die Acceleration, mit welcher eine 
Mafle M durch eine Kraft fortgetrieben wird, fo bat man nad) 8. 56 
für diefe: 


. pP 
P — Mp, fowie umgekehrt, die Acceleration p — M 


Seßen wir ferner die Maffe M — ri wo G das Gewicht des Körpers 
und g die Beichleunigung der Schwere bezeichnet, jo ift die Kraft: 
)P= 2 G, 
9 
und die Acceleration: 
P 
2) pP = GI 


Man findet alfo die Kraft (P), welche einen Körper mit einer 
gewiffen Acceleration (p) forttreibt, wenn man das Gewicht (G) 


des Körpers durd) das Verhältniß (2) feiner Acceleration zu 


der der Schwere multiplicirt. 


Es ergiebt ſich umgelehrt die Acceleration (p), mit welder ein 
Körper durch eine Kraft (P) fortbewegt wird, indem man die 


Acceleration (9) der Schwere durdh das Verhältniß (z) zwi— 
ſchen Kraft und Gewicht des Körpers multiplicirt. 


Beiſpiel. Man denke ſich einen Körper auf einem horizontalen und ſehr 
glatten Tiſche liegend, welcher dem Körper keine Hinderniſſe in den Weg ſetzt, 
wohl aber tie Schwerkraft in demſelben aufhebt. Wird dieſer Körper von einer 
horizontal wirkenden Kraft geprüdt, fo muß der Körper der Einwirkung derfel- 
ben nachgeben und in der Richtung diefer Kraft fortgehen. If das Gewicht 
viefes Körpers: F —= 50 Pfund und die auf ihn unausgefeßt drückende Kraft 
P = 10 ®fund, fo wird er in eine gleichförmig befchleunigte Bewegung mit 
der Acceleration p = Z .9= 2 . 31,25 = 6,25 Fuß übergehen. Iſt Hin- 
gegen bie Ncceleration, mit welcher ein 42 Pfund fehwerer Körper durch eine 


Kraft (P) befchleunigt wird, 2 = 9 Fuß, fo wird diefe Kraft P= T G 


Ser 42 = 0,032 . 378 —= 12,1 Pfund betragen. 

8.69 Iſt die Kraft, welche auf einen Körper wirft, conftant, fo entfteht eine 
gleihförmig veränderte Bewegung, und zwar eine gleichförmig befchleunigte, 
wenn die Kraftrichtung in die anfängliche Bewegungsrichtung fällt, und da- 
gegen eine gleichförmig verzögerte, wenn die Kraftrichtung der anfänglichen 
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Bewegungsrichtung entgegengeſetzt iſt. Setzen wir nun in den phoronomiſchen 
Formeln ($. 13 und 8. 14) ſtatt p den Werth 5 = — 9 ein, fo bekom⸗ 
men wir Folgendes: 
I. Für gleichförmig beſchleunigte Bewegungen: 
P P P 
1) v=c +tzst=e + 31,25 7 Fuß — 49,81 q Meter, 
nr EE_ Fe I 
2) s=ct+ rer) —ct+ 15,625 Zt Fuß —ct + 4,905 51 Meter. 
1. Für gleihförmig verzögerte Bewegungen: 
P pP P 
1) v=e— Zyt=e— 31,25 tu c— 9,81 z' Dieter, 
cr BI _ Fa z 
2) = 7, =et— 1562355 Buß—ci— 4,9057 1? Meter 


Mit Hülfe diefer Formeln laſſen ſich alle Fragen, welche ſich in Anfehung 
der durch eine beftändige Kraft veranlagten geradlinigen Bewegungen von 
Körpern ftellen laſſen, beantworten. 


Beifpiele. 1) Ein 2000 Pfund fehwerer Wagen geht mit A Fuß Gefchwin- 
digfeit auf einer horizontalen, ihm Feine Hinverniffe entgegenfegenden Bahn 
fort, und wird 15 Secunden lang durch eine unveränderlihe Kraft von 25 Pfund 
vorwärts gefchoben; mit welcher Gefchwindigfeit wird er nach Einwirkung diefer 
Kraft fortgehen? Es iſt dieſe Geſchwindigkeit P=c+31.25 7; da hier c=4, 
P=3, G = 2000 un t—= 15, fo folgt v—= 44313 . = 4 
+ 5,859 — 9,859 Fuß. 2) Unter gleichen Umfländen wird ein 5500 Bund 
fhwerer Wagen, der vorher während 3 Minuten gleihförmig fortgehend 950 
Fuß zurücdgelegt hat, durch eine 30 Secunden lang anhaltend wirkende Kraft 
fo fortgetrieben, daß er fpäter in 3 Minuten 1650 Fuß gleihförmig durch— 





läuft. Welches war diefe Kraft? Hier ift Anfangsgefchwindigfeit ce — u 
— 5,277 Fuß, und Endgeſchwindigkeit » — en — 9,166 Buß, daher = gt 
— — e — 3880, und bie Kraft P = — — 0,032 . 8880. SS 


—= 0,12445 . = — 22,81 Pfund. 3) Sin mit 15 Fuß Gefchwinbigfeit fort: 
gleitender, 1500 Pfund ſchwerer Schlitten verliert in Folge der Reibung auf der 
horizontalen Unterlage innerhalb 25 Secunden feine ganze Bewegung; wie groß 
ift diefe Reibung? Hier if die Bewegung gleichförmig verzögert und die End- 
.15 
geſchwindigkeit 90, daher c = 31,25 a und P=0,032 -— — 0,032. = 


— 0,032 . 90 = 28,8 Pfund die in Trage fiehende Reibung. 4) Ein anderer 
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Schlitten von 1200 Pfund Gewicht und 12 Fuß Anfangsgefchwindigfeit hat bei 
feiner Bewegung eine Reibung von 45 Pfund zu überwinden; welche Geſchwin— 
digfeit hat derfelbe nad 8 Secunden, und wie groß ift fein zurüdgelegter Weg? 


Die Endgeſchwindigkeit it v = 12 — 31,28 . Ss — 12 -- 9,875 — 2,626 


Fuß, und der zurüdgelegte Weg s—= (+?) t= (Fr) 8=585 Fuß. 





$. 70 Mechanische Arbeit. feiftung oder Arbeit einer Kraft (franz. 
travail möcanique; engl. work done, labouring force) ift diejenige Wir- 
fung einer Kraft, welche diefelbe bei Weberwindung eines Widerftandes, 
3. B. der Schwerkraft, der Reibung, der Trägheit u. |. w., hervorbringt. 
Man verrichtet alſo eine mechaniſche Arbeit, indem man Laſten empor: 
hebt, Maſſen eine größere Geſchwindigkeit ertheilt, Körper in ihrer Form 
verändert, zertheilt u. |. w. “Die Leiftung oder Arbeit hängt nicht allein von 
der Kraft, fondern auch von dem Wege ab, auf welchem diefe tätig ift oder 
einen Widerftand überwindet; fie wächft überhaupt mit der Kraft und dem 
Wege gleichzeitig. Heben wir einen Körper langfam genug in die Höhe, um 
ferne Trägheit vernachläffigen zu können, jo ift die verrichtete Arbeit feinem 
Gewichte und der Höhe, auf welche der Körper gehoben wird, proportional ; 
denn 1) die Wirkung ift diefelbe, ob ein Körper vom m (3) fachen Gewichte 
(m &) auf eine gewiſſe Höhe gehoben wird oder ob m (3) Körper vom ein- 
fahen Gewichte (GC) auf diefelbe Höhe gehoben werden; fie ift nämlich mmaf 
fo groß als die nöthige Wirkung zum Aufheben des einfachen Gewichtes auf 
die nämliche Höhe; und ebenfo ift 2) die Leiftung diefelbe, ob ein und daflelbe 
Gewicht auf die n (5) face Höhe (nh) ober ob es n (5) mal auf die ein- 
fache Höhe gehoben wird, überhaupt aber n (5) mal fo groß, als wenn 
dafjelbe Gewicht um die einfache Höhe (A) emporfteigt. Ebenſo ift die von 
einem langjam finfenden Gewichte verrichtete Arbeit der Größe diefes Ge- 
wichtes und der Höhe, von welcher e8 herabgeſunken ift, proportional. Diefe 
Proportionalität findet aber auch bei jeder anderen Art der Arbeitsverrichtung 
ftatt; um bei einerlei Tiefe einen Sägefchnitt von doppelter Länge auszu- 
führen, find noch einmal fo viel Theilchen zu trennen, als beim Schnitt von 
der einfachen Yänge, ift alfo auch die Arbeit doppelt fo groß; die doppelte 
Länge erfordert aber auch den doppelten Weg der Kraft, es ift folglid) die 
Arbeit dem Wege proportional. Ebenſo wird die Arbeit eines Mahlganges 
offenbar mit der Menge ber Körner einer gewiflen Getreideart, welche der- 
jelbe bis zu einem gewiflen Grade zerreibt, wachfen. Dieſe Menge ift aber 
unter übrigens gleichen Umftänden der Zahl der Umdrehungen oder vielmehr 
dem Wege, welchen der obere Mühlſtein (Täufer) während des Mahlens 
diefer Getreidemenge gemacht hat, proportional; es wächft folglich auch die 
mechanische Arbeit mit dem Wege gleichmäßig. " 
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Die angegebene Abhängigkeit der Arbeit einer Kraft von der Größe und $. 71 
dem Wege der Kraft erlaubt uns diejenige Arbeit, welche bei Ueberwindung 
eines MWiderftandes von der Größe der Gewichtseinheit (3. B. Kilogramm, 
Pfund u. f. w.) längs eines Weges von ber Größe der Längeneinheit (3. B. 
Meter oder Fuß) aufgewendet wird, ale Einheit der mechaniſchen Ar- 
beit oder Reiftung (franz. unite dynamique; engl. dynamical unit, unit 
of work) anzunehmen und nun das Maß’ diefer gleichzufegen dem Producte 
aus Kraft oder Widerftand und aus dem während der Ueberwindung bes 
Widerftandes in der Kraftrichtung zurüdgelegten Wege. 

Segen wir die Größe des Widerftandes felbft — P, und den bei feiner 
Ueberwindung von der Kraft oder vielmehr von ihrem Angriffspunfte zurlid- 
gelegten Wege, —s, jo ift hiernach die bei Ueberwindung diefes Widerftandes 
aufgewendete Arbeit oder die Yeiftung 

- A — Ps Xrbeitseinheiten. 

Um die Arbeitseinheit, fiir welche man auch den einfachen Namen 
Dynamite gebrauchen kann, näher zu bezeichnen, giebt man gewöhnlich die 
Einheiten beider Factoren P und s an, und jagt deshalb ftatt Arbeitsein- 
heiten Kilogrammmmeter, Pfundfuß, auch umgekehrt, Meterfilogramm, Yuß- 
pfund u. |. w., je nachdem Gewicht und Weg in Kilogramm und Meter 
oder in Pfund und Fuß ausgedrücdt werden. Der Einfachheit wegen jchreibt 
man ftatt Meterfilogramm mk oder km, und ebenfo ftatt Fußpfund, Fpfd. 


Beijpiele. 1) Um einen Pochſtempel von 210 Pfund Gewicht 15 Zoll hoch zu he- 


ben, ift die mechanifche Arbeit A —=210. 2 — 262,5 Fußpfund nöthig. 2) Durd 


eine mechaniſche Leiftung von 1500 Fußpfund fann ein Schlitten, welder bei 
feiner Bewegung 75 Pfund Neibung zu überwinden hat, um 


4 = 1500 — 20 Fuß fortgezogen werben. 


Nicht nur bei unveränderlicher Kraft oder conſtantem Widerftande ift die $. 72 
Arbeit ein Product aus Kraft und Weg, fondern aud) dann, wenn der 
MWiderftand während feiner Ueberwindung veränderlich ift, läßt fich die Arbeit 
als das Product aus Kraft und Weg ausdrüden, wenn man nur als Kraft 
einen mittleren Werth aus der ftetigen Folge von Kräften annimmt. Das 
Berhältniß ift hier daffelbe wie das zwiſchen Zeit, Gejchwindigfeit und 
Kaum; denn aud) der legtere läßt fich ja als ein Product aus Zeit und 
einem mittleren Werthe der Gejchwindigkeiten anfehen. Auch hier jind die- 
jelben graphifchen Darftellungen anwendbar. Es lüßt fich die mechantjche 
Arbeit als Flächeninhalt eines Rechteckks ABCD, Fig. 86 (a. f. ©.), an: 
fehen, deſſen Grundlinie AB der zurüdgelegte Weg (s) und deſſen Höhe ent- 
weder die unveränderliche Kraft (P) felbft oder das Mittel von den verſchie— 
denen Kraftwerthen if. Im Allgemeinen läßt fich aber die Arbeit durch 
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den Flächenraum einer Figur ABCND, Fig. 87, darftellen, die zur Grund⸗ 
linie den Weg s hat und deren Höhe über jeder Stelle der Grundlinie gleich 


Fig. 86. Fig. 87. 





ift der diefer Stelle des Weges entjprechenden Kraft. Berwandelt man die 
Figur AB OND in ein Rechteck ABEF von gleicher Grundlinie und 
gleihem Inhalte, jo erhält man in der Höhe AF— BE deflelben den 
mittleren Werth diefer Kraft. 


8. 73 Die Arithmetit und Geometrie geben verfchiedene Mittel an, um aus 
einer ftetigen Folge von Größen einen mittleren Werth derfelben ausfindig 
zu machen; man findet auch die vorzüglichften im „Ingenieur“ angegeben. 
Unter ihnen ift aber die fogenannte Stmpfon’fche Kegel dasjenige, welches 
man in der Praxis am häufigften anwendet, weil fie in vielen Fällen 
große Einfachheit mit einem hohen Grade von Genauigkeit in ſich vereinigt. 

In jedem Falle ift es nöthig, den Weg AB=s (dig. 88) in n 
Fig. 88. (möglichft viel) gleiche Theile, wie AE 

—EG= @GIu.f.w., einzutheilen und 

die Kräfte EF—=P,, GH=P,IK=P; 

u. ſ. w. an den Enden diefer Wegtheile zu er- 

mitteln. Segen wir dann nod) die anfäng- 

liche Kraft AD P, und die Kraft BC 
am Ende P,, fo erhalten wir die mittlere 

Kraft: P=(, BP +B+PB 

+... +4 P,-ı + Ya Pa): n, und daher 

die Arbeit derjelben: 


Ps=("hP+Pı+PR+ ++ YP)—- 





Iſt die Anzahl (n) der Theile eine gerade, nämlich 2, 4, 6, 8 u. |. w., 
fo giebt die Simpſon'ſche Kegel noch, genauer die mittlere Kraft: 
P=(P, +4Pı +2PR,+4P+--+4P14+ Pr):3n, 
und daher die ent|prechende Arbeit: 
8 


Ps=(PR +4Pı+2P,+4P; +e+4Paı + Pa)zn 
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Iſt 9 ungerade, jo läßt ſich ſetzen: 
Ps=P/ (PR +3Pı +3PR,+P)+'s(P+4Pı+2P:; 


+. +4P,-1+ Pu] — - (S. Art. 38 der analyt. Hülfelehren.) 


Beifpiel. Um die mechanifche Arbeit eines Zugpferbes zu finden, melde 
diefes beim Fortzicehen eines Wagens auf einer gewiffen Straße verrichtet, be: 
dient man ſich eines Kraftmeflers (Dynamometers), welcher auf der einen Seite 
mit dem Magen und auf ber anderen Seite mit den Strängen der Pferbe in 
Berbindung geſetzt ift, und beobachtet an demfelben von Zeit zu Zeit vie Größe der 
Kraft. Wenn vie anfänglihe Kraft P, = 110 Pfund, die nad Zurüdlegung 
von 25 Fuß Weg. 122 Pfund, nad Zurüdlegung von 50 Fuß, 127 Pfund, bei 
einem Wege von 75 Fuß, 120 Pfund und am Ende des ganzen Weges von 
100 Fuß, = 114 Pfund beträgt, fo hat man den mittleren Kraftwerth nach der 
erſten Formel: 

P= (% .110 + 122 + 127 + 120 + 1, . 114) : 4 = 120,25 Pfund, 
und die mechanifche Arbeit: 

Ps = 120,25 . 100 = 12025 $ußpfund; 
nach der zweiten Formel aber: 

P=(110+4.122+2.127-+4.120-+114) : 8.9=15.=1205 Ph. 
und die mechanifche Keiftung: 

Ps = 120,5 . 100 = 12050 Fußpfund. 


Princip der lebendigen Kräfte. Segen wir in ber $. 14 ent- &. 74 


— cc? v2 — ce? 


‚2 
widelten Formel der Phoronomie s — u oder Ps — 5 für 


2p 
die Acceleration p ihren Werth 59 ein, jo erhalten wir die mechaniſche Arbeit: 





2 — (p? 
A—=.Ps = ( . ) G, oder, wenn wir die Geſchwindigkeitshöhen 
md durch hund % begei 
77] und >7 urch Ah un ezeichnen: 


Ps=(h—k)@. 
Diefe für die praftifche Mechanik überaus fruchtbringende Gleichung jagt: 
Die mehanifche Arbeit (Ps), welche eine Mafle entweder in fich 
aufnimmt, wenn fie aus einer Heineren Gefchwindigkeit (c) in eine größere 
(v) übergeht, oder hervorbringt, wenn fie aus einer größeren Geſchwindigkeit 
in eine kleinere überzugehen genöthigt wird, ift ftets gleich dem Pro- 
ducte aus dem Gewichte diefer Maſſe und der Differenz der 
beiden Geſchwindigkeiten entſprechenden Gefhmwindigfeitshöhen 


12 e2 ) 
(37 29) 

Beifpiele. 1) Um einen 4000 Pfund ſchweren Wagen auf einer vollfommen 
glatten Schienenbahn in eine Geſchwindigkeit ven 30 Fuß zu verfeßen, iſt eine 
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2 
mechanifche Arbeit Ps — 5 G = 0,016 v2 G — 0,016 . 900. 4000 = 57600 


Fußpfund nöthig; und ebenfo viel Arbeit wird diefer Wagen verrichten, wenn 
man ihm einen Widerſtand enigegenfebt und ihn dadurch allmälig in Ruhe 
überzugehen möthigt. 2) Gin anderer Wagen von 6000 Pfund geht mit 15 
Fuß Geſchwindigkeit fort und wird durch eine auf ihn wirkende Kraft in eine 
Geſchwindigkeit von 24 Fuß verfeht; wie groß ift die von diefem Wagen in fi 
aufgenommene oder von der Kraft verrichtete Arbeit? Den Geſchwindigkeiten 


15 Fuß und 24 Fuß entfprechen die Geſchwindigkeitshoͤhen k= = 8,6 Fuß 


ndh— “ — 9,216 Fuß; demnach ift die gefuchte mecdhanifche Arbeit: 


—= (h—k) @ = (9,216 — 3,600) .6000 = 5,616.6000 — 33696 &pfv. 
Kennt man nun den Weg, auf weldem dieſe Gefchwindigfeitsveränderung vor 
ſich geht, fo laßt ſich die Kraft finden, fennt man dagegen diefe, fo kann man den 
Weg beflimmen. Soll. z. 3. im legten Falle der Weg des Wagens nur 100 
Fuß betragen, während deſſen Zurüdlegung die Geſchwindigkeit von 15 Fuß in 
die von 24 Fuß übergeht, fo hat man die Kraft P= (h — k) £ = nr 
— 386,96 Pfund. Wäre aber die Kraft felbft 2000 Pfund, fo würde der Weg 
— (h—k) z — nn — 16,848 Fuß betragen. 3) Wenn ein 500 

Pfund fhwerer Schlitten in Folge der Reibung auf der Bahn feine Gefchiwin- 
digkeit von 16 Zuß nah Zurüdlegung von 100 Fuß Weg gänzlich verloren hat, 
fo if der Reibungswiderſtand: 

hG 500 


— — — 3 
P=— = 0016.16 — = 0,016 . 286 . 5 = 2048 Pfund. 





8.75 Die im vorigen Paragraphen gefundene Arbeitsformel: 
92 — ce? 


gilt nicht allein für conftante, fondern auch für veränderliche Kräfte, 
wenn man nur (nach 8.73) ftatt P den mittleren Kraftwerth einführt; denn 
da nad) ITI*) in 8. 19 fir jede ftetige Bewegung überhaupt 
02 — c2 
— — pPs iſt, 


Pi +2 +::-+ Pr 


wem p die gleichen Wegelementen 6 ent- 
Iprechende mittlere Acceleration bei dem Durdjlaufen des Weges s bezeichnet, 
jo hat man aud) 
_P+tPRt:'' + PR eYyAf 
m folgt 


(2 y (At +4 2) 


n 


s, umd 
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292 — cc? v — 0? 
Ps = ( — )u="—-0=0-H6, 
wenn P— aa ei das Mittel aller nach Zurück⸗ 
legung der Wege =, = = 3*r gemeſſenen Kraftwerthe bezeichnet. 


Uebrigens läßt ſich natürlich P auch nach einer der letzteren Formeln des 
$. 73 berechnen, wenn zumal die Zahl » der Theile nicht ſehr groß ange⸗ 
nommen wird. 

Sehr oft ift die Gefchwindigfeitsveränderung zu ermitteln, welche 
eine gegebene Maſſe M bei Aufnahme einer gewiſſen mechaniſchen Arbeit Ps 
erleidet. Die gefundene Dean wird dann in der Form 


Br 
h=k + £ — der v = Ve- +2 ra angewendet. 


25 3 
Hat man mittels diefer Formel die den Wegen — . =. s ent= 
Iprechenden Endgefchwindigkeiten v,, va, 93 * * * © beftimmt, jo fann man 


durch Anwendung der Yormel 
s /1 1 1 1 
826 * vg * ®; root ) 

die Zeit, in welcher der Weg s zurückgelegt wird, berechnen. 

der Form 6 — M = —— — dient end⸗ 
lich die gefundene Hauptgleichung noch dazu, um die Maſſe M zu beſtimmien, 
bei welcher die mechanische Arbeit Ps eine gegebene Gefchwindigfeitsverände- 
rung v — c heroorbringt. 

Wenn bei der (fletigen) Bewegung eines Körpers die Endgefchwindigfeit 
v gleich ift der Anfangsgefchwindigfeit c, fo fällt die hierbei in Anſpruch 
genommene Arbeit — Null aus, d. 5. e8 nimmt der bejchleunigte Theil der 
Bewegung gerade jo viel Arbeit in Anſpruch, als der verzögerte Theil der- 
jelben verrichtet. 

Beiſpiel. Wenn ein ohne Reibung auf einer Eifenbahn fortgehender Wa- 
gen von 2500 Pfund Gewicht zur Bermehrung feiner Gefchwindigfeit, die an- 


fangs nur 10 Fuß betrug, eine medanifche Arbeit von 8000 Yußpfund in fich 
aufgenommen hat, jo wird feine Geſchwindigkeit nach Aufnahme dieſer Arbeit 


v= Vi 02 + 62,5. 350 — V 100 + 200 = 17,32 Fuß betragen. 


Anmerfung Dan nennt, ohne einen befonderen Begriff damit zu ver- 
binden, das Product aus Maſſe M= G und Quabrat der Gefchwinpigfeit (v2), 


alfo Mv2, die lebendige Kraft (franz. force vive; engl., eigentlich lat. vis 
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viva) der bewegten Mafle, und Fann hiernad die mechanifche Arbeit, welche 
eine bewegte Maſſe in fih aufnimmt, gleichfeßen der halben lebendigen Kraft 
derfelben. Geht eine träge Mafle aus Einer Geſchwindigkeit c in eine andere d 
über, fo iſt ſowohl die gewonnene als auch die verlorene Arbeit gleich der hal- 
ben Differenz zwifchen ven lebendigen Kräften am Ende und am Anfange der 
Gefhwindigfeitsveränderung. Diefes Gefeh von der mechanifchen Leiftung ver 
Körper durch ihre Trägheit nennt man das Brincip ver lebendigen Kräfte 
(franz. principe des forces vives; engl. principle of vis viva). 


$, 76 Zusammensetzung der Kräfte. Wirken zwei Kräfte P, und P; 
auf einen und denfelben Körper 1) in gleicher oder 2) in entgegengefeßter 
Richtung, fo ift die Wirkung diefelbe, als wenn nur eine Kraft auf den 
Körper wirkte, welche 1) der Summe oder 2) Differenz diefer Kräfte gleich 
ift, denn diefe Kräfte ertheilen der Maſſe M die Acceleration: 

_A mono 
Pı — 7 und pP, — MM’ 
es ift folglich nach 8. 29 die aus beiden reſultirende Xcceleration : 
— Pı+P; 
p=ntmp= — — 
und demnach die derſelben entſprechende Kraft: 
P= Mp = Pı + P 2 
Man nennt die aus den beiden Kräften hervorgehende, gleich viel ver- 
mögende (äquipollente) Kraft P die Refultirende (franz. resultante; engl. 
resultant), ihre Beftandtheile P, und P, aber die Componenten (rang 
composantes; engl. components). 


Beifpiele. 1) Ein auf der flachen Hand liegender Körper brüdt nur fo 
lange mit feinem abfoluten Gewichte auf diefelbe, fo lange die Hand in Ruhe 
ift oder mit dem Körper gleihförmig aufs oder abwärts bewegt wird; hebt 
man aber die Hand befchleunigt empor, fo erleidet diefelbe einen flärferen Drud, 
geht man dagegen befchleunigt mit der Hand ſenkrecht nieder, fo wird der Drud 
Heiner als das Gewicht; er wird fogar Null, wenn man die Sand mit der 
Acreleration der Schwere herabführt. Iſt der Drud auf die Sand = P, fo 
fällt der Körper nur mit der Kraft @ — P nieder, während feine Mafle 


M -7 ift; fegen wir daher die Acceleration, mit welcher die Hand mit dem 
darauf liegenden Körper niedergeht, = p, fo folgt & — P= 7 p, und daher 


der Druck P G -7 G= (1 — 5) G. Läßt man dagegen den Körper auf ber 
Hand mit der Acceleration p auffteigen, fo ift p der Mcceleration g entgegen 
gefeßt, daher der Drud auf die Sand, P = ( 4 7) @. Ge nachdem man 
einen Körper mit 20 Fuß Veſchleunigung ab⸗ oder aufwärts ſteigen laͤßt, iſt 
der Druck auf die Hand — (1 - 5] 3155) G=(1— 064) G=036 des Kör- 
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pergewichtes oder = 1 + 0,64 = 1,64 deſſelben. 2) Wenn ich mit der flachen 
Hand einen Körper von 3 Pfund Gewicht 14 Fuß hoch ſenkrecht in die Höhe 
fehleudere, indem ich ihn auf die erflen zwei Fuß Höhe mit der Hand unaus- 
-gefeßt forttreibe, fo ift die verrichtete mecdanifhe Arbeit Pe=@h=3.14 


— 42 Fußpfund, und demnach der Drud des Körpers auf die Sand : P=— 


— 21 Pfund. Während alfo ver ruhende Körper mit 3 Pfund drüädt, wirkt er 
während des Werfens mit 21 Pfund Kraft auf die Hand zurüd. 
3) Welche Laſt Q vermag der in einem Cylinder AACC, Big. 89, 
„beweglihe Kolben um DK = s = 6 Fuß hoch zu heben, wenn er auf der 
erften Meghälfte von innen durch die aus 
dig. 89. einem großen Refervoir zuftrömende Luft 
mit der Kraft P= 6000 Pfund, und auf 
der zweiten Weghälfte durch die im Eylinder 
abgefperrte und nad dem Mariotte’fchen 
Gefege mit allmälig abnehmender Kraft 
wirkende Luft fortbewegt wird, während 
die äußere Luft conflant auf den Kolben 
mit 2000 Pfund entgegenwirft? Da fi 
die im Cylinder abgefperrte Luft am Ende 
der zweiten Hälfte des ganzen Kolben- 
weges um das Doppelte ausgedehnt hat, 
fo if die Kraft verfelben zuletzt nur 
Y,.P= 3000 Pfund. Es drüdt die im 
Eylinder abgefperrte Luft am Ende des 
Kolbenweges von 3 Fuß noch mit 6000 Pfund, dagegen am Ende des Weges 
von 4 Fuß mit 3%, .6000= 4500 Pfund, am Ende des Weges von 5 Fuß mit 
3/% .6000 = 3600 Pfund, und am Ende des ganzen Weges von 6 Fuß mit 
3/, . 6000 = 3000 Pfund, wonach fi die mittlere Kraft während der Erpanflon 








— 1, [6000 +4 3 (4500 + 3600) -+ 3000] == u Pfund, und folglich 
die mittlere Kraft bei der ganzen Kolbenbewegung, — men 5081 


Pfund ergiebt. Zieht man hiervon den conſtanten Gegendruck von 2000 Pfund 
ab, fo folgt das vom Kolben aufzuhebende Gewicht 
Q = 5081 — 2000 = 3081 Pfunv. 
Die bewegende Kraft bei der erſten Weghälfte if: P— (Q+ 2000) = 0000 


— 5081 =919 Pfund, folglich die Arceleration der Bewegung: pP = (*)s 
— BT 31,25 — 9,32 Fuß, ferner die Geſchwindigkeit am Ende des Kolbenweges 
= z —3 Ju: v—V2ps,—V 6.9,32—= V 55,92 — 7,478 Fuß, und die 


Zeit, in welcher dieſer Kolbenweg zurückgelegt wird: t, = —S ,= 0,802 Se: 
eunden. Der Kolbenweg, bei welchem ſich Kraft und Laft das Gleichgewicht halten, 
alfo die bewegende Kraft und folglich auch die Acceleration Null, und die Kol: 
bengefchwindigkeit ein Marimum ift, hat die Größe: 

6000.3 18000 


2 = (FW) * = sr = ost = 5583 Buß, 
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Am Ente des Kolbenweges 6,539 


2 
6000.3 on: . 
= 70 5502, folglich die bewegende Kraft — 5502 — 5081 —=421 Pfund, 


und der mittlere Werth verfelben, während ber Bewegung des Rolbens von 
3 bis 3,548 u, - 9 +2 21r0 — 434 Pfund. Die entfpredhende 





— 3,2715 Fuß if vie innere Kolbenfraft 


6 
mittlere Acceleration ift — Zr 9* en — 4,402 Fuß, folglih die 


Marimalfolbengefivinvigfeit am Ende des Weges = — 5] + 8, = 3,543 Fuß: 
vm—Vv2+2ps,— V 55,92 + 2.4,402.0,543—=V 60,70 — 7,791 Fuß. 
Die Zeit zum Durdhlaufen des Weges 3, — 0,543 Fuß läßt ſich ſetzen: 


— Saft, I\_ I — N\_ 
= (+,-)=02715 (5 + TrBi ) =0071 Secunden. 
Hat der Kolben den Weg 5,5 zurüdgelegt, fo tft die bewegende araft: 80 


— 5081 = — 1808 Pfund, und ſteht der Kolben im Mittel zwiſchen dieſem 
Punkte und vem Punkte ver Marimalgefchwindigfeit, fo ift diefe Kraft: — er 
— 5081 = — 1100 Pfund und es find die entfprechenven Nccelerationen folgende: 


1808 . 31,25 _ — 1100. 31,25 — 
—- or = — 18,34 Fuß und Zn: 7 7:7 TORE = — 11,16 Fuß. 


Beim Durdjlaufen des Wegftüdes 5,500 — 3,548 — 1,957 Zug, ift folglich 
O+4. 116 + 1834 _ _ 10,50 Fuß, und 
demnach die am Ende diefes Weges erlangte Gefchwinvigkeit: 


— Y 60,70—2. 10,50. 1,957 — V 19,60 — 4,427 Fuß. Für die erſte Hälfte 


0,9785 5. des legteren Wegſtückes ift dagegen die mittlere Ncceleration — — rau 
— — 5,58 Fuß, daher die Geſchwindigkeit am Ende des Weges von 4,5215 Fuß: 
— Y 60,70 — 2.5,58.0,9785 —.V 49,78 — 7,055 Fuß. 
Nun ergiebt fih die Zeit zum Durchlaufen res Wegftüdes s; — 1,957 Fuß: 
(1A, 1 _ I, 4, N _ 
= 4 (tz +,,)=0,826 (ar + 05 + I )= 0,326 .0,9212 
— 0,300 Secunden. Ferner läßt fi die Zeit für das letzte Stüd s,—0,5 Fuß des 
2, 1 _ 
1m 0,226 Secunden feßen, und es folgt 
nun die Zeit des ganzen Kolbenhubes: ” 
t—t +1, tt, +, — 0,802 + 0,071-1.0,300-+ 0,226 — 1,40 Eccunden. 


die mittlere Acceleration— — 


ganzen Kolbenweges, i, — 


8.77 Parallelogramm der Kräfte. Wird eine Maſſe (ein materieller 
Punft) M, Fig. 90, von zwei Kräften P, und P, ergriffen, deren Kichtun- 
gen MX und MY einen Winkel X MY « zwiſchen ſich einſchließen, 
jo erzeugen diefe nach eben diefen Kichtungen die Accelerationen: 

Pı 


— d Pꝛ 
en 7 un Pı = 7 
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aus deren Vereinigung eine mittlere Acceleration ($. 35) in einer Richtung 

MZ entfteht, welche durch die Diagonale eines aus 91,9, und «& conftruirten 
Fig. 90. Parallelogrammö gegeben ift; auch ift diefe 

mittlere oder rejultirende Acceleration: 

p=Vp?+p}+2p9,c0s.« 

und für den Winfel ꝙ, den die Richtung der- 

jelben mit der Richtung MX der einen Acce⸗ 

leration p, einſchließt, hat man: 


. „sin. & 
sin. g IT. 





Seßen wir in diefe beiden Formeln die ange- 
gebenen Werthe von 9, und p,, fo folgt: 


»= V (2) +(2 ++ 1) (2) oos.a und 


pP ) sin. @ 

M/ 2» 

Multiplicirt man bie erfte Gleichung durch) M, fo ergiebt ſich: 
Mp—=VP?2+P2+2P,P,cos.a, 

oder, da Ap bie der cceleration » entfprechende Kraft P ift: 


1) P=WVP?+P?2+ 2P,P;,cos.«, und 


Ps sin. & 
P 


Es wird alfo die KRefultirende oder Mittelfraft ſowohl ihrer 
Größe als aud) ihrer Richtung nad) aus den Komponenten ober 
Seitenfräften genau fo beftimmt, wie die mittlere Acceleration 
aus den Seitenaccelerationen. 

Kepräfentiren wir die Kräfte durch gerade Linien, indem wir dieſe in 
denfelben Berhältniffen zu einander ftehen laflen, wie fie in Gewichten, z. B. 
Pfunden, in Wirklichkeit zu einander ftehen, fo läßt fic demnach die Reſul— 
tirende durch die Diagonale desjenigen Parallelogramms darftellen, deſſen 
Seiten durd) die Seitenkräfte gebildet werden und wovon ein Winkel dem 
von den Richtungen der Seitenfräfte gebildeten Winkel gleich if. Das fo 
aus den Seitenfräften conftruirte und durch feine Diagonale die Mittelfraft 
ausdrückende Parallelogramm wird das PBarallelogramm ber Kräfte 
- genannt. 

Beifpiel. Wenn ein auf einem vollfommen glatten Tiſche ruhender Kör- 
per, Fig. 91 (a. f. S.), von 150 Pfund Gewicht von zwei Kräften P, — 30 
Pfund und P, = 24 Pfund ergriffen wird, welche einen Winfel PR MP, = 
@ — 105 Grad zwifchen fi einfchließen, fo ift die Frage, nad welder 

Welsbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 10 





sin.pg = 





2) sin. = 
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Nichtung und mit welcher Acceleration die Berregung vor fih gehen werde? 
Da cos. « —= cos. 105° = — cos. 75°, fo folgt die Miürtelfraft: 
Fig. 91. P— V 302+ 21? — 2.30.24 cos. 750 
— V 90 + 576 — 1440 cos. 750 
— V 1476 — 372,7 — 33,22 Pfund; 
und die ihr entiprechente Acceleration: 
pi _ 92 Zu. 
Die Bewegungsrihtung fließt mit der Ric: 
z tung ber erſten Kraft einen Winfel 9 ein, der be- 
flimmt iſt tur 
3505 3 sin. 1050 — 0,7224 sin.750—0,6978; 
es ift alſo = 44915". 

Anmerfung. Die Mittelfraft (P) hängt, ven 
gefundenen Formeln zufolge, nur von den Seiten: 
fräften, nie aber von der Mafle (MM) des Körpers, 
auf welche die Kräfte wirfen, ab. Deshalb findet man in vielen Werfen über 
Mechanik die Nichtigkeit des Parallelogramms der Kräfte ohne Rückſicht auf 
bie Mafle, wohl aber mit Zugrundlegung irgend eines Grundgeſetzes bewiefen. 
Solcher rein flatifchen Beweife giebt es viele. In jedem der folgenden Werfe 
findet man einen anderen Beweis: Eytelwein’s Handbuch ver Statif fefter 
Körper, Gerſtner's Handbuch der Mechanik, Kayfer’s Handbuch der Statik, 
Möbius' Lehrbuch der Statif, Rühlmann's technifhe Mechanik. Der Be: 
weis in Gerfiner’s Mechanik fegt die Theorie des Hebels voraus; er ift 
übrigens fehr einfach und findet ſich in fehr vielen alten und auch in neuen 
Schriften, 3. B. in denen von Käftner, Monge, Whewellu. few. Kup: 
ſer's Beweis ift der Boiffon’fhe in elementarem Gewande. Möbius' Ent: 
widelung ift auf eine befonvere, von Boinfot (Elömens de Statique) einge: 
führte Theorie, auf die der Kräftepaare (des couples), gegrüntet. Einen eigen: 
thümlihen Beweis liefert Duchayla in der Correspondance sur l’Ecole 
polytechnique No. 4, venfelben hat auch Brir in feinem Lehrbuch ver Statik 
feſter Körper, 2. Auflage, aufgenommen; er wird aber auch noch in vielen 
anderen Werfen angewendet, 3.3. in Mofeley’s Mechanical Principles 
u. f. w. Den Beweis des Barallelogramms der Kräfte, welchen Navier in feis 
nem Legons des mecanique (deutfh von Mejer, 1858) liefert, findet man 
auch in Rühlmann’s Grundzüge der Mechanik, Leipzig 1860. Eine auf die 
BDewegungsgefege gegründete Theorie dieſes VBarallelogramms findet man ſchon 
in Newton’s Prineipien; fie wird aber au von vielen Neueren gebraudt, 
3. B. von Benturoli, Boncelet, Burg u. f. w. S. Elementi di Meca- 
nica e d’Idraulica di Venturoli; Mecanique industriellepar Poncelet; 
Compendium der populären Mechanik und Vafchinenlehre von Burg. Gin 
neuer Beweis von Möbius findet fih in den Berichten ver Gefellfchaft der 
MWiffenfchaften zu Leipzig (1850), ein anderer von Ettingshaufen in den - 
Wiener akademiſchen Schriften (1851), und ein dritter von Schlömild in 
befien Zeitfehrift für Deathematif und Phyſik (1857). 


$. 78 Zerlegung der Kräfte. Mit Hülfe des Kräfteparallelogramms laſſen 
fih nicht nur zwei oder mehrere Kräfte zu einer einzigen zufammenfegen, 


sin. 9 = 
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fondern and) gegebene Kräfte unter gegebenen Berhältniffen in zwei oder mehrere 

Kräfte zerlegen. Sind die Winkel g und % gegeben, welche die Seitenkräfte MP, 

—P, und MP,—=P;,, fig. 91, mit der gegebenen Kraft MP=P ean- 

ſchließen, jo ergeben fid) die Streitkräfte oder Componenteu durch die Formeln: 
P sin.y Psin.o 


El nk 
Stehen die Seitenkräfte winkelrecht auf einander, ift aljo 9 + Y — 90° 
und sin. (p + U) — 1, fo hat man: 
Pı = P cos. ꝙ und P. = P sin. Q. 
Sind endlid) und 9 einander gleich, fo ift auch: 


Ps = Pı, nämlich = Psin.p 9 = F . 
" sin. 2 ꝙ 2 cos. ꝙ 

Beiſpiele. 1) Wie ſtark wird ver Tiſch AB, Fig. 92, von einem Körper 
M gedrückt, deſſen Gewicht G — 70 Pfund if, und auf den eine Kraft 
P = 50 Pfund wirft, deren Richtung unter dem 
Winkel PMP, = 9 —= 40° gegen ben Horizont 
geneigt ift? Der horizontale Component von P if: 

P,= Pos. g=50 cos. 40° — 33,30 Pfund, 
und der verticale Component: 

P,=P sin. 9 = 50 sin. 400— 32,14 Pfund; 
der legtere fucht ben Körper vom Tifche abzuziehen, 
es bleibt folglich der Drud auf ven Tiſch: 

G — P, = 70 — 32,14 = 37,86 Pfunb. 

2) Wenn ein Körper M, Fig. 91, von 110 Pfund 
Gewicht, auf einer horizontalen Unterlage durch 
zwei Kräfte fo bewegt wird, daß er in der erften 

G Secunde einen Weg von 6,5 Fuß in einer Richtung 

durdläuft, welche von den beiden Kräfterichtungen 

um die Winkel @ — 52° und y — 779 abweicht, fo ergeben ſich die Kräfte 

ſelbſt durch Folgendes: Die Aeceleration ift der doppelte Weg in der erſten 
Secunde, alfo hier 9 — 2.65 — 13 Fuß. Die Mittelkraft ifi nun: 








Fig. 92. 





, P =2t — 0,082 .13 . 110 = 45,76 Pfund; 
daher die eine GSeitenfraft: 
" Pin. 770 45,76 sin. 770 
Pin. (5004775 = sin. 510 = 57,37 Pfund, 


und die andere Seitenfraft: 
p, _ %5:76 sin. 520 
2 gjn. 51° 


= 46,40 Pfund. 


Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Um die Mittelfraft 8. 79 
P zu einem Syſteme von Seitenfräften P,, P,, P; u. |. w. (Fig. 93 a.f. ©.) 
zu finden, kann man genau denjelben Weg ($. 34) einfchlagen, welcher bei der 
Zujfammenfegung von Gejchwindigfeiten befolgt wird; man kann nämlich durch 
wiederholte Anwendung des Kräfteparallelogramms je zwei und zwei Kräfte zr 
10* 
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einer vereinigen, bis zulegt nur noch eine übrig bleibt. Die Kräfte P, und 
P, geben 3. B. durch das Parallelogramm MP, Q P; die Mittelkraft 
MQ — 0; wenn man dieſe wieder mit P, vereinigt, erhält man im Pa- 
rallelogramm MQRP,; die Mittel- 

fraft MR—R, und die legtere wie- 

_B, der mit 2, zu einem PBarallelogramm 
_ verbunden, ftellt fid) in der Diago- 
/ nale MP—P die letzte allen vier 
/ Kräften Pi, Pa, Ps, Pı zufammen 

äquivalente Mittelfraft heraus. 

Es iſt nicht nöthig, bei diefer Zu— 
ſammenſetzungsweiſe da8 Parallelo- 
gramm ftet8 zu vollenden und deſſen 
Diagonale anzugeben. Man bilde 
ein Polygon MP, QRP, indem man 
die Seiten MP, PıQ,QR,RP den 

gegebenen Componenten ?,, P,, P;, Pı parallel legt und gleichmacht; die 
legte, das Polygon zuſchließende Ceite MP ift die geſuchte Mittelfraft P 
oder vielmehr das Maß derfelben. 

Anmerfung Es ift fehr nützlich, die Aufgaben der Mechanif auch durch 
Eonftruction aufzulöfen; wenn die conftruirende Auflöfung auch nicht fo viel 
Genauigfeit gewährt als die rechnende, fo fichert fie dagegen fehr vor groben 
Fehlern und Fann deshalb immer als Prüfung der Rechnung dienen. In 
Fig.93 Hat man die Kräfte unter den gegebenen Winkeln PRMP, = 72° 30', 
PsMP, = 33020’ und P,MP,=92940' an einander geftoßen und fo aufge- 
tragen, daß ein Pfund durch eine Linie des preuß. Zolles repräfentirt wird. 
Die Kräfte PR = 115 Pfund, P, = 108 Pfund, P, = 85 Pfund und P, 
— 12,2 Pfund find daher dur Seiten von 11,5 Linien, 10,8 Linien, 8,5 Linien 
und 12,2 Linien Länge ausgevrüdt. Kine forgfältige Konftruction des Kräfte: 
polygons giebt die Größe der Mittelfraft P—= 14,6 Pfund und die Abweichung 
ihrer Richtung MP von ter Richtung MP, der erften Kraft, — 861, Grad. 

8.80 Einfacher und fchärfer beftimmt fic die Mittelfraft P, wenn man jeden 
der gegebenen Komponenten Pi, Pa, Pz u. f. w. nad) zwei rechtwinklig gegen 
einander ftehenden Arenrichtungen XX und YY, Fig. 94, in Seitenfräfte 
wie Q, und Rı, Qa und R,, Q; und RB; u. f. w. zerlegt, die in eine und 
diefelbe Arenrichtung fallenden Kräfte algebraifch addirt und nun aus den 
ſich ergebenden, unter einem Rechtwinkel aus einander ziehenden zwei Kräften 
die Größe und Richtung der Kefultivenden fucht. Sind die Winkel PAMX, 
P,MX, P;,MX u. |. w., welche die Richtungen von den Kräften Pi, Ps, 
P; u. |. w. mit der Are XX einfließen, — «;, &, & u. |. w., jo bat 
man die Geitenfräfte Q, —= Pi 608.0, Rı=Pı sin. 0; C2 = Ps 008.09, 
Ra = P3 sin. oz u. |. w., weshalb folgt aus: 


Fig. 93. 
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0=-aı +9. +9 +, 
)Q=P os. 4P, cos. a + P cos. + --., 
und ebenfo aus R=R + R. + RB: -, 
2) R=P,sin.a + Psin.a + Psina + -- 
Aus den fo gefundenen zwei Seitenfräften Q und R ergiebt fid) nun bie 
Größe der gefuchten Mittelfraft: 


)r=VerE 


undder Winkel PMX—«, denihre Richtung mit X X einſchließt, durch 


4) tang. «a = 5 . 
Fig. 9. Bei der algebraijchen Addition der 


Kräfte hat man die Vorzeichen genau 
zu berüdfichtigen; denn find diefelben 
bei zwei Kräften verfchieden, d. 5. 
find diefe Kräfte vom Angriffspuntte 
M aus nach entgegengejegten Seiten 
gerichtet, jo geht diefe Addition in 
eine arithmetifche Subtraction über 
($. 76). Der Winkel « ift ſpitz, fo 
lange Q und R pofitiv find, er ift 
zwiſchen einem und zwei Nechtwin- 
feln, wenn Q negativ und R pofitiv, 
zwiſchen zwei und drei Rechten, wenn 
Q und R beide negativ find, und 
liegt endlich zwiſchen drei und vier Rechten, wenn bloß R negativ ift. 


Beifpiel. Welches ift die Größe und Richtung der Mitteltraft aus den 
Seitenfräften P,=30 Pfund, PR, =70 Pfund und P, = 50 Pfund, deren Rich: 
tungen, in einer Ebene liegend, die Winfel PR, MP,=56° und P,MP,; =104 
zwifchen ſich einfchließen? Legen wir.die Are X X, Fig. 94, in die Richtung ber 
erfien Kraft, fo erhalten wir «,—=09, a, =56% und a, = 56° + 1049 = 160°; 
daher: 

1) Q=30. cos. 0% + 70.cos. 56° + 50. cos. 160° = 30 + 39,14 — 46,98 

— 22,16 Pfund, und 
2) R=30. sin. 0° 4- 70 . sin. 56° + 50 .. sin. 160° = 0 + 58,08 + 17,10 
—= 75,13 Pfund. Ferner: 


78118 
3) tang. a = 22,16 = 3,3903, 


und hiernach den Winkel, welchen die Deittelfraft mit dem pofitiven Axentheile 
MX. oder der Kraft P, einſchließt, «= 73034, endlich diefe Kraft felber: 


P— VvorR — 75,13 75,13 





R 
cos.0 sin. 8in. 73034’ 0,9591 78,33 Pfund. 
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8.81 Kräfte im Raume. ?iegen die Kraftrichtungen nicht in einer und 
derfelben Ebene, fo lege man durch den Angriffspunft der Kräfte eine Ebene 
und zerlege jede derfelben in zwei andere, die eine derfelben in der Ebene 
liegend, die andere rechtwinklig zur Ebene. Die fo erhaltenen Seitenkräfte in 
der Ebene find nun nad) der Kegel des vorigen Paragraphen zu einer und 
die Seitenfräfte rechtwinklig zur Ebene durch bloße Addition zu einer anderen 
Mittelfraft zu vereinigen; zu den auf diefe Weife erhaltenen zwei recht: 
winfligen Componenten ift endlic) nach) der befannten Regel ($. 77) die 
Mittelfraft zu finden. 

dig. 95 35 führt das eben ben angegebene Verfahren mehr vor Augen. MP, 
— P,MP,—=P, MP, —P, feien die einzelnen Kräfte, AB die 


Fig. 95. 
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Ebene (Projectionsebene) und ZZ die Are winkelrecht zu ihr. Aus der Zer— 
legung der Kräfte Pı, Pr u. f. w. ergeben ſich die Kräfte S,, 5 u. |. mw. 
in der Ebene, und die Kräfte N,, N, u. f. w. in der Normalen ZZ, Jene 


werben wieder nach) zwei Aren XX und YY in die Seitenfräfte Q,, Qs 
u. ſ. w. Rı, Rs u. f. w. zerlegt und geben die Componenten Q und R, 
woraus fich endlich die Mittelfraft S beftimmen läßt, welche, mit der Summe N 
aller Normalkräfte N}, N, u. ſ. w. vereinigt, die gejuchte Mittelfraft P giebt. 

Segen wir die Winfel, unter welchen die Kraftrichtungen gegen die 
Ebene AB, 3. DB. gegen den Horizont geneigt find, 61, a u. f. w., fo er- 
geben fi) Kräfte in der Ebene S,— Pı cos. ßı, Ss == .P; cos. B, u. |. w., 
und die Normalfräfte N, =Pı sin. Bi, N, = P, sin. Ba u. ſ. w.; be⸗ 
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zeichnen wir endlich die Winfel, welche die in der Ebene AB liegenden 
Projectionen der Kräfterichtungen mit der Are X X einfchließen, mit a1, &s 
u. f. w., feten wir alfo 5 MX —a, S. NXMß æ, u. f. w., jo ftoßen 
wir auf folgende drei, die Kanten eines geraden Parallelepipeds (des Kräfte: 
parallelepipeds) bildende Kräfte: 
Q=Sı cos. + 52 cos. & + ---, oder 

1) Q=P:\ cos. B, cos. + P3 cos. Ps cos. & + ---, ebenſo 

3) R—=P:, cos. ßı sin.a, + Ps cos. Ba sin. &g + ---, endlid) 

3) N=P, sin.Pı + Prsin.ß, + 

Aus diefen drei Kräften folgt die legte Reſultirende: 


4) P=V Q?+R?+ N, ferner 
der Neigungswintel PMS—ß berfelben gegen bie Projectiongebene durch 
N N 
5) tandı.dD = — = ———, endli 
tangß8 — ch 
der Winkel FAX «, welchen die Projection der Reſultirenden in der 
Ebene AB mit der erften Are XX einſchließt, durch 


R 
6) tang.a = — » 
) tang 7) 


Sind A,, Ay.. die Winkel, welche die Kräfte Pi, P,.. mit der Are AX, 
ferner u, A2.. die Winkel, welche diefelben mit der Are A Y, und v,,v2.. 
die Winkel, welche fie mit der Are AZ einſchließen, fo hat man aud;: 

17) Q—=P, cos.Aı + Pacos.Ag, + -, 

2*) R—=P,cos.u + P3c0s.Ug +, und 

3*) N —= Pı cos.v; + P3 008.1 + *-. 

Die Größe der Mittellraft ift wieder durch die Formel 

4) P=-VQ@®+R+M 
beftimmt, wogegen fid) die Richtung derfelben mitteld der Formeln 

5*) 00.2, cos. U =: und 0.,—% 
berechnen läßt, in welchen A, u und v die Winkel bezeichnen, welche P 
mit den Aren AX, AY und AZ einfchließt. 

Auch ift cos. A — cos. & cos. B, cos. u —= sin. & cos.B und v — 909 — ß, 
alfo cos. v — sin. ß. 


Beifpiel. Um ein Gewicht G, Fig. 96 Lu. II (a.f.©.), mittels des über 
der Leitrolle B weggezogenen Seiles @BA ſenkrecht emporzuheben, ziehen 
an dem Seilende A drei Arbeiter mit ven Kräften P, = 50 Pfund, P,= 100 
Pfund und P; — 40 Pfund, deren Richtungen eine Neigung von 60 Grad 
gegen den Horizont haben, und welche die Horizontalwinfel S, AS, — 8, AS, 
— 135 Grad und 8,ASIS, —= WM Grad unter fih einſchließen; welches ift bie 
Größe und Richtung der dem Gewichte GT gleichzufehenden Mittelkraft, und 
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wie groß könnte dieſes Gewicht fein, wenn die Kräfte eine und biefelbe Rich: 
tung hätten? 


Fig. 96. Die verticalen Componenten der Kräfte 
find: 
= N, = P, sin. ßı — 5 sin. 60° = 43,30 


Pfund, N,= P, sin. B, = 10 sin. 60° 
— 86,60 Pfund und N, = P, sin. B3 = 
40 sin. 60° = 84,64 Pfund, folglich ift die 
in A vertical nieberziehende Kraft 

N=N,+N,+ N,;,= 164,54 Pfund. 

Ferner find vie horizontalen Compo—⸗ 
nenten: 
S|=P: cos. $, =50 cos. 60° — 25 Pfb., 
S,= P, cos. ßg = 1W cos. 60° — 50 Pfd., 
und S, = P, cos. ßB; = 40 cos. 60° — 20 
Pfund. Legt man eine Are X X in der Rich⸗ 
tung der Kraft S,, fo folgt die Seiten: 
fraft in diefer Are: 

= Q,+ %+ 9 = 91 008.0, + 

S, 608.0, + Sg cos. xg —= 25 608.00 + 
50 cos. 135° + 20 cos. 2700 = 25 .1— 
50 . 0,7071 — 20.0=25 — 35,355 = 
— 10,355 Bfund, fowie die Seitenfraft 
in der zweiten Are YY: 
R=R+R+RBR=S, sine+t 
Sy Sin. &g + 9; sin. a; = 25 sin. O+ 
50sin. 135 +4 20 sin. 270° — 50 ..0,7071 
— 20 = 15,355 Pfund, 
und die horizontale Miittelfraft: 
S—=VQ°+R® — V 10,855°-+ 15,355° 

— 18,520 Pfunt. 

Der Winkel «, welchen diefe Kraft mit 


ver Ate XX einfchließt, iſt beſtimmt durch 
tung. «== 05 = — 1,4828, 


wonah « = 180 — 56° — 1240 0° folgt. 
Die vollſtändige Mittelkraft ift: 
P=VN2+ 53 — Y 164,542 + 18,5202 — 165,58 Pfund. 
Der Neigungswinfel dieſer Kraft gegen den Horizont wird beflimmt durch 
N 16454 _ — 
3 *7* 8,8848, wonach 5 — 83 35’ folgt. 
Wenn die drei Kräfte in einer und derfelben Richtung wirften, wäre vie 
Mittelfraft = 50 + 100 + 40=1% Pfund, alfo um 190 — 165,58 = 24,42 
Pfund größer als die gefundene. 








tang.P = 


$. 82 Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. Aus den in dem 
Vorigen gefundenen Regeln über die Zufammenfegung der Kräfte Laffen ſich 
noc) zwei andere, im praktiſchen Gebrauch weſentliche Dienfte leiftende, ab» 
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leiten. Es fei in Fig. 97, M ein materieller Punkt, e8 feien MP, —=P, 
und MP, — P, die auf ihn wirkenden Kräfte, endlich fi MP —= P bie 
Fig. 97. Mittelfraft aus den Kräften Pı und 
P,. Legen wir durch M zwei Aren 
MX und MY wintelvecht gegen ein» 
ander, und zerlegen wir die Kräfte 
P, und P, fowie ihre Mittelfraft P 
in nach diefen Aren gerichtete Seiten- 
fräfte, alfo P, in Q, und Ri, P. in 
Q. und R,, und Pin Q und R, fo 
erhalten wir die Kräfte in der einen 
Are Qı, Q, und Q, und die in der 
anderen R,, R; und R, und es ift 
Q9=Qı +9 fowie R=R, + R.. 
Nehmen wir nun inder Are MX 
irgend einen Punkt O an, und fällen von demfelben Berpendilel OL, OL; 
ımd OL gegen die Richtungen der Kräfte P,, P, und P, fo erhalten wir 
rechtwinfelige Dreiede MOL,, MOL,, MOL, weldje den von ben drei 
Kräften gebildeten Dreieden ähnlich, find, nämlich: 
AMOLo» .ı MP Qı 
AMOL» .\MPBQ, 
I MOL » /\MPa. 











ichkei a Q% _ HL 
Diefen Aehnlichkeiten vn ift aber MP ‚di 2.” 20 ebenfo 
&ı — 4 und = jegen wir die hiernach beftimmten Werthe 


P, — 7 0 = 70 
von Q,, 9, und * in die Gleichung Q 90=Q + Ra fo erhalten wir: 
P.ML=P.. ML, + pP. ML,.. 
Ebenſo ift aud): 


R 
—— — und Sy 


daher: 
P.OL—=P.OL +P. OL. 
Diefe Gleichungen gelten auch dann noch, wenn P die Mittelkraft aus 
drei oder mehreren Kräften Pi, Pr, P, u. |. w. ift, weil man allgemein 
= tra +9 + 
R=R+R+B+:-- ha. 
Dean kann daher allgemein: 
1) .ML—=P,.ML+P,.ML+P.ML,-+---, 
2) P.OL—P,.0L, +P,.0,,+P,.0L,+--- fegen. 
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Beiden Gleichungen muß die Mittelfraft P aus den Kräften Pi, Pa, P; 
u. ſ. mw. entfprecdhen, es laſſen ſich daher auch diefe Gleichungen zur Beſtim⸗ 
mung von P anwenden. 

Die erftere diefer beiden Gleichungen ift auch auf ein Kräftefgftem im 
Raume, wie N, Q,.R, Fig. 95, anwendbar, da aud) bir N—= N, + N; 
+ N, +» », oder 

Pcos.v—P, cos.v; + P, c08.v,; + P, 608.v3 + »»-, alfo aud) 
P.M 0c0s.v—P,.MOcos. v, + P M 0 c0s.v, + P, MO cos.v; +... 
ift u. ſ. w. 


8.83 Ruckt der Angriffepunft M, Fig. 98 und Fig. 99, in einer geraden Linie 
nad) O, oder denft man fich den Angriffspunft um den Weg MO —=x 


Fig. 98. gig. 9. 


o M L 


fortgegangen, fo nennt man die Projection ML — s diefes Weges x nad) 
der Kraftrichtung MP den Weg der Kraft P, und das Product Ps aus 
der Kraft und ihrem Wege: die Arbeit der Kraft. Führen wir nun 
diefe Bezeichnungen in der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen ein, fo 
erhalten wir: 
Ps=Ps +PRs+Ps +», 

es ift alfo die Arbeit der Mittelkraft gleich der Summe aus den 
Arbeiten der Seitenkräfte. 

Bei der Summation dieſer mechaniſchen Arbeiten hat man, wie bei der 
Summation von Kräften, auf die Zeichen derſelben Rückſicht zu nehmen. Wirkt 
eine von den Kräften Qi, Q, u. ſ. w. des vorigen Paragraphen den übrigen ent⸗ 
gegengefett, jo hat man fie als negative Kraft einzuführen; diefe Kraft, wie 
3.2. Q; in Fig. 94,8. 80, ift aber Component einer Kraft P;, die unter den Ver⸗ 
hältniffen, wie fie im vorigen Paragraphen vorausgejegt wurden, der Bewegung 
ML, ihres Angriffspunftes entgegengefegt' wirft; man ift daher genöthigt, die- 
jenige Kraft, Fig. 99, welche der Bewegung ML entgegengefegt wirft, als 
negativ zu behandeln, wenn man diejenige Kraft P, Fig. 98, welche in der 
Bewegungsrichtung ML wirkt, pofitiv fegt. 

Sind die Kräfte ihrer Größe oder Richtung nad) veränderlich, fo hat die 
Formel 

Ps —Pisi + Ps + Ps +: 
nur für unendlich Heine Wege s, sı, 52 u. f. w. ihre Richtigkeit. 
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Man nennt die einer unendlich Meinen Verrückung 6 des materiellen 
Punktes entfprechenden Wege 6), 0,, 0, u. f. w. der Kräfte die virtuellen 
Geſchwindigkeiten (franz. vitesses virtuelles; engl. virtual velocities) 
derfelben und das der Formel Po = P,6, + Pı6a + P3 63 entipre 
chende Geſetz das Princip der virtuellen Gefchwindigfeiten. 


Uebertragung der mechanischen Arbeit. Nach dem Principe $. 84 
der lebendigen Kräfte ift fr eine geradlinige Bewegung ($. 74) die mecha⸗ 
. niſche Arbeit (Ps), welche eine Kraft (P) verrichtet, indem fie eine Malle M 
aus der Geſchwindigkeit c in die Geſchwindigkeit v verſetzt: 


v0? — ce? 
P —( . 
8 3 A. 


Iſt nun aber P die Mittelkraft aus anderen, auf die Maſſe M wirken⸗ 
den Kräften P,, Ps u. |. w., und find die Wege, welche dieje zurücklegen, 
S1, Sy u. f. w., während die Maſſe A jelbit den Weg s macht, fo hat man 
nad) dem vorigen Paragraphen: 

Ps=Psaı +Ps +», 
es läßt ſich daher folgende allgemeine Formel: 
92 — ce? 


Pısı + Rs + -.. = 2 )M 


angeben, und ihr zu Folge die Summe der Arbeiten der einzelnen 
Kräfte gleichfegen dem halben Gewinn der lebendigen Kraft der 
Maſſe. 


Iſt die Geſchwindigkeit während der Bewegung unveränderlich, alſo 
v—c, und die Bewegung ſelbſt gleichförmig, ſo hat man v2? — c?—=0, alſo 
weder Gewinn noch Berluft an lebendiger Kraft, und daher: 

Ps + Ps + Ps +...—=d0; 
dann ift alfo die Summe der mechanifchen Arbeiten von den einzelnen 
Kräften — Null. 

Wenn umgekehrt die Summe der Arbeiten gleid) Null ift, jo verändern 
die Kräfte die Bewegung des Körperd in der gegebenen Richtung nicht; 
hatte der Körper nad der gegebenen Richtung Feine Bewegung, fo wird er 
and) dich Einwirfung der Kräfte in diefer Richtung feine befommen; hatte 
er vorher eine gewiffe Gefchwindigfeit nad) einer gewiſſen Richtung, jo wird 
er diefelbe auch behalten. 

* Sind die Kräfte veränderlih, fo kann die veränderliche Gefchwindigfeit v 
nad einer gewiſſen Zeit wieder in die Anfangsgefchreindigfeit c übergehen, 
was bei allen periodifchen Bewegungen, wie fie namentlich an vielen Ma— 


., [ 02—c? 
ſchinen vorfommen, eintritt. Nun giebt aber » — c,die Arbeit ( 5 )M 
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— Null, e8 ift daher innerhalb einer Periode der Bewegung ber Arbeits- 
verluft oder Gewinn — Null. 


Beifpiel. Ein Wagen, Big. 100, von dem Gewichte GT —= 5000 Pfund 
wird auf einem horizontalen Wege durch eine unter dem Winfel « = 24 Grab 
Fig. 100. auffteigende Kraft P,=660 
Pfund vorwärts bewegt und 
L hat während ver Bewegung 
den der Reibung entſprechen⸗ 
den horizontalen Wiberfiand 
P,=450 Pfund zu überwin- 
Ba en den. Welche Arbeit wird bie 
AIR —— 3 B Keaft(Pı) verrichten müſſen, 
um jenen anfänglich mit 2 Fuß 
Geſchwindigkeit fortgehenven 
Wagen in eine Gefchwindig- 
G feit von 5 Fuß zu verfehen? 
Segen wir den Weg MO 
des Wagens — 8, fo haben wir die Arbeit der Kraft P;: 
—P,.ML=P,scos.« — 660 . 8c0s.24° — 602,9 . 
ferner die Arbeit der als Widerttant wirkenden Kraft Pg: 
=(-PR).s=— 4890. 
Hiernach bleibt dann die Arbeit ber bewegenden Kraft: 
Ps=P,s cos. «a — P,8co0s.0 — (602,94 — 450) s = 152,94 Fußpfund. 
Die Mafle erforbert aber zu ihrer Gefchwindigfeitsveränderung bie Arbeit: 
2_ 0.2 2 _92 
( 2 )6= ° — ZN) , 5000 — 0,016 . (25 — 4). 5000 — 1680 $ußpfund; 
feßen wir daher beide Arbeiten einander gleich, fo erhalten wir 152,94 . s = 1680, 
folglih den Weg des Wagens: 


M=s= 357 10,98 Fuß, 
und endlich die mechanifche Arbeit der Kraft P.: 
P,s cos.« —= 602,94 . 10,98 = 6620 $ußpfunt. 

8.85 Krummlinige Bewegung. Geben wir unendliche fleine Wege 
(6,6, u. f. mw.) voraus, fo fünnen wir die zulegt gefundene Formel auc auf 
frumme Bahnen anwenden. Es ji MOS, Fig. 101, die Bahn des 

Fig. 101. materiellen Punktes, und MP 

— P, bie Mittelfraft aller auf 

ihn wirkenden Kräfte erlegen 

wir diefe Kraft in zwei andere, 
wovon die eine MK — K tan 

gential und die andere MN— «N 

normal zur Curve gerichtet ift, fo 

nennen wir jene Tangential— 
und diefe Normalfraft. 
Während der materielle Punkt 
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das Element MO — 6 feines fruımmen Weges MOS durchläuft und feine 
Gefchwindigfeit e in 7, übergeht, nimmt die Maſſe M befielhen die Arbeit 


2_02 
( 5 NM in Anspruch, gleichzeitig verrichtet aber die Tangentialfraft X 
die Arbeit Xo, und die Normalkraft die Arbeit N.0O—0; es ift folglich: 
vr? — (2 
XG — )M. 








2 
Wenn während der Zurüdlegung des Weges MOS—=s—no die Tan⸗ 
gentialgefchwindigfeit des Körpers aus e in = übergeht, und hierbei die Tan- 
gentialfraft nach und nach die Werthe A), Aa + -- + A, annimmt, fo 
ift daher aud) 


Kt + +) ( 


alfo die mechaniſche Arbeit: 
A—=Ks—= E > M, wobei tat 

den Mittelwert der veränderlichen Zangentialfraft bezeichnet (vergl. $. 75). 

Segt man die Projection des Wegelementes 170 — 6 in der Kraftrich⸗ 

tung ML — &, fo hat man auch PE— Ko; wenn daher bei Durchlau⸗ 

fung des Weges MOS — s = no die Mittelfraft P allmälig die 

Werthe Pi, Pa --- P, annimmt und die Projectionen der Wegelemente 


nad und nad) &,, Pa - &, find, fo hat man auch: 
P&ı+PR&+- +PAR,.=(Ktk+: .+K,)6, 


und daher: 
A=Pb+PRb+-+m&=( M. 


Wenn hierbei die Richtung der Kraft P conftant teiht, fo bilden bie 
jämmtlichen Projectionen &,, &2 - - &n der Wegtheile 0, 6.. oder des ganzen 
Weges s — n6 eine gerade Pinie 

MRk=ı=6& +8 ++ Eu 


Setzt man dann nod) x — mE, fo fann man aud) 


A=(RB+BR+-+PDE=(P+B+-+ PM) =Pr 


N 


Kı Tate), (2 = -) m 





v0? — ec? 





fegen, wo dann P das Mittel Arht aus den gleichen Theilen 


—⸗ die entſprechende Kraftrichtung bezeichnet. 
Es iſt daher dann auch 
92 — c? 
Pr = ( M—=(h—1) 6, 





2 
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wenn % die der Anfangsgeſchwindigkeit c, jowie A die der Endgeſchwindigkeit 


v entiprechende Gejchwindigfeitshöhe, und G das Gewicht MAg des bewegten 
Körpers bezeichnet. 


Alſo aud) bei einer Frummlinigen Bewegung ift die ganze Arbeit 
der bewegenden Kraft gleich dem Producte aus dem Gewichte des 
bewegten Körpers und aus der Differenz der Geſchwindigkeits— 
höhen. 


Anmerkung. Die gewonnene Formel, welche aus der Verbindung des 
Principes der lebendigen Kräfte mit dem der virtuellen Geſchwindigkeiten her- 
vorgeht, ift vorzüglich in den Fällen anwendbar, wenn Körper durch feite Unters 
lagen oder durch Aufhängen gezwungen werben, eine beſtimmte Bahn zu durch— 
laufen. Treibt einen ſolchen Körper die Schwerfraft allein, fo ift die Arbeit, 
welche das Gewicht G deſſelben beim Herabfinfen von einer Höhe, deren Bertical- 
projection 8 ift, verrichtet, = @s, und daher: 

Gs=(hh—hG,d.is—=h—k. 

Melches alfo auch der Weg fei, in welchem ein Körper von einer horizon- 

talen Ebene AB, Fig. 102, bis zu einer zweiten Korizontalebene CD herab 


Fig. 102. 





finkt, immer ift die Differenz der Gefchmwindigfeitshöhen gleich ver fenfrechten 
Fallhöhe. Körper, welche die Bahnen EF, E,F,, Es Fa u. f. w. mit gleicher 
Gefhwindigfeit (c) zu durchlaufen anfangen, erlangen auch am Ende dieſer 
Bahnen, obwohl zu verfchiedenen Zeiten, gleihe Undgefchwintigfeiten. Sft 3 B- 
die Anfangsgeſchwindigkeit c=10 Fuß und die fenfrechte Fallhöhe s— 20 Zuß, 
alfokh=s+k=20+'0016.102 —= 21,6 Fuß, fo folgt die Endgeſchwindigkeit 
v— V2gh — 7,96 V 21,6 — 36,74 Fuß, 
in welcher geraden oder Frummen Linie auch das Herabfallen vor fi gche. 


nn nn U — —— 


Dritter Abſchnitt. 


Statif fetter Körpyer 


Erftes Kapitel. 
Allgemeine Lehren der Statif fefter Körper. 


Verlegung des Angriffspunktes. Obgleich jeder feite Körper 8. 56 
durch die auf ihn wirkenden Kräfte in feiner Form verändert, nämlich zu- 
fammengedrüct, ausgedehnt, gebogen wird u. f. w., fo ift e8 doch geftattet, 
denjelben in vielen Fällen als vollflommen ftarr anzufehen, weil diefe Form⸗ 
veränderung oder Berrüdung der Theile nicht allein oft jehr Flein ift, fon- 
dern aud) innerhalb eines fehr kurzen Zeitraumes vor fid) geht. Wir wer- 
den deshalb zumächit und wenn es auch nicht befonders erwähnt wird, der 
Einfachheit wegen, jeden feften Körper als ein Syftem feft unter ein- 
ander verbundener Punkte anfehen. , 

Eine Kraft P, Fig. 103, welche auf einen Punkt A eines feften Körpers 

Fig. 108. M wirkt, pflanzt fi in 
ihrer eigenen Richtung X X 
unverändert durch den gan- 
zen Körper hindurch, und 
eine ihr gleiche Gegenkraft 
Sig. 104. P, jest N mi ihr nur 
dann ins Gleichgewicht, 
wenn der Angriffspunft A, 
derfelben in der Richtung 
XX der erften Kraft liegt. 
Die Entfernung dieſer Angriffspunkte A und Aı iſt ohne Einfluß auf die— 
fen Gleichgewichtszuftand; die beiden Gegenfräfte halten ſich bei jeder Ent- 
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fernung das Gleichgewicht, wenn nur beide Punkte feft unter einander ver- 
bunden find. Hiernach läßt fi) alfo behaupten: die Wirfung einer 
Kraft P (Fig. 104) bleibt diefelbe, in welhem Punfte A,A,A; 
u. |. w. ihrer Richtung fie auch angreift oder unmittelbar 
aufden Körper M wirft. 


Ergreifen zwei, in derjelben Ebene wirfende Kräfte P, und P, 
Fig. 105, einen Körper in verjchiedenen Punkten A, und A,, fo ift deren 
Fig. 105. Wirkung auf den Körper diefelbe, als 
wenn fie den Punkt CO zum gemein- 
Ichaftlichen Angriffspunfte hätten, in 
welchem fich die Richtungen beider fchnei- 
den; denn e8 läßt fich nach dem oben 
ausgejprochenen Sage jeder diefer An- 
griffspunfte nad) C verlegen, ohne eine 
Aenderung in den Wirkungen dadurch 
hervorzubringen.. Macht man deshalb 


cg = AP ı = Pı und 

cQ — AP. 2 * Ps, 
und vollendet jetzt das Parallelogramm 
ER Q%s, jo giebt uns deſſen Diago- 
nale die Mittelfraft CQ — P von CQ, und CQ, und alfo auch von den 
Kräften P, und P,, deren Angriffspunkt übrigens aud) jeder andere Punkt 
A in der Richtung diefer Diagonale fein Tann. 

Segt man der fo gefundenen Mittelfraft AP — P eine gleich große, in 
irgend einem Punfte B der Diagonalrihtung CQ angreifende Gegenkraft 
BP=—P entgegen, fo wird dadurch den gegebenen Kräften P, und P, 
das Gleichgewicht gehalten, und es find folglid) P,,P, und — P drei Kräfte 
im Gleichgewichte. 





8.885 Statische Momente. Fällt man von irgend einem Punfte O, Fig. 


106, in ber Kräfteebene Perpendifel OZ,, OL, und OL gegen die Rich— 
tungen der GSeitenfräfte P, und P, und ihrer Mittelfraft P, jo hat: man 


dem $. 82 zufolge: 


P. 0L=P, . 01, + P,. OL,, 
und es läßt fich demnach aus den Perpendifeln oder Abftänden OL, und 
OL; der Seitenfräfte der Abftand OZ der Mittelfraft finden, indem man 
jest: — — 
P,.OL, + P,.Ols, 


OL= PB 
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Während man die Richtung und Größe der Mittelfraft durch Anwendung 
des Kräfteparallelogramms findet, ergiebt fich der Ort Z ihres Angriffs- 
punttes mit Hülfe der legten Formel duch Beitimmung des Abitandes OL. 

Schließen die gehörig verlängerten Kraftrichtungen den Winkel PL CP, —=« 
zwifchen fic ein, fo hat man die Größe der Mittelfraft: 

1) P=VP?+P?+2P,P.,cos. a. 


Fig 106. 


Bildet ferner die Mittelfraft den 
"Wintel PCPı = c«, mit der Richtung 
der Seitenfraft Pi, jo ift: 
2) sin. —= —— u 
Stehen endlich die Richtungen OP, 
und CP, der gegebenen Kräfte um 
OL, =a und OL,—a, von einem 
wilffitrlichen Punkte O ab, fo ift der 
Abſtand OL — u der Richtung CP 
der Mitteltraft von eben diefem Punkte: 
3) a Pı a Tan 
Mit Hülfe dieſes legten Abftandes u 
ergiebt fich aber der Drt der Mittelkraft ohne Rückſichtnahme auf den 
Hülfspunkt C, wern man mit a aus O einen Kreis conftruirt und an diefen 
eine Tangente LP legt, deren Richtung durch den Winkel x, beftimmt ift. 


Beifpiel. Es wirken auf einen Körper vie Kräfte P, — 20 Pfund und 
P,=34 Pfund, deren Richtungen unter einem Winfel PRO P,= «= 70 Brad 
zufammenftoßen und von einem gewiflen Bunfte O um OL, =a, — 4 Fuf und 
OL, =a,—=1 Fuß abflehen, welches ifl die Größe, die Ridhtung und der Ort 
der Mittelfraft? Die Größe ver Mitteltraft ift: 


P = Y 202? 4342 42.20.34 008.700 — Y 400 4 1156 + 1360 . 0,34202 
— V 2021,15 — 44,96 Pfund; 
für ihre Richtung ift ferner: 
34 . sin. 709 . 
— — Log. sin. a, = 0,85163 — 1, 
daher «, = 45017’ ver Winkel, um welchen dieſe Mittelfraft von der Richtung 


der Kraft P, abweicht. Der Ort oder die Angriffslinie dieſer Mittelfraft ift 
endlich beftimmt durch ihren Abftand OL von O, welder ift: 


20.4+34.1 114 _ 
= un = 44.96 = 2,536 Fuß. 





sin. a, — 


"Man nennt die Rormalabftände OL, —=a, OL, — a u. ſ. w. der Kraft: 
richtungen von einem willkürlichen Bunfte O, Fig. 107 (a. f. S.), die Hebel- 
arme der Kräfte (franz. bras du levier; engl. arms of lever), weil fie 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 11 
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bei der in der Tolge abzuhandelnden Theorie des Hebels ein wejentliches 
Element ausmachen. Das Product Pa aus Kraft und Hebelarm hat den 
Fig. 107. Namen ftatifches oder Kraftmoment (franz. 
moment des forces; engl. momentum of the 
> L,; forces) erhalten. Nun ift aber Pa — Pı aı 
/ > + P,0; folglid) das flatifhe Moment der 
/nı Mittelfraft glei der Summe der ftati- 
FR) hen Momente der beiden Seitenfräfte. 
70 Bei der Addition der Momente ift noch auf 
. Plus und Minus KRüdfiht zu nehmen. Wirken 
die Kräfte ?, und P,, wie in Fig. 107, nad) gleicher Richtung um den 
Bunft O herum, ftimmen z. B. die Kraftrichtimgen mit den Bewegungs⸗ 
richtungen der Zeiger einer Uhr überein, fo nennt man diefe Kräfte, und 
deshalb auch ihre Momente, gleichbezeichnete; wird aljo die eine pofitiv an- 
genommen, fo muß die andere ebenfalls pofitiv gejegt werden. Wirken hin- 
gegen, wie in Fig. 108, die Kräfte in entgegengejegten Richtungen um ben 
Fig. 108. 





Punkt O herum, ſo nennt man diejelben, fowie ihre ftatifchen Momente, ent- 
gegengefetzte, und es ift num die eine negativ zu feßen, wenn man die andere 
pofitiv annimmt. Bei der in Fig. 109 repräfentirten Zufammenfegung hat 
man z. B. Pa—=P,ıaı — P,as, weil P, der Kraft P, entgegengefekt, 
aljo ihr Moment Pz az negativ ift, während bei der Zufammenfegung in 
ig. 106, Pa=P,aı + Pa, ausfällt, 


Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Ergreifen drei 
Kräfte P,, Pa, Ps, ig. 110, einen Körper in verfchiedenen Punkten A,, 
Aa, A; einer Ebene, fo vereinige man nad) der legten Regel erft zwei 
(Pı, Pr) diefer Kräfte zu einer Mittelkraft CQ — Q, und diefe nachher, 
nach derfelben Regel, mit der dritten Kraft (P,), indem man aus DR, — CQ 
und DR, — A; P; da8 Parallelogramm DR, RR, conftruirt. Die Dia- 
gonale DR ift num die gejuchte Mitteltraft P zu Pı, P, und P, Es 
ift hiernach auch leicht einzufehen, wie beim Hinzufommen einer vierten Kraft 
P, die Mittelfraft gefunden werden kann, u. f. w. 
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Bei diefer Zufammenfegung der Kräfte wird die Größe und Richtung der 
Mittelfraft genau fo gefunden, als wenn die Kräfte in einem einzigen 
Fig. 110. Puntte angriffen (j. $. 80), es 
find daher die in $. 80 angegebe- 
nen KRechnungsregeln anzumen- 
den, um diefe beiden erften Ele⸗ 
mente der Mittelkraft zu beftimmen; 
um aber das dritte Element, näm- 
[ich den Ort der Mittelkraft oder 
ihre Angriffelinie zu finden, hat 
man von der Gleichung zwifchen 
den ftatifchen Momenten Gebraud) 
zu machen. Sind aucd hier 
OL, —=a,, O0. =a,, OL, —=u, 
und OL==a bie Hebelarme der 
drei Seitenfräfte P,, P,, P, und 
ihrer Mittelfraft P in Hinfiht auf einen willfitrlichen Punkt O und ift Q 
die Mittelfraft aus PL und P, fowie OK der Hebelarm derfelben, fo 
bat man: 


Pa—=0Q.0K+ Pa, ud Q.OK—Pıa, + Pza.. 
Verbinden wir aber diefe beiden Gleichungen mit einander, fo erhalten wir: 
Pa=Pa+P®+P;ao, 
und ebenfo ftellt fich für mehrere Kräfte heraus: 
Pa=P,a+P®+Pa; +, 
d. h. es ift allemal das (ftatifche) Moment der Mittelfraft gleich 


der algebraifhen Summe aus ben (ftatifhen) Momenten der 
Seitenfräfte. 





Sind nun Pi, Py, BP; u f. w., Fig. 111 (a. f. S.), die einzelnen Kräfte 
eines Kräfteſyſtemes, find ferner &, &, a; u. f. w. die Winfel 2, D, X, 
P,D,X, P,;,D;,X uw. |. w., unter welchen eine beliebig angenommene Are 
XX von ben Kraftrichtungen gefchnitten wird, und bezeichnen endlich 
4, Ag, A; U. f. w. die Hebelarme O In, OL, OL; u. |. w. dieſer Kräfte 
hinfichtlich des Durchſchnittspunktes O zwifchen beiden Aren XX und YY, 
jo hat man nad) den 88. 80 und 90: 


1) die Seitenfraft parallel zur Are XX: 
Q = Pı cos. & + Pa cos. 0 + 
2) die Seitenkraft parallel zur Are YY: 
R=Pı sin. co; + P sin. +---, 
11* 
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Vezeichnen b, bi, b, u, f.w. die Abſchnitte OD, OD,, OD, u. f.w. von 

der Axe X X, fo ift: 
uw :bsin.a, 4 bi 8in.cı, a —=b,8in.c, u. ſ. w., 

und baher aud: 

- Pb sin. co; + Pybz sin.ag +--- — Rb+Rb+ a 

P sin. & R 

Erſetzt man die Mittelfraft (7?) durch eine ihr gleiche Gegenfraft (— P), 
ſo halten ſich die Kräfte 2), 2, P3 ... (— P) das Gleichgewicht. 

Vezelchnen noch m, ... fowie 1,9%... die Koordinaten der Angriffe: 
puntte A), Ay... der gegebenen Seräfte P,,P,..., fo find die Momente 
dev Componenten dev letzteren: A 0, Ryza... fowie Qu Vi, QC292..., und 
tft das Moment dev Wiltteltraft: 
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Pa=-(Ra+RBRa + )—(Qyı ++), 
daher der Hebelarm berfelben: 


„— RatBst-- )— (Qyı +Qyı + R 
V R. . 5 


Beiſpiel. Die Kräfte P.— 40 Pfund, P, = 80 Pfund, P, = 70 Pfund, 
Fig. 112 durchſchneiden die Are XX unter den Winkeln a, = 60°, 
a“ = — 80°, a, — 142%, und es find die Entfernungen zwifchen den Durch⸗ 
fhnittspunften D,, D,, D, der Kraftrichtungen mit der Are, D, D, = 4 Fuß 
und D,D,;, = 5 Fuß. Man fuht die fämmtlihen Beltimmungsitüde ver 
Mittelkraft. Die Summe der Seitenfräfte parallel zur Are XX if: 

Q= 40 cos. 60° + 30 cos. (— 80°) + 70 cos. 1420 
= 40 cos. 600 + 30 cos. 80° — 70 cos, 38° 
— 20 + 5,209 — 55,161 = — 29,952 Pfund. 

Die Summe der Seitenfräfte parallel zur Are YY: 

R = 40 sin. 609 +30 sin. (— 800) +70 sin. 142° 
— 40 3in.60° — 30 sin. 800° + 70 sin. 380 
= 84,641 — 29,544 + 43,096 = 48,193. 


Fig. 112. 





Nun folgt die gefuchte Mittelfraft: 
P— VO2HR? — V 29,9522 + 48,193? — V 3219,68 = 56,742 Pfund. 
Der Winkel «, unter welchem fie die Are fehneidet, ift ferner, beſtimmt durch: 
tang. a = BR __ 818. — — 1,6090, e8 ergiebt ſich daher: 
a = 1800 — 5808 — 121052°. 
Berlegt man den Arpunt O nah D,, fo Hat man den Hebelarm ber 
Mittelfraft: 


DL-a—fı sin. et Fast ta Pet .. . _ Kıbı Tast 


__ 34,841 .(4+5)— 29,544.5+0 _ 164,049 
56,742 — 56,72 





— 2,891 Fuß, 


T 


Ir Irırer Atsımıı. Grües Gıraei 4.2. 
arı tieren Jen Arm 
Is 12393 ie mo 
Paralleikräfte. Zmt die Krafte P.P..P, wi.mw, »y 113, 


ones jeſten Syftenes unter fh parallel, fo fallen die Hebelarme OL,. 
OIAM-. OL, n. |. w. über einander; zieht man nun durd, den Amangspuntt 
6) eine willfirdiche Yınie X X, fo fchneiden hiervon die Srafticungen die 
Erde OD,, OD, OD, u. |. w. ab, weldje den Hebelarmen OL.. OL,. 
O0J, u. f. w. proportimal fd, will _ ODLzr _, ODL 
% [ OD,L, uf.w. iſt. Bezeichnet man den Binfel D, OL. —D,OL, 
u, f. w. durch «, die Hebelarme OL,, OL, u. j. w. durch a,, az u. ſ. w., 
bie Abichmitte OD,, OD, u. |. w. durch b,, b, u. |. w., jo hat man: 

a,b, cos.a, a —b,cos.a u. |. w. 

Pa=Pıay + Pa +--, 
fo erhält man: 

Pb cos.a = P,bi cos.a + P,b,cos.c + ---, 


ober, wenn man den gemeinfchaftlidhen Factor cos. « wegläßt: 
Pb=P,b, + P,b, + . 


"ig. 118. Es ift alfo bei jedem Ey 
fteme paralleler Kräfte geftat- 
P, tet, die Hebelarme durch die 


L von irgend einer Linie XX 
’ L, abgefchnittenen fchiefen Ent- 


⸗ — 1 fernungen, wie OD,, OD, 

m, u. ſ. w., zu erſetzen. Da die 

Größe und Richtung der Mit⸗ 

’, telfraft eines Kräfteſyſtemes 

mit verfchiedenen Angriffs- 

punkten diefelbe iſt, wie die 

eines Syſtemes von Kräften, welche in einem Punfte angreifen, fo hat die 

Mitteltraft des Syftemes paralleler Kräfte mit den einzelnen 

Kräften gleihe Richtung und ift gleich ber algebraifchen Summe 
derfelben; es ift alfo: 


)?P=P, +PR+P+-.: wm 
_P,a+PRa+--- 
P+PR+:-: 
„_ + PRb + 

 +PR+--- 





2) a ‚ oder aud): 


$. 03.] Allgemeine Lehren der Statik fefter Körper. 167 


Beifpiel. Es feien die Kräfte P, — 12 Pfund, P, = — 32 Pfund, 
P,;,=25 Pfund, und ihre Richtungen mögen eine gerade Linie in ven Punkten 
D,, D, und D,, #ig. 113 (a. v. ©.), ſchneiden, deren Abflände von einander 


folgende find: D,D, = 21 Zoll, D,D, = 3% Zoll. Man fol die Mittel: 


fraft angeben. Die Größe diefer Kraft ift: 
P= 12 — 32 + 25 = 5 Pfund, 

und die Entfernung D,D ihres Angriffepunftes D in der Are X X, vom Punkte D, 
aus gemeflen: 

— 12. 0 - 32.21 +3 E17) _I EHER — 120,6 Zell. 

Kräftepaare. wei gleich große, zwar parallel, aber entgegengefegt ge- 
richtete Kräfte Pı und P,, Fig. 114, haben die Mittelfraft: 

P=Pı + (— P)=P:ı — Pı = Null, 

mit dem Hebelarme @ 


a— a Fr — 0 (unenblid) groß). 


Fig. 114. #ig. 115. 





Zur Herftellung des Gleichgewichtes mit einem folchen Kräftepaare ift 
diefemnach eine einzige enbliche und in endlicher Entfernung wirkende Kraft 
P nicht hinreichend, wohl aber können zwei folcher Kräftepaare einander das 
Gleichgewicht halten. Sind P, und — P, fowie — P, und P,, Fig. 115, 
zwei folhe Baare, nd O In =a, 0 =0L — LM =aı — bi, 
ferner OL, =; md OM = OL, — , M = a — b, die Hebelarme 
derfelben, von einem gewiſſen Punkte O aus genommen, fo hat man für das 
Gleichgewicht: 

Prui — Pi (ca —b)— Pa%+ Pa —b)=0, db. i. 
P,b,=Ps)b,. 

Zwei ſolche Kräftepaare find alfo im Gleichgewichte, wenn 
das Product aus einer Kraft und ihrem Abflande von der Ge— 
gentraft bei einem Paare fo groß ift wie bei dem anderen. 

Ein Paar von gleichen Gegenfräften nennt man fchlechtweg ein Kräfte- 
paar (franz. und engl. couple), und das Product aus einer Kraft deſſelben 
und dem Normalabftande von der anderen Kraft heißt das Moment des 
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Kräftepaares. Nad dem Borigen find zwei nad) entgegengefegten Rich— 
tungen wirkende Kräftepaare im Gleichgewichte, wenn fie gleiche Momente befigen. 
Die Richtigkeit diefes Sages läßt ſich auch direct auf folgende Weife dar- 
thun. Verlegen wir die Angriffspunfte der Kräfte P,, P, und — P,— Ps 
der Kräftepaare (P,,— Pı) und (Pa, — Pr), Big. 116, nad) den Durch— 
Fig. 116. fchnitten A und B ihrer 
Angriffslinten, und vereint- 
gen wir fowohl P, mit P,, 
al® au) — P, mit — P, 
dur) ein Kräfteparallelo: 
gramm zu den Mittelkräf- 
ten R und — R. Fallen 
nun die Richtungen diefer 
Mittelträfte in die Yort- 
fegungen der Linie AB, fo 
find diefe Kräfte und folg- 
{ih auch die ihnen ent- 
fprechenden Kräftepaare (Pı,— Pı), (Pa, — Ps), mit einander im Gleich— 
gewichte. Damit dies eintrete, muß das durch AB und durch die Richtun- 
gen der Kräfte — P, und P, gebildete Dreieck ABC ähnlich fein den 
Dreieden‘ RAP, und BRP,, und daher der Proportion: 
zZ = n oder der Gleichung: Pj. CA=P,.CB 
Genüge gefchehen. 
Nun find aber die Berpendifel AZ, —b, und BL,=b, zwiſchen den 
Kichtungen der Kräftepaare den HHpotenufen OA und CB ber einander 
ähnlichen rechtwinkligen Dreiede ACLZ, und BCOL, proportional, folglich) 


ift aud) 

Pıb, = Psbs 
zu ſetzen. Es find alfo Momente der beiden im Gleichgewichte befindlichen 
Kräftepaare einander gleid). 

Segen wir in der Yormel ($. 91) für den Hebelarn a der Mittelfraft: 

— Pıa + PR®+-- 

P 
P=0, während die Summe ber ftatifchen Momente einen endlichen Werth 
hat, jo befommen wir ebenfalls a — ©, ein Beweis, daß in dieſem Yalle 
gleichfalls feine Mittelfraft, fondern nur ein Kräftepaar möglich) ift. 

Damit fi die Kräfte eines Kräftefyftens das Gleichgewicht halten, ift 
alfo nicht bloß nöthig, dag die Mittelkraft 2 — V Q? + .R2, oder jeder 
dev Componenten Q und .R, fondern auch ihr Moment 

Pa= P,aı + P,a, +. Null ſei. 





a 
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Beiſpiel. Beſteht ein Kräftepaar aus den Kräften P, = 25 Pfund und 
— P, = — 23 Pfund, ein anderes aber aus den Kräften — P,= — 18 Pfund 
und P, — 18 Pfund, und ift der Normalabftand db, des erfteren Baares — 3 Fuß, 
fo muß für den Bleihgewichtszuftand, der Normalabftand oder Hebelarm des zweiten 


b, = 2 — 4), &uß betragen. 


Zusammensetzung und Zerlegung der Kräftepsare Die 
Zufammenfegung und Zerlegung der in einer und derfelben Ebene wir- 
fenden Kräftepaare wird durch eine einfache algebraifche Addition bewirkt, 
und ift daher viel einfacher als die Zufanmenfegung und Zerlegung einzel 
ner Kräfte. Da fich zwei entgegengefete Kräftepaare einander das Gleich- 
gewicht halten, wenn fie einerlei Momente haben, fo find auch die Wirkun- 
gen zweier gleichgerichteten Kräftepaare einander glei, wenn das Moment 
des einen Kräftepaares gleich ift dem Moment des anderen. Sind daher 
zwei Kräftepaare (P,, — P,) und (P;, — Ps), dig. 117, mit einander 

zu vereinigen, fo kann man das eine (P,,— P;) 

Big. 117. durch ein anderes erfegen, welches mit dem er- 

fteren Baar (Pi, — Pı) den Hebelarm AB=b, 

gemeinschaftlich hat, und dann die Kräfte beffel- 

ben zu denen des anderen addiren, jo daß man 

ein einziges Kräftepaar erhält. Iſt ds ber 

Hebelarm OD des anderen Kräftepaares und 

it (Q, — Q) das rebucirte Kräftepaar, fo 
bat man Qb, — Psb,, folglich) 











= u , daher einen Componenten des 
1 
. zufammengefeßten Kräftepaares: _ 
Pb, 
P +Q=P + — 


und das geſuchte Moment des reſultirenden Kräftepaares: 
(Pı + Q) bi =Pıb, + Pybs. 

Auf gleiche Weiſe findet man das aus drei Kräftepaaren rejultivende 
Kräftepaar. Sind Pı bi, P.b, und P;b, die Momente diefer Kräftepaare, 
fo fann man: 

P,b,= Ob, und P3 b, = Rb, oder: 
Pb 





fegen, fo daß nun das Moment des refultirenden Kräftepaares 
(Pı + Q+R b=Pb+PRb+P;b, 
ſich ergiebt. 


Bei diefer Vereinigung von Kräftepaaren zu einem einzigen Kräftepaare 
ift natürlich auc) auf die Vorzeichen Rüdficht zu nehmen, da die Momente 


$. 94 


170 Dritter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [$. 94. 


derjenigen Kräftepaare, weldje nad) der einen Umbdrehungsrichtung wirken, 
das pofitive, und die Momente derjenigen Kräftepaare, welche den Körper 
nach der entgegengefegten Richtung umzudrehen fuchen, da8 negative Zeichen 
erhalten müffen. Ueber die Umdrehungsrichtung eines Kräftepaares kann 
man fich fogleich Rechenſchaft ablegen, wenn man zwifchen den Angriffe- 
Iinien des Paares einen Drehungspunft willfürlih annimmt. Haben dann 
die Kräfte des Paares die Richtung, in welcher ſich die Zeiger einer Uhr 
umdrehen, fo Tann man das Kräftepaar, und alfo aud) fein Moment, ein 
pofitives nennen, und wirken die Kräfte eines Paares der Umdrehungs. 
bewegung der Uhrzeiger entgegengefegt, d. i. von rechts nach links, fo er- 
hält dann diefes Kräftepaar, und alfo aud) fein Moment, das negative Zeichen. 


Die vorftehende Regel über die Zufammenfegung der Kräftepaare ift 
Fig. 118. dann noch anwendbar, wenn die Kräfte- 
paare in parallelen Ebenen wirken. 
Wenn die parallelen Krüftepaare (P,, 
— P,) und (P,,— Ps), Fig. 118, in 
parallelen Ebenen MM und NN mit 
gleichen Momenten P, b, und Pab, 
einander entgegenwirken, fo halten fie 
einander ebenfalls das Gleichgewicht ; 
denn es reſultiren aus denfelben zwei 
Mittelfräfte 2} + Ps und—(P, + P:), 
welche einander vollftändig aufheben, da 
fie in demfelben Punkte Z angreifen, der 
beftimmt ift durch die Gleichungen: 
FA. —=EC.P„EB-P=ED.P,, und 
Pb—=P,b,b.i. AB.Pı = CD. P,, wonad) 
EA:EB:AB=ECÜO:ED:CD 
folgt, und daher biefer Punkt mit dem Durchſchnitte der Transverfalen A C 
und BD zufammenfält. 

Da dem Kräftepaare (P,, — Ps) jedes andere Kräftepaar das Gleich— 
gewicht hält, welches mit demfelben in einerlei Ebene wirkt, und das ent- 
gegengefegte Moment hat, fo folgt aud), daß jedes Kräftepaar durd) ein an- 
deres erfegt werden kann, welches mit demfelben einerlei Moment hat, und 
in einer Ebene wirkt, welche der Ebene des erften parallel läuft. 

Wenn daher auf einen Körper mehrere Kräftepaare wirken, deren Wirkungs⸗ 
ebenen parallel find, fo Iaffen fich diefelben durch ein einziges Kräftepaar 
erfegen,, deffen Moment die algebraifche Summe von den Montenten dieſer 
Paare ift, und deffen übrigens willkürliche Wirfungsebene mit den Ebenen 
des gegebenen Syſtems parallel Läuft. 








1 | H+P,) 
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Wirken zwei Kräftepaare (Pı, — Pı) und (P,, — Ps) in zwei Ebenen $. 


EME, und FNF,, Fig. 119, welche fich unter einem gewillen Winkel 
EAF=EBF=« 
in der geraden Linie AB ſchneiden, fo laſſen ſich diefelben, nachdem man ſie 
auf einen und denſelben Hebelarm AB 
Sig. 119. reducirt hat, durch das Kräfteparalle- 
logramm zu einem Kräftepaare ver- 
einigen. Durch dieſes erhält man 
aus P, und P, die Mittelfraft R, 
fowie aus — P, und — Pz die Mit- 
telfraft — R. Beide Mittelfräfte find 
gleich groß und einander entgegenge- 
fett gerichtet, und bilden folglich wieder 
ein SKräftepaar (R, — R), deſſen 
Ebene durch die Richtungen von R 
und — R beftimmt ift. 
Durch Rechnung beftimmt ſich nad) 
$. 77 die Mittelfraft 72 mittelft der 
Vormeln: 


— FEB Bon und 





wo 4 den Winkl FEAR — E,BR bezeichnet, welchen die Richtung der 
Mittelfraft .R mit der der Seitenkraft P, einfchließt. 
ft nun der Hebelarnı AB==c, und feßt man da8 Moment Pıc— Pa 


und dad Moment P,c = Gb, der Pı = _ und P& = 2, jo erhält 


VO TREE 


alfo das Moment de8 aus den Kräftepaaren — und (Q, — Q) reſul⸗ 
tirenden Kräftepaares: 

Re — V (Pa): + (Qb)? + 2 Pa.Qb.cos. a, 
und ebenfo für den Winfel A, um welchen die Ebene defjelben von der des 
erften Kräftepaares (P, — P) abweidtt: 


man: 


b 
sin B = 2 sin 0. 


Es laſſen ſich alfo die in verfchiedenen Ebenen wirkenden Kräftepaare ge- 
nau fo zufammenfegen und zerlegen, wie die in einem Punkte angreifenden 
einfachen Kräfte, wenn man ftatt der legteren die Momente der erjteren, und 
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derjenigen Kräftepaare, welche nad) der einen Umdrehungsrichtung wirken, 
das pofitive, und die Momente derjenigen Kräftepaare, welche den Körper 
nad) der entgegengefeßten Richtung umzudrehen fuchen, das negative Zeichen 
erhalten müſſen. Ueber die Umdrehungsrichtung eines Kräftepaares Tann 
man fid) ſogleich Recenfchaft ablegen, wenn man zwifchen den Angriffe- 
Iiniten de8 Paares einen Drehungspunkt willfürlih annimmt. Haben dann 
die Kräfte des Paares die Richtung, in welcher fich die Zeiger einer Uhr 
umdrehen, fo kann man das Kräftepaar, und alfo auch fein Moment, ein 
pofitive8 nennen, und wirfen die Kräfte eined Paares der Umdrehungs. 
bewegung der Uhrzeiger entgegengejeßt, d. i. von rechts nach links, fo er- 
hält dann diefes Kräftepaar, und alfo aud) fein Moment, das negative Zeichen. 


Die vorftehende Kegel Über die Zufammenfegung der Kräftepaare ift 
Fig. 118. dann noch anwendbar, wenn die Kräfte- 
paare in parallelen Ebenen wirken. 
Wenn die parallelen Kräftepaare (P,, 
— Pı) und (P,,— P;), Sig. 118, in 
parallelen Ebenen MM und NN mit 
gleichen Momenten Pb, und Pub, 
einander entgegenwirken, fo halten fie 
einander ebenfalls das Gleichgewicht ; 
denn es reſultiren aus denfelben zwei 
Mittelfräfte P, + 2, und—(P, + D,), 
welche einander vollftändig aufheben, da 
fie in demfelben Punkte E angreifen, der 
beftimmt ift durch die Gleichungen: 
EA.PB—=EC.P,„EB.-P=ED.P,, un 
Pb=Pb,d.i. AB.Pı = CD. P;, wonad) 
EA:EB:AB=EC:ED:CD 
folgt, und daher diefer Punkt mit dem Durchichnitte der Transverſalen A C 
und BD zufammenfällt. 

Da dem Kräftepaare (P,, — Ps) jedes andere Kräftepaar das Gleid)- 
gewicht hält, welches mit demfelben in einerlei Ebene wirkt, und das ent- 
gegengefegte Moment hat, fo folgt aud), daß jedes Kräftepaar durch ein an- 
deres erfegt werden kann, welches mit demfelben einerlei Moment hat, und 
in einer Ebene wirft, welche der Ebene des erften parallel Läuft. 

Wenn daher auf einen Körper mehrere Kräftepaare wirken, deren Wirkungs⸗ 
ebenen parallel find, fo laſſen ſich diefelben dur ein einziges Kräftepaar 
erfegen, deffen Moment die algebraifche Summe von den Momenten diefer 
Paare ift, und deflen übrigens willfürlidhe Wirfungsebene mit den Ebenen 
des gegebenen Syſtems parallel läuft. | 
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Wirken zwei Kräftepaare (PD), — Pı) und (P,, — P;) in zwei Ebenen $. 95 
EME, und FNF\, %ig. 119, welche ſich unter einem gewiſſen Winkel 
EAF=EBF =« 
in der geraden Linie AB ſchneiden, fo Taffen ſich diefelben, nachdem man ſie 
auf einen und denſelben Hebelarm AB 
sig. 119. reducirt hat, durch das Kräfteparalle- 
logramm zu einem Kräftepaare ver- 
einigen. Durch diefes erhält man 
aus P, und P, die Mittelfraft R, 
fowie aus — P, und — P, die Mit- 
telfraft — R. Beide Mittelfräfte find 
gleich groß und einander entgegenge- 
fett gerichtet, und bilden folglich wieder 
ein Kräftepaar (R, — R), deſſen 
Ebene durch die Richtungen von R 
und — R beitimmt ift. 

Durch Rechnung beftimmt ſich nad) 
$. 77 die Mittelfraft 7 mittelft ber 
Formeln: 

— ED Dom und 
Ps sin. & 

R ‘ ’ 
wo ß den Winkl EAR — E,BR bezeichnet, welchen die Richtung der 
Mittelfraft R mit der der Seitenfraft P, einfchliegt. 

ft nun der Hebelarnı AB==c, und fegt man da8 Moment Pic — Pa 


md das Moment Pc = Ob, oder P, = _ und P, = 2, jo erhält 


man: 
R— (2e)’ + (®) ı gPe — ** 


alſo das Moment des aus den Kräftepaaren B_ _» und (Q, — Q) reful- 
tirenden Kräftepaares: 


Re=V (Pa): + (Qb)? + 2 Pa.Qb.cos. a, 
und ebenfo für den Winkel 3, um welchen die Ebene defjelben von der des 
erften Kräftepaares (P, — P) abweicht: 
sin B = sin. 0. 
Es laſſen fich alfo die in verfchiedenen Ebenen wirkenden Kräftepaare ge⸗ 
nau jo zufammenfegen und zerlegen, wie die in einem Punfte angreifenden 
einfachen Kräfte, wenn man ftatt der letteren die Momente der erfteren, und 





sin. ß = 


d. 90 
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bei der in der Folge abzuhandelnden Theorie des Hebels ein wejentliches 
Element ausmachen. Das Product Pa aus Kraft und Hebelarm hat den 
Fig. 107. Namen ftatifches oder Kraftmoment (franz. 
moment des forces; engl. momentum of the 
forces) erhalten. Nun ift aber Pa —= Pı aı 
+ Pa; folglid) das ftatifche Moment der 
Mittellraft gleich der Summe ber ftati- 
hen Momente der beiden Seitenfräfte. 
Bei der Addition der Momente ift noch auf 
. Plus und Minus Rüdfiht zu nehmen. Wirken 





die Kräfte P, und P,, wie in Fig. 107, nad) gleicher Richtung um den 
Punkt O herum, ftimmen 3. B. die Kraftrichtungen mit den Bewegungs- 
tihtungen der Zeiger einer Uhr überein, fo nennt man biefe Kräfte, und 
deshalb aud) ihre Momente, gleichbezeichnete; wird alſo die eine pofitiv an- 
genommen, jo muß die andere ebenfalls pofitiv gefegt werben. Wirken hin- 
gegen, wie in Fig. 108, die Kräfte in entgegengefegten Richtungen um den 

Fig. 108. 





Punkt O herum, jo nennt man diefelben, fowie ihre ftatifchen Momente, ent- 
gegengejegte, und es ift num die eine negativ zu fegen, wenn man die andere 
pofitiv annimmt. Bei der in Fig. 109 repräfentirten Zufammenfegung hat 
man z. B. Pa=Pıar — Pꝛ da, weil P, der Kraft P, entgegengefeßt, 
alfo ihr Moment P, az negativ ift, während bei der Zufammenfegung in 
Fig. 106, Pa=P,aı + Pza, ausfällt, 


Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Ergreifen drei 
Kräfte Pı, Pa, Ps, Big. 110, einen Körper in verfchiedenen Punkten A,, 
As, A; einer Ebene, fo vereinige man nad) der legten Regel erſt zwei 
(Pı, Ps) diefer Kräfte zu einer Mitteltraft CQ — Q, und diefe nachher, 
nach derfelben Kegel, mit der dritten Kraft (P,), indem man aus DR, — CQ 
und DR, — A; P; da8 Barallelogramm DR, RR, conftruirt. Die Dia— 
gonale DR ift num die gefuchte Mittelfraft P zu P, P, und P,. Es 
ift hiernad) auch leicht einzufehen, wie beim Hinzufommen einer vierten Kraft 
P, die Mittelfraft gefunden werden kann, u. f. w. 
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Bei diefer Zufammenfegung der Kräfte wird die Größe und Richtung der 
Mittelkraft genau fo gefunden, als wenn die Kräfte in einem einzigen 
Fig. 110. Punkte angriffen (f. $. 80), e8 
find daher die in $. 80 angegebe- 
nen KRechnungsregeln anzuımen- 
den, um diefe beiden erften Ele- 
mente der Mittelfraft zu beftimmen; 
um aber das dritte Element, näm⸗ 
lich den Ort der Mittelfraft oder 
ihre Angriffslinie zu finden, hat 
man von der Gleichung zwifchen 
den ftatifchen Momenten Gebrauch 
zu machen. Sind aud) hier 
OL, =a,, OIn =a,, OL, =u; 
und OL==a bie Hebelarme der 
drei Seitenfräfte P,, P,, P, und 
ihrer Mittelfraft P in Hinficht auf einen willkürlichen Punkt O und ift Q 
die Mittelfraft aus P. und P, fowie OK der Hebelarm derfelben, fo 
bat man: 


Pa—=0Q.0OK-+ Pa, ud Q.OK— Pıa, + Pza.. 
Berbinden wir aber dieſe beiden Gleichungen mit einander, fo erhalten wir: 
Pa=Pa+P®-+P;a,, 
und ebenfo ftellt fich fiir mehrere Kräfte heraus: 
Pa=P,a+PRm+Poa +, 
d. h. es ift allemal das (ftatifche) Moment der Mittelfraft gleid) 


der algebraifhen Summe aus den (ſtatiſchen) Momenten der 
Seitenfräfte. 





Sind nun Pi, Pa, P, u. ſ. w., Fig. 111 (a.f.©.), die einzelnen Kräfte 
eines Kräftefyftemes, find ferner &,, &, &, u. ſ. w. die Winkel 2, D, X, 
P,D,X, P, D,X u. |. w., unter welchen eine beliebig angenommene Are 
XX von ben Kraftichtungen gefehnitten wird, und bezeichnen endlich 
4, Ay, A, u. f. w. die Hebelarme OL,, OL, OL; u. |. w. diefer Kräfte 
hinfichtlich des Durchſchnittspunktes O zwifchen beiden Aren XX und YY, 
jo hat man nad) den 88. 80 und 90: 

1) die Seitenfraft parallel zur Are XX: 

Q—=P, cos. 0 + PRcos.y +‘, 
2) die Seitenfraft parallel zur Are YY: 
— Pı sin. &ı + Ps sin. gg +», 
11* 


8. 91 
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3) die Mittelkraft des ganzen Syſtemes: 
P=VQ"+R, 
4) den Winkel «, unter welchem die Mittelfraft die Are ſchneidet, durch 


tang. & = a 
Q 
5) den Hebelarm der Mittelfraft, oder den —— des Kreiſes, 
welchen die Richtung der Mittelkraft tangirt: 
— Pa+Pa+- 29 
P 


Fig. 111. 





Bezeichnen b, bi, be u. ſ. w. die Abſchnitte OD, OD,, —2* u. ſ. w. von 
der Are X X, fo iſt: 
a—bsin.c, a —=b; sin.cı, ab, sin. u. ſ. w., 
und daher aud): 


De P, bı sin.cı + Pab, sin.ag + -- — Rıbı + Rꝛ ba — 
P sin. & R 
Erfegt man die Mittelfraft (P) durch eine ihr gleiche Gegenkraft (— P), 
jo halten fich die Kräfte Pi, Pa, Ps . . . (— P) das Gleichgewicht. 
Bezeichnen noch &1,%2... fowie Y1,%... die Coordinaten der Angriffe: 
punkte A,, A»... der gegebenen Kräfte Pi, P,..., fo find die Momente 


der Componenten der leßteren: Rn, R2ra... jowie Qı Yı, QaY; ..., und 
es ift das Moment der Mittelfraft: 
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Pa=-(Ra+Ban+)— (Ayı +9: +), 
daher ber Hebelarm derfelben: 


„— Batknt ) Qu tant),. 
(R+R+-)P+(Qı +09 +) 


Beifpiel. Die Kräfte PR, = 40 Pfund, P, = 80 Pfund, P, — 70 Pfund, 
Fig. 112 durchſchneiden die Are XX unter den Winkeln «, — 60°, 
04 = — 80°, a, — 142°, und es find die Entfernungen zwifchen den Durch⸗ 
fhnittspunften D,, D,, D, der Rraftrichtungen mit der Are, D, Da = 4 Buß 
un D,D,;, = 5 Fuß. Man fucht die fämmtlihen Beltimmungsitüde ver 
Mittelkraft. Die Summe der Seitenkräfte parallel zur Are XX ift: 

Q= 40 cos. 600 + 30 cos. (— 80°) + 70 cos. 1420 
= 40 cos. 60% + 30 cos. 800 — 70 cos, 38 
— 20 + 5,209 — 55,161 = — 29,952 Pfund. 

Die Summe der Seitenfräfte parallel zur Are YY: 

R = 40 sin. 60° +30 sin. (— 800) +70 sin. 142° 
— 40 sin. 60° — 30 sın. 800-4 70 sin. 38° 
— 84,641 — 29,544 + 43,096 = 48,193. 


Fig. 112. 





Nun folgt die gefuchte Mittelfraft: 
P— VOE HR? — V 29,952? + 48,193? — V 3219,68 — 56,742 Pfund. 

Der Winkel «, unter welchem fie die Are ſchneidet, ift ferner, ‚beftiimmt durch: 

tang.a— 2 ED — — 1,6090, es ergiebt fich daher: 
« = 1800 — 5808 — 121052°. 

Berlegt man den Arpunft O nad D,, fo hat man den Hebelarm ber 
Mittelfraft: 

Dı-a—f sin. At Arsen dt 4 tat 


__ 34,641 .(4 + 5) — 29,541 .5-+0 _ 164,049 
— 56,742 56,742 





— 2,891 Fuß, 


s. 92 
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und dagegen den Abfchnitt: 


0D = db — 109 


18.193 — 3,404 Fuß. 

Parallelkräfte. Sind die Kräfte Pi, P,, Ps u. f. w., Fig. 113, 
eines feften Syſtemes unter fih parallel, fo fallen die Hebelarme OZ,, 
OL,, OL; u. f. w. iiber einander; zieht man nun durd) den Anfangspunft 
O eine wilffirliche Finie X X, fo fehneiden hiervon die Kraftrichtungen die 
Stücke OD,, OD,, OD, u. f. w. ab, welche den Hebelarmen OL,, OL, 
OL; u. f. w. propertional fd, wel \ODLn AODL 
» A 0DZ; u.f.w. ift. Bezeichnet man den Winkel Dh OL, —=D,OL, 
u. f. w. durch @, die Hebelarme OZ,, OL, u. f. w. durd) a,, a, u. |. w., 
die Abfchnitte OD), OD; u. f. w. durch di, db, u. f. w., fo hat man: 

a, —=b; 008. a, a —==b,cos.a u. |. w. 


Setzt man endlich diefe Werthe in die Yormel: 
Pa=Pa+Pm+---, 
fo erhält man: 
Pbcos.« = P,ıb, cos.« + Pb, cos.a-+ ---, 


oder, wenn man den gemeinfchaftlichen Factor cos. « wegläßt: 
Pdb=P,b, +Pb,+--- 

Fig. 118. Es ift alfo bei jedem ©Sy- 
ſteme paralleler Kräfte geftat- 
tet, die Hebelarme durch die 
von irgend einer Linie XX 
abgefchnittenen jchiefen Ent- 
fernungen, wie OD,, OD, 
u. ſ. w., zu erfeßen. Da die 
Größe und Richtung der Mit- 
telfraft eines Kräftefuftemes 
mit verfchiedenen Angriffs- 
punkten diefelbe ift, wie die 
eines Syſtemes von Kräften, welche in einem Punkte angreifen, fo hat die 
Mittelkraft des Syſtemes paralleler Kräfte mit den einzelnen 
Kräften gleiche Richtung und ift gleich der algebraifhen Summe 
derfelben; es ift alfo: 

)P=PA+BR+BH+--- u 
Pa, + Pza, + 





2) a —⸗— D+DBt... oder auch: 
„ — Abꝛ + PRb+- 


P+B+t:: 
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Beifpiel Es fein die Kräfte PD, — 12 Pfund, P, = — 32 Pfund, 
P,=25 Pfund, und ihre Richtungen mögen eine gerade Linie in den Punkten 
D,, D, und D,, #ig. 113 (a. v. ©.), ſchneiden, deren Abſtaͤnde von einanter 


folgende ind: D,D, = 21 Zoll, D,D, = % 30l. Wan fol vie Mittel: 


fraft angeben. Die Größe diefer Kraft if: 

P=12—-32 +23 = 5 Pfund, 
und die Entfernung D, D ihres Angriffepunttes D in der Are X X, vom Punkte D, 
aus gemeflen: 


12.0— 32. — 
, _ 12:0—32 21 +25 (21430) _0 TH _ 1906 gel. 


Kräftepaare. wei gleich große, zwar parallel, aber entgegengeſetzt ge⸗ 8. 9. 


richtete Kräfte P, und P,, Fig. 114, haben die Mittelkraft: 
P=PA+(-P)=PA—P=Nl, 
mit dem Hebelarme @ 


ae zart as — © (unendlich, groß). 


Fig. 114. Fig. 115. 





Zur Herftellung des Gleichgewichtes mit einem ſolchen Kräftepaare ift 
dieſemnach eine einzige endliche und in endlicher Entfernung wirkende Kraft 
P nicht Hinceichend, wohl aber können zwei foldher Kräftepaare einander das 
Gleichgewicht halten. Sind P, und — P, fowie — P, und P,, Fig. 115, 
zwei folde Baare, nd OL) =a, 0 =0L, — LM =a—bı, 
ferner OL, = und O0; = 0L, — LM = — b; die Hebelarme 
derjelben, von einem gewiflen Punkte O aus genommen, fo hat man für das 
Gleichgewicht: 

Pa — Pı(a —b)— Prag + Pı(a —)=0, d. i. 
P, b, —P;, b,. 

Zwei folde Kräftepaare find alfo im Gleichgewichte, wenn 
das Broduct aus einer Kraft und ihrem Abftande von der Ge- 
genfraft bei einem Paare fo groß ift wie bei dem anderen. 

Ein Paar von gleichen Gegenträften nennt man fchlechtweg ein Kräfte: 
paar (franz. und engl. couple), und das Product aus einer Kraft deſſelben 
und dem Normalabftande von der anderen Kraft heißt da8 Moment des 
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Kräftepaares. Nach dem Borigen find zwei nad) entgegengefeiten Rid)- 
tungen wirfende Kräftepaare im Gleichgewichte, wenn fie gleiche Momente beſitzen. 
Die Richtigkeit dieſes Satzes läßt ſich auch direct auf folgende Weiſe dar- 
thun. Verlegen wir die Angriffspunfte der Kräfte P,, P, und — P,— Pr 
der Kräftepaare (P,,— Pı) und (Pa, — Ps), Big. 116, nad) den Durch— 
Fig. 116. fchnitten A und B ihrer 
Angriffslinien, und vereini⸗ 
gen wir fowohl P, mit P;, 
als au) — P, mit — P, 
durch ein Kräfteparallelo- 
gramm zu den Mittelfräf- 
ten Rund — R. Fallen 
nun die Richtungen diefer 
Mittelträfte in die Yort- 
fegungen ber Linie AB, fo 
find diefe Kräfte und folg- 
ih auch die ihnen ent- 
iprechenden Kräftepaare (P,,— Pı), (P., — Ps), mit einander im Gleich⸗ 
gewichte. Damit dies eintrete, muß das durch A B und durd) die Richtun- 
gen der Kräfte — P, und P, gebildete Dreied ABC ähnlich fein den 
Dreieden' RAP, und BRP,, und daher der Proportion: 
7 — 5 oder der Gleichung: Pi. CA=P,.CB 
Genüge geichehen. 
Nun find aber die Perpendikel AL, —=b, und BL,=b, zwiſchen den 
Kichtungen der Kräftepaare den Hypotenufen CA und CB der einander 
ähnlichen rechtwinkligen Dreiede ACL, und BCL, proportional, folglid) 


ift aud) 

Pb, = Paba 
zu ſetzen. Es find alfo Momente der beiden im &leichgewichte befindlichen 
Kräftepaare einander gleid). 

Segen wir in der Formel ($. 91) für den Hebelarn a der Mittelfraft: 

— Fıa + Ra +-- 

P 
P=0, während die Summe der ftatifchen Momente einen endlichen Werth 
hat, jo befommen wir ebenfalls a — », ein Beweis, daß in diefem Yalle 
gleichfall8 keine Mittelkraft, fondern nur ein Kräftepaar möglich ift. 

Damit ſich die Kräfte eines Kräftefyftens das Gleichgewicht halten, ift 
alfo nicht blog nöthig, daß die Mittelfraft P— V Q2 + .R2, oder jeder 
der Componenten Q und Z, fondern auch ihr Moment 

Pa== Pa, + P,a, + .. — Null ſei. 





a 
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Beiſpiel. Beſteht ein Kräftepaar aus den Kräften P, = 25 Pfund und 
— P, = — 25 Pfund, ein anderes aber aus den Kräften — P, — — 18 Pfund 
und P, — 18 Pfund, und ift der Nermalabitand db, des erfleren Paares — 3 Fuß, 
fo muß für den Gleichgewichtszuſtand, der Normalabitand over Hebelarm des zweiten 


= ie — 4), Fuß betragen. 


Zusammensetzung und Zerlegung der Kräftepaare Die 
Zufammenfegung und Zerlegung der in einer und derfelben Ebene wir- 
kenden SKräftepaare wird durch eine einfache algebraifche Addition bewirkt, 
und ift daher viel einfacher als die Zufanmenfegung und Zerlegung einzel 
ner Kräfte. Da ſich zwei entgegengefette Kräftepaare einander da8 Gleich- 
gewicht Halten, wenn fie einerlei Momente haben, jo find auch die Wirkun- 
gen zweier gleichgerichteten Kräftepaare einander gleich, wenn das Moment 
des einen Kräftepaares gleich ift dem Moment des anderen. Sind daher 
zwei Kräftepaare (P,, — Pı) und (Ps, — Ps), Big. 117, mit einander 

zu vereinigen, fo kann man das eine(P,, — Ps) 

dig. 117. durch ein anderes erfegen, welches mit dem er⸗ 

fteren Baar (P,,— Pı) den Hebelarm AB, 

gemeinfchaftlich hat, und dann die Kräfte defiel- 

ben zu denen des anderen addiren, jo daß man 

ein einziges Kräftepaar erhält. Iſt db, der 

Hebelarm CD des anderen Kräftepaares und 

ft (Q, — Q) das reducirte Kräftepaar, fo 
bat man Qb, —= P;bs, folglich 











= a ‚ daher einen Componenten des 
1 
u zufammengefegten Kräftepaares: _ 
Pb. 
P+Q=P+ 5 - 


und das gefuchte Moment des refultivenden Kräftepaares: 
(Pı + Q) bi =Pıb + Paba. 

Auf gleiche Weife findet man das aus drei Kräftepaaren reſultirende 
Kräftepaar. Sind Pı bi, P,b, und P;b, die Momente diefer Kräftepaare, 
fo kann man: 

P,b,— Qb, und Pb, = Rb,, oder: 
= und R= a 


fegen, fo daß nun das Moment des refultirenden Kräftepaares 
(Pı + Q+R) b=Pb+PRb+P;b 
fich ergiebt. 


Bei diefer Vereinigung von Kräftepaaren zu einem einzigen Kräftepaare 
ift natürlich auch auf die Vorzeichen Rüdficht zu nehmen, da die Momente 





8. 94 
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derjenigen Kräftepaare, welche nad) der einen Umdrehungsrichtung wirken, 
das pofitive, und die Momente derjenigen Kräftepaare, welche den Körper 
nad) der entgegengefegten Richtung umzudrehen fuchen, das negative Zeichen 
erhalten müfjen. Ueber die Umdrehungsrichtung eines Kräftepaares Tann 
man ſich ſogleich Rechenfchaft ablegen, wenn man zwifchen den Angriffe- 
Iinten des Paares einen Drehungspunft willfürlich annimmt. Haben dann 
die Kräfte de8 Paares die Richtung, in welcher ſich die Zeiger einer Uhr 
umdrehen, fo fann man das Kräftepaar, und alfo auch fein Moment, ein 
pofitives nennen, und wirken die Kräfte eines Paares der Umdrehungs. 
bewegung der Uhrzeiger entgegengefeßt, d. i. von rechts nad) Tinte, fo er- 
hält dann diefes Kräftepaar, und alfo auch fein Moment, da8 negative Zeichen. 


Die vorftehende Kegel über die Zufammenfegung der Kräftepaare  ift 
Fig. 118. dann noch anwendbar, wen die Kräfte- 

paare in parallelen Ebenen wirken. 
Wenn die parallelen Kräftepaare (P,, 
— P,) und (P,,— P;), dig. 118, in 
parallelen Ebenen MM und NN mit 
gleihen Momenten P, di und Pub, 
einander entgegenwirken, fo halten fie 
einander ebenfall® das Gleichgewicht; 
denn es reſultiren aus denfelben zwei 
Mittelfräfte 2, + P, und—(P, + P,), 
welche einander vollftändig aufheben, da 
fie in demfelben Punkte Z angreifen, der 
beftimmt ift durch die Gleichungen: 

EA.P—=EC(C.P,„EB-P—=ED.P,, un 

Pb, =P,b,db.i. AB.Pı = CD.P,, wonad) 

EA:EB:AB=EC:ED:CD 
folgt, und daher diefer Punkt mit dem Durchfchnitte der Transverfalen A C 
und BD zufammenfällt. 

Da dem Kräftepaare (P,, — Ps) jedes andere Kräftepaar das Gleich— 
gewicht Hält, welches mit demfelben in einerlei Ebene wirft, und das ent- 
gegengefetste Moment hat, fo folgt auch, daß jedes Kräftepaar durch ein an- 
deres erfegt werden kann, welches mit demfelben einerlei Moment hat, und 
in einer Ebene wirft, welche der Ebene des erften parallel Läuft. 

Wenn daher auf einen Körper mehrere Kräftepaare wirken, deren Wirfungs- 
ebenen parallel find, fo laſſen ſich diefelben durch ein einziges Kräftepaar 
erfegen, deflen Moment die algebraifche Summe von den Momenten diefer 
Paare ift, und deſſen übrigens willfürliche Wirkungsebene mit den Ebenen 
des gegebenen Syſtems parallel Läuft. | 
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Wirken zwei Kräftepaare (Pı, — Pı) und (P,, — Ps) in zwei Ebenen 
EME, und FNF,, ig. 119, welche fid) unter einem gewiſſen Wintel 
EAF=EBF =« 
in der geraden Linie A B ſchneiden, fo laflen ſich diefelben, nachdem man ſie 
auf einen und denſelben Hebelarm AB 
Sig. 119. reducirt hat, durch das Kräfteparalle⸗ 
logramm zu einem Kräftepaare ver⸗ 
einigen. Durch dieſes erhält man 
aus P, und P, die Mittelkraft R, 
fowie aus — P, und — P, die Mit- 
telfraft — R. Beide Mittelfräfte find 
gleich) groß und einander entgegenge- 
ſetzt gerichtet, und bilden folglich wieder 
ein Kräftepaar (R, — R), deſſen 
Ebene durch die Richtungen von R 
und — R beftimmt ift. 
Durch Rechnung beftimmt fid) nad) 
$. 77 die Mittelfvaft A mittelft ber 
Hormeln: 


—YVPp? + P?+2P,P;cos. und 





wo ß den Winfel EAR — E)BR bezeichnet, welchen die Richtung ber 
Mittelfraft R mit der der Seitenfraft P, einfchliegt. 
ft nun der Hebelarm AB==c, und feßt mıan da8 Moment Pıc— Pa 


und das Moment Pzc — ob, oder P, = _ und P — 2 ‚ fo erhält 


man: J (2) (Sr 28 De 


alfo da8 Moment des aus den Kräftepaaren æ? 5 und (9, — O) reſul⸗ 
tirenden Kräftepaares: 


Re — V (Pa): + Pa. Qb.cos. a, 
und ebenfo für den Winkel B, um welchen die Ebene deflelben von der des 
erften Kräftepaares (P, — P) abweidtt: 
sim B = 2° sin. 0. 
Es laſſen ſich alfo die in verfchiedenen Ebenen wirkenden Kräftepaare ger 
nau fo zufammenfegen und zerlegen, wie die in einem Punfte angreifenden 
einfachen Kräfte, wenn man ftatt der Iegteren die Momente der erfteren, und 


un 


95 
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ftatt der Winkel, unter welchen ſich die Richtungen der erfteren ſchneiden, die 
Winkel einfegt, um weldyen die Ebenen der Ietsteren von einander abweichen. 
Diefe Zurüdführung der Theorie der Kräftepaare auf die Yehre von ber 
Zufammenfegung und Zerlegung einfacher Kräfte läßt fi) noch durch Ein- 
führen von Umdrehungsaren ftatt der Umdrehungsebenen der Paare befonders 
vereinfachen. Unter der Umdrehungsare ober Are eines Kräftepaares 
verfieht man jedes Perpenditel auf der Ebene deſſelben. Ta fich jedes Kräfte— 
paar in feiner- Ebene beliebig verrüden läßt, ohne feine Wirkung auf ben 
Körpern zu verändern, fo kann man auch die Are des Paares durch jeden 
beliebigen Punkt legen. 
In Folge der Redjtwinflichkeit zwifchen der Ebene und der Are eines 
Fig. 120. Kräftepaares fchliegen die Axen AX, 
AYund AZ, Fig. 120, der Kräfte- 
paare eined Körpers genau denfelben 
Winkel zwifchen fich ein, wie die Ebene 
AEK, AFK und AGK derfelben. 
Iſt das eine Kräftepaar die Refultante 
aus den beiden anderen, jo bildet, dem 
Borftehenden zufolge, defien Moment 
Re die Diagonale des aus den Mo— 
menten Pa und Qb conftruirten Pa- 
rallelogramms, trägt man daher die 
Momente Pa und Ob auf die Aren 
AX und AY auf und vollendet man das dadurch angefangene Parallelogramm, 
fo erhält man in der Diagonale deſſelben nicht allein die Are AZ des refultivenden 
Kräftepaares, fondern auch deſſen Moment Rc. Hiernach find alfo die Kräfte- 
paare genau fo zufammen zu fegen und zu zerlegen, wie die 
einzelnen in einem Punkte angreifenden Kräfte, vorausgefegt, daß 
man die Aren dieſer Paare mit den Richtungen, und die Momente derfelben 
mit den Größen der einfachen Kräfte vertaufcht. Alle in 8.76, 8.77 u. ſ. w. 
abgehandelten Lehren iiber die Zufammenfegung und Zerlegung der Kräfte 
finden daher auch in diefem Sinne ihre Anwendung bei der Zufammenfegung 
und Zerlegung der Kräftepaare. 





8. 96 Mittelpunkt paralleler Kräfte. Liegen die ‘Barallelfräfte in ver⸗ 
fchiedenen Ebenen, fo ift deren Bereinigung auf folgende Weife auszuführen. 
Berlängert man die Gerade A, Aa, Big. 121, welche die Angriffspunfte zweier 
Parallelfräfte P, und P, verbindet, bis zur Ebene X Y zwifchen den vecht- 
winflig gegen einander ftehenden Aren MX und MY, und nimmt man den 
Durchfchnittspunft X als den Anfangspunkt an, fo erhält man für den An- 
griffspuntt A der Mittelkraft PR, + Ps diefer Kräfte: 
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 (P + P).KA= P.KA + Pı.KA,. 
Da nun B, B, und B, die Projectionen der Angriffspuntte A, A, und 
A, in der Ebene X Y find, fo hat man: 
AB:A, B,:AsB.: = KA:KA,:KA,, 
und daher auch: _ — — 
(P 4 P).AB=P .ABb + P.A,B,. 
Bezeichnen wir die Normalabftände A, B,, As Be, AsB; u. ſ. w. der 
Fig. 121. Angriffspunfte ‚von der Grundebene 
XYdurh 2, 2,2 uf. w., und 
den Normalabftand des Angriffspunf- 
te8 A von eben diefer Ebene durch z, fo 
haben wir hiernad) fir zwei Kräfte: 
(PR + P)e=Pıa + Ps; 
erner für drei Kräfte, da PL + P 
als eine Kraft mit dem Momente 
Pızı + Pa23 angefehen werden kann: 
(PA + Ps + P)>s 
= Pızsı + Paes + Pꝛe; u. ſ. w. 
Es ift alſo allgemein: 
(PA +PR+PR+-)e=Pa + Po + Pe..., 
folglich : 





y —AatRnt. 
pP +tB-+-- 

Bezeichnen wir ebenfo die Abftände A C und AD des Angriffspunftes A 
der Mittelfraft von den Ebenen XZ und YZ burd) y und x, fowie die Ab- 
fände der Angriffspunfte A,, Ay... von eben diefen Ebenen durch yı, %2... 
und 2, X2..., fo erhalten wir: 

_ #Pıyı + Py +: 
2) y = —DBILBt.. BB, +... und 
3) — — Pa t+Br rt", 
BHBR-+-.-- 

Die Abftände, x, Y, 2, von drei Grundebenen, wie 3. B. von dem Fuß- 
boden und zwei Seitenwänden eines Zimmers, beftimmen aber den Punkt 
(A) vollftändig, denn er ift der achte Eckpunkt des aus x, y umd 2 zu con- 
ſtruirenden Parallelepipedes; es giebt folglich nur einen einzigen Angriffspunft 
der Mitteltraft eines folchen Kräfteſyſtems. 

Da die drei Formeln für x, y und z die Winkel, weldhe die Kräfte mit 
den Grundebenen einfchliegen, gar nicht enthalten, jo ift der Angriffepunft 
von diefen, und aljo auch von den Kraftrichtungen, gar nicht abhängig, es 
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läßt fi) demnad) aud) das ganze Syftem um diefen Punkt drehen, ohne daß 
er aufhört, Angriffspunft zu fein, werm nur bei diefer Drehung der Baral- 
lelismus unter den Kräften bleibt. 

Man nennt bei einem Syſteme paralleler Kräfte das Product aus einer 
Kraft und dem Abftande ihres Angriffepunftes von einer Ebene oder Linie 
das Moment diefer Kraft Hinfichtlich diefer Ebene oder Linie, auch ift es ge- 
wöhnlich, den Angriffspunft der Mittelfraft jelbft den Mittelpunkt bes 
ganzen Syſtems (franz. centre des forces parallöles; engl. centre of pa- 
rallel forces) zu nennen. Man erhält alfo den Abftand des Mittelpunftes 
eines Syftems paralleler Kräfte von irgend einer Ebene oder 
Linie (legteres, wenn die Kräfte in einer Ebene liegen), wenn man bie 
Summe der (ftatiihen) Momente durch die Summe der Kräfte 
dividirt. 


Beifpiel. Sind die Kräfte P. 5|— 7,10| 4 Pfun 
En 1 2 0| 9 Fuß. 
die Abftände oder Eoordinaten ver 9 4 5 3 
Angriffspunkte verfelben . . .9 „ 
2. 8 317410, 
pP, | 5|-ı4 | 0 | 36 Fußpfd. 
fo hat man die Momente... . (| Pu 10 | — 83|0|12 „ 
P. a 40 — 21 | 70| 40 „ 


Nun ift aber die Kraftfumme = 19 — 7 = 12 Pfund; e8 folgen daher die Ab: 
flände des Mittelpunftes viefes Syſtems von den drei Grundebenen: 
536 — U 97 9 


10 50 12 — 28 44. 11 
y-MtRER-® © _ 3 = 3,66 Sup, und 
40 4 70 4- 40 - 21 19 4 _ 
—N ⸗ —755751076 Fuß. 


Kräfto im Raumo. Kommt es darauf an, ein aus verſchieden ge⸗ 
richteten Kräften beſtehendes Syſtem zu vereinigen, ſo lege man eine Ebene 
durch daſſelbe, verlege ſämmtliche Angriffspunkte in dieſe Ebene und zerlege 
jede Kraft in zwei Seitenkräfte, die eine winkelrecht auf dieſe Ebene und die 
zweite in die Ebene ſelbſt fallend. Sind 61, Ba... die Winkel, unter welchen 
die Ebene von den Kraftrichtungen gejchnitten wird, fo folgen die Normal- 


kräfte .P, sin. Bı, Pꝛ sin. B,...., dagegen die Kräfte in der Ebene ‚P, cos. Bi, 


P; cos.ß, u. f. w. Die leßteren laffen fid) nach $.91 und die erfteren nad) 
dem legten Paragraphen (96) zu einer Mittelfraft vereinigen. In der Regel 
werden fich die Richtungen beider Mittelfräfte nirgends jchneiden, und es 
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wird demnach auch eine Vereinigung diefer Kräfte nicht möglich fein; geht 
aber die Mittelfraft aus den parallelen Kräften durch einen Punkt K, 
Fig. 122, in der Richtung AB der Mittellraft P aus den in der Ebene 
(der Papierebene) befindlichen Kräften, fo ift eine Zufammenfegung möglich. 
Setzen wir die Abſtände OO—= DK=u md O0D—= CK =v fir 
den Angriffspuntt K der erften Mittelfraft, dagegen den Hebelarm ON der 
zweiten — a und den Winfel BA O, unter weldjem diefelbe die Are X x 
jchneidet, — a, fo ift die Bedingung fir die Möglichkeit der Zufammenfegung: 
usin.& +4 v008.0 — a. 

Wird diefer Gleichung nicht Genüge geleiftet, geht z. B. die Mittelkraft 
aus den Normalfräften durch A, fo ift die Zurückführung des ganzen Kräfte- 
ſyſtems auf eine Mittelkraft gar nicht möglich, wohl aber läßt ſich dafielbe 


Fig. 122. Fig. 128. 





auf eine Mittelvaft R, Fig. 123, und ein Kräftepaar (P, — P) zurüd- 
führen, wenn man die Mittelfraft N der parallelen Seitenkräfte in die Kräfte 
— P und R zerlegt, von denen die eine der Mittelfraft P von den Kräften 
in der Ebene an Größe gleich, parallel und entgegengefeßt gerichtet ift. 

Diefe Zurädführung eines beliebigen Kräfteſyſtemes auf eine einzige 
Kraft und auf ein Kräftepaar läßt fi) auch unmittelbar dadurd) bewirken, 
daß man ſich in einem beliebigen Punkte des Körpers, auf welchen dieſes 
Syſtem von Kräften wirkt, noch ein Syftem von Kräftepaaren angreifend 
denft, deren pofitive Komponenten den gegebenen Kräften in Größe und Rich— 
tung vollfommen gleich find. Dieſe Kräftepaare ändern natürlich in dem 
Öleichgewichtszuftande des Körpers nichts, da fie in demfelben Punfte an- 
greifen, fic) folglid) felbft aufheben; dagegen laſſen ſich die pofitiven Compo- 
nenten derjelben nad dei befannten Regeln ($. 81) zu einer Mittelfraft ver- 
- einigen, und e8 bilden die negativen Komponenten derjelben mit den gegebe- 
nen Kräften, KRräftepaare, die ſich nad) $. 95 zu einem einzigen Kräftepaar 
zufammenfegen laffen. Es bleibt alfo zulegt nur nod) jene Mittelfraft und 
diefes Kräftepaar übrig. 
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$.98 Prinoip der virtuellen Geschwindigkeiten. Wird ein Syſtem 
von in einer Ebene wirkenden Kräften P,, P,, P,, Fig. 124, progreffiv, 
d. h. jo fortgerüct, daß alle Angriffspunfte A,, Aa, As... gleiche Parallel- 
wege Aı Bı, Az, Be, A; B; durdjlaufen, fo ift (in dem Sinne des Paragra- 
phen 83) die Arbeit der "rief gleich der Summe aus den Arbeiten der 





Geitenträfte, folglich i im Zuftande des Gleichgewichts diefelbe Null. Sind 
die in die KRraftrichtungen fallenden Projectionen A, Ln, As L, u. ſ. w. des 
gemeinfchaftlichen Weges Aı Bi — AzB; u. |. w. — si, 5 u. ſ. w., fo ifl 
alfo die mehanifche Arbeit der Mittelfraft: 
Ps = Pa + Ps + 2 
Diefes Geſetz folgt aus einer der Formeln des $. 91. Nach diefer ift 
der mit einer Are XX parallel laufende Component Q der Mittelkraft gleich 


der Summe: 

—A— 
der gleichlaufenden Komponenten der Seitenkräfte P,, P, u. |. w.; num folgt 
aber aus der Aehnlichfeit der Dreiede A, BL, und A, Pr Qı die Proportion: 


und hieraus: 
Pısı — — Ps 
Qı = ap’ ebenjo Q: Z u. ſ. w, ſowie auch Q = AB’ 


"man fann daher ftatt 
Vo=A4A+rR+t 

Ps = Pısı + P,$S; +... 
jegen. 


$. 99. 100.] : Allgemeine Lehren der Statik fefter Körper. 177 


. Gleichgewicht bei einer Drehbewegung. Wird das in einer 
Ebene wirkende Kräftefyftem P,, Pr u.f.w., Fig. 125, um einen Punkt O fehr 
wenig gedreht, jo gilt daS in den Paragraphen 83 und 98 ausgeſprochene 
Geſetz des Princips der virtuellen 
Geſchwindigkeiten ebenfalls, wie 
ſich auf folgende Weife beweijen 
läßt. Nach $. 89 -ift das Kraft« 
moment P. OÖ L— Pa der Mittel⸗ 
kraft gleich der Summe von ben Mo⸗ 
menten der Seitenfräfte, aljo: 

Pa = Pay — P,a; 4... 

Der einer Drehung um den 
Heinen Winfell AR OB, = P® 
Be 
1809 
ſprechende Weg A, Bı iſt auf dem Halbmeſſer OA, winkelrecht, daher das 
Dreied A, Bi Gi, welches entfteht, wenn man ein Loth B, CO, gegen die Kraft- 
rihtung fällt, dem durch den Hebelam OL, = aı — Dreiecke 
OA,L, ähnlich und dieſemnach: 

OL, — A, Cı C | 
| 0A AB 

Setzt man die virtuelle Geſchwindigkeit A, Cı — 6, und den Bogen 

A,B = OA:. ß, jo erhält man: 
| Penn, A _ 9 sn = Zufm. 


0Aı.B BB ß 
Wenn man nun diefe Werthe für a), a, u. ſ. w. in der obigen Gleichung 
einſetzt, fo erhält man: 
Po _ Po 
7 — 14 —.. u. ſ. w., 
oder, da 6 ein ——— — iſt, 
PoO — Pro - Pa oG,. **., 
genau wie in 8. 83. 
Es iſt alſo auch für kleine Drehungen die mechaniſche Arbeit 
(PO) der Mittelkraft gleich der Summe aus den mechaniſchen 
Arbeiten der Seitenfräfte. 


Fig. 125. 





oder Bogen 6 — “7 ent 





P, = 





Das Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten gilt jogar bei beliebig großen 
Drehungen, wenn man ftatt der virtuellen Gefchwindigfeiten der Angriffs- 
punfte die Projectionen Li Di, Z,D, u. |. w., Sig. 126 (a. f. ©.), der in 


Weisbahb’s Lebrbub d. Mechanik. 1. 12 


8. 100 
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den Yothpunften Z,, Z, u. |. w. anfangenden Wege einführt ; denn multipli- 
cirt man die befannte Gleichung der ftatifchen Momente 


Fig. 126. 





Pa=P,a+PRmw-+--- 
durch sin. ß, und fest in der neuen Gleichung: 

Pasin.ß = Pıasin.ß + Pıasin.ß + ---, 
ftatt a, sin. ß, a, sin.ß... die Wege 

O Bi Sin. Ii O Bi — Di Bi — Ti Ci — si, 

OBa sSin. L0B =DB — I Cꝛ — 3 u. |. w., 
fo folgt die Gleichung: Ps = Pısı + Ps +» 

Ebenfo behält diejes Princip bei endlichen Drehungen feine Nichtigkeit, 
wenn fich die Kraftrichtungen mit dem Syſteme gleichzeitig umdrehen, oder 
wenn fid) der Angriffs- oder Lothpunkt Z unaufhörlich und fo verändert, 
daß die Hebelarme OZ, = OB, ı. |. w. unveränderlid) bleiben; denn aus“ 

Pa — Pıa, + PsQs, 
folgt durch Multiplication mit 6: 

Pfß=Paß+tPRwß + ‚di 

Ps=Ps +PRs-+ 
wenn si, 5; u. ſ. w. die bogenfürmigen Wege Zi Bu, La Be u. ſ. w. der 
Loth= oder Angriffspunfte Z,, Z, u. ſ. w. bezeichnen. 


$. 101  Zurpückführung einer kleinen Verrückung auf eine Drehung. 
Jede in einer Ebene vor ſich gehende Heine Bewegung oder Verrückung 
eines Körpers läßt ſich als_eine Feine Drehung um einen beweglichen Mit- 
telpunft anjehen, wie in Folgendem bewiefen werden fol. Seien zwei Punkte 
A und B, Fig. 127, diefes Körpers (diefer Fläche oder Linie) bei einer 
fleinen Bewegung nad) A, und B, fortgerüct, fei aljo aud) A, B, = AB. 
Errichten wir in diefen Punkten Berpendifel auf die durchlaufenen kleinen Wege 
A A, und BBi, jo Schneiden fich diefelben in einem Punkte C, aus dem man fich 
diefe als Kreisbogen anzufehenden Wege AA, und BB, befchrieben denken 
kann. Nun find aber wegen der Gleichheiten AB —= A, Bi, AC = AıC 
ud BC —= B,C die Dreiede ABC und A, B, C einander congruent; es 
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ift daher auch der Winkel B, CA, gleich dem Winkel BCA und der Drehungs- 
winfel A CA, glei) dem ‘Drehungswinfel BCB,. Macht man AD, —AD, 
jo befommt man wegen der Gleichheit der Winfel D, A,C, und DAC und 

Fig. 197. wegen der Gleichheit der Seiten CA, 
und CA, in CA,D, und CAD wieder 
zwei congrutente Dreiede, in welchen 
CD, =CD m /A4ACD, 
=/ .ACD if. Es iſt folglich auch 
LACA—=/_ DOD,,undes geht 
daher bei der kleinen Berritdung der 
Linie AB, auch jeder beliebige Punkt 
Din ihr in einem feinen Kreisbogen 
DD, fort. Iſt endlich E ein außer- 
halb der Linie AB Tiegender und mit 
ihr feit verbundener Punkt, fo ift noch 
der Meine Weg EEE, deſſelben als ein Kreisbogen aus C anzufehen; 
denn macht man den Winkel I) AıBı = EAB und die Entfernung A,E, 
— AE, fo erhält man wieder zwei congruente Dreiede E)A,C und EAC 
mit den gleichen Seiten CE, und CE und den gleichen Winkeln AL CE, 
und A CE, und dafjelbe läßt fich auch fitr jeden anderen mit AB feft ver: 
bundenen Punkt beweifen. Dean kann folglich jede kleine Bewegung einer 
mit AB feſt verbundenen Fläche oder eines feſten Körpers als eine Heine 
Drehung um ein Centrum anfehen, das ſich ergiebt, wenn man den Durch— 
ſchnittspunkt C beftimmt, in welchem fich die Berpenbifel zu den Wegen A Aı 
und BB, zweier Punkte des Körpers fchneiden. 





Allgemeinheit des Principes der virtuellen Geschwindig- 
keiten. Nach einem vorhergehenden Paragraphen (99) ift für eine Feine 
Drehung des Kräfteſyſtems die mechanische Arbeit der Meittelfraft gleich der alge- 
braiſchen Summe aus den Arbeiten ihrer Componenten, nad) den letten Pa⸗ 
ragraphen (101) läßt ſich aber jede Heine Verrückung eines Körpers als eine 
Heine Drehung anfehen; es gilt daher das oben ausgeſprochene Geſetz von 
dem Principe der virtuellen Gefchwindigfeiten aud) fiir jede beliebig kleine 
Bewegung eines feften Körpers oder Kräfteſyſtems. 

Iſt alfo in einem Kräftefyfteme Gleichgewicht vorhanden, d. h. die Mittelfraft 
jelbft gleich Null, fo muß auch nad) einer Fleinen, übrigens beliebigen 
Bewegung die Summe der mechanifchen Arbeiten gleich Null fein. 
Wenn umgefehrt, für eine Heine Bewegung des Körpers die Summe der medjani- 
hen Arbeiten gleich Null ift, fo ift deshalb noch nicht Gleichgewicht noth- 
wendig, e8 muß vielmehr bei allen möglichen Fleinen Verrüdungen dieſe 
Summe gleih Null ausfallen, wern Gleichgewicht vorhanden fein ſoll. Da 

12 * 
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die das Geſetz der virtuellen Gefchwindigfeiten ausdrückende Formel nur eine 
Bedingung des Gleichgewichts erfüllt, fo fordert das Gleichgewicht, daß dieſem 
Gefege wenigſtens bei ebenfoviel von einander unabhängigen Bewegungen ent- 
iprochen wird, als folcher Bedingungen gemacht werden fünnen, z. B. für ein 
Kräftefyftem in der Ebene bei drei von einander unabhängigen Bewegungen. 


Zweites Capitel. 
Die Lehre vom Schwerpunkte. 


Schwerpunkt. Die Gewichte von den Theilen eines ſchweren Körpers 
bilden ein Syftem von PBarallelfräften, deſſen Mittelfraft das Gewicht des 
ganzen Körpers ift und deſſen Mittelpunkt nad den drei Formeln des Pa⸗ 
ragraphen 96 beftimmt werden kann. Man nennt diefen Mittelpunft der 
Schwerkräfte eines Körpers oder einer Körperverbindung den Schwerpunft 
(franz. centre de gravite; engl. centre of gravity), aud) wohl Mittel- 
punkt der Maſſe des Körpers oder der Verbindung von Körpern. 
Dreht man einen Körper um feinen Scywerpunft, jo hört diefer Punkt nicht 
auf, Mittelpunkt der Schwere zu fein, denn läßt man die drei Grumdebenen, 
auf die man die Angriffspuntte der einzelnen Gewichte bezieht, mit dem 
Körper zugleich ſich umdrehen, jo ändert fich bei diefer Drehung nur die 
Lage der Kraftrichtungen gegen diefe Ebenen, die Abftände der Angriffspunfte 
von diefen Ebenen hingegen bleiben unverändert. Der Schwerpunkt iſt hier- 
nach derjenige Punft eines Körpers, in welchem das Gewicht deſſelben als 
vertical niederziehende Kraft wirft, der alſo unterſtützt oder feftgehalten werden 
muß, um den Körper in jeder Lage in Ruhe zu erhalten. 


Schwerlinie und Schwerebene. Iede den Schwerpunkt enthal- 
tende gerade Tinte heißt Schwerlinie, und jede durch den Schwerpunft ge- 
hende Ebene Schwerebene. Der Schwerpunft beftimmt fi) durd) den 
Durchſchnitt zweier Schwerlinien, oder durch den Durchichnitt einer Schwer: 
linie mit einer Schwerebene, oder durd) das Sichkreuzen dreier Schwerebenen. 

Da fich der Angriffspunft einer Kraft in der Kraftrichtung beliebig ver- 
legen läßt, ohne die Wirkung der Kraft zur verändern, fo ift ein Körper in 
einer Tage im Öleichgewichte, wenn irgend ein Punkt in der durch den Schwer- 
punft gehenden Verticallinie feitgehalten wird. 


in 
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Hängt man einen Körper M, Fig. 128, au einem Faden UA auf, fo 
erhält man hiernady in der Verlängerung AB dieſes Fadens eine Schwer- 
Iinie, und hängt man ihn nod) 
auf eine zweite Weife auf, fo 
C F ſtößt man auf eine zweite Schwer⸗ 
| linie DE. Der Duchfchnitts- 
punft S beider Yinien ıft nun der 
Schwerpunkt des ganzen Körpers. 

Hängt ınan den Körper an 
einer Are auf, oder bringt man 
ihn über einer fcharfen Kante 
(Schneide eines Meſſers) ins 
Gleichgewicht, fo erhält man in 
der Berticalebene durch die Are 
oder ſcharfe Kante eine Schwer: 
ebene u. ſ. w. 


Fig. 128. 





ln 
ull=l 
IN) 
B It | 
Hl, | 


IN 
| 





Empirische Beſtimmungen des Schwerpumftes, wie fie eben angedeutet 
wurden, find felten anwendbar; meiftens hat ınan aber von den im Folgenden 
gegebenen geometrifchen Regeln Gebraud) zu machen, um den Schwerpunft 
mit Sicherheit zu beſtimmen. 


Bei manchen Körpern, z. B. bei Kingen, fällt der Schwerpunft außer: 
halb der Mafle des Körpers. Zoll ein folder Körper in feinem Schwer: 
punfte feftgehalten werden, fo iſt e& nöthig, diefen durch einen zweiten 
Körper fo mit dem erften zu verbinden, daß die Schwerpunkte beider Kör— 
per zufammenfallen. 


Schwerpunktsbestimmung. Sind x, X, x; u. f. w. die Abftände $. 105 
der Theile eines ſchweren Körpers von der einen Grundebene, Yyı, Ya, Y3 -- 
diefelben von dev anderen, und 21, 22, 23 . . . die von der dritten, find end» 

lid) die Gewichte diefer Theile P,, P; Ps u. f. w., fo hat man nad) 8. 96 
die Abftände des Schwerpunktes diefes Körpers von diefen drei Ebenen: 


— Pa + Po + Po +:-- 


— Py+Py+ P,y +‘ 
BPEBTBt 


PLa+P2+ PR + Ri 
P+FBR+PBH:: 
Bezeichnet man die Volumina der Körperteile durch Vi, Vꝛ. Vs; u. ſ. w., 
und ihre Dichtigkeiten durch ym, Y2, Ya u. |. w., jo läßt ſich auch ſetzen: 


— 
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vyyatrhypn +: -- 
= — 7 — u ſ. w. 
nfı HIhıypt 
Iſt endlich der Körper homogen, haben alfo alle Theile deſſelben einerlei 
Dichtigkeit Y, fo ergiebt ſich: 
„— Matho +) 
MHNHt)y 


oder, indem man den gemeinfchaftlichen Factor y oben und unten hebt: 


N) a + rm + 
Zu Fee 
NE 1N 1 Bas L Be 
Zn Fee 
NP,24 +2 + Au 

Zu Are 

Man kann aljo ftatt der Gewichte die Volumina der einzelnen Theile 
eined Körpers einfegen, und bringt dadurch die Beftinnmung des Schwer- 
punftes in da8 Gebiet der reinen Geometrie. 

Wenn Körper nad) einer oder nad) zwei Raumdimenfionen wenig aus- 
gedehnt find, wie 3. B. dünne Bleche, feine Drähte u. |. w., jo kann man 
fie als Flächen oder Linien anfehen und nun mit Hülfe der letzteren drei 
Formeln ihre Schwerpunkte ebenfall8 beftimmen, wenn man ftatt der Vo— 
lumina Y1, 9, u. f. w., Flächeninhalte Fi, Fr u. ſ. w. oder Längen 1, I 
u. ſ. w. einführt. 


3). — 


Dei regelmäßigen Räumen füllt der Schwerpunkt mit den Mittel- 
punkte zufammen, 3. B. bei dem Würfel, der Kugel, dem gleicjjeitigen ‘Drei- 
ede, Kreife u. |. w. Symmetrifhe Räume haben ihren Schwerpuntt 
in der Ebene oder Are der Symmetrie. Die Ebene der Symmetrie 
ABCD theilt einen Körper ADFH, "ig. 129, in zwei nur durch rechts 

Fig. 129. und line verſchiedene Hälften, ed finden 
daher auf beiden Seiten diefer Ebene ° 
D gleihe Berhältniffe ftatt; es find alfo 
\ aud) die Momente auf der einen Seite 
Ar fo groß, wie auf der anderen, und es 
8 fällt folglich der Schwerpunkt in dieſe 

J Ebene ſebſt. 

D Weil ebenfo die Are EF der Sym- 
| metrie eine ebene Fläche ABFCD, 
| PR 2 dig. 130, in zwei Theile zerfchneidet, 
Zu wovon der eine Spiegelbild des anderen 

ift, jo find aud) hier die Verhältniſſe 
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auf der einen Seite diefelben wie auf der anderen; es jind folglich auch die 
Momente auf beiden Seiten gleich, und es liegt der Schwerpunft des Gan⸗ 
zen in diefer Linie felbft. 

Endlich ift aud) die Symmetrieare KL eined Körpers ABGH, 
Fig. 131, Schwerlinie defjelben, weil fie aus dem Durchſchnitt von zwei 


Fig. 130. Fig. 131. 





Symmetrieebenen ABCD und EFGH hervorgeht. Aus diefem Grunde 
fällt der Schwerpunft eines Cylinders, eines Kegeld und eines durch Um— 
drehung einer Fläche, oder durch Abdrehung auf der Drehbank entjtandenen 
Rotationsförpers überhaupt, in die Are diefer Körper. 


Schwerpunkte von Linien. Der Schwerpunft einer geraden 
Tinte liegt in der Mitte derfelben. 


Der Schwerpunft eines Kreisbogens AMB=—b, Fig. 132, befin- 
det fi) in dem Halbmeffer CM, welcher in der Mitte M des Bogend aus- 
läuft, denn diefer Halbmeffer ift Are der Symmetrie dieſes Bogens. Um 
aber die Entfernung CS — y de8 Schwerpunftes S vom Mittelpunfte zu 
finden, theile man den Bogen in fehr viele Theile und beftimme die ftatifchen 
Momente derfelben in Be: 
ziehung auf eine durd) den 
Mittelpunkt C und mit der 
Sehne AB = s parallel 
gehende Are XX. ft 
PQ ein Theil de8 Bogens 
und PN deſſen Abftund 
von XX, fo ift das fta- 
tifche Moment diejes Bo⸗ 
gentheiles = PQ. PN. 
Zieht man nun den Halbmeſſer PC = MC=r, und die Projection 
OR von PQ parallel zu AB, fo erhält man zwei ähnliche Dreiede PO R 
und CPN, für welde gilt: 


Fig. 132. 
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PQ:QR=CP:PN, 
und woraus ſich das ftatifhe Moment eines Bogenekimentet 
PQ.PN=0QR.CP=QR. 
beitimmt. 

Nun ift aber für die ftatifhen Momente aller Übrigen Elemente der 
Halbmefler 7 ein gemeinfchaftlicher Factor und die Summe aller Projectionen 
QOR der Bogenelemente gleich der der Projection des ganzen Bogens ent- 
iprechenden Sehne; e8 folgt daher aud) da8 Moment des ganzen Bogens 
— Sehne mal Halbmeffer r. Setzt man dieſes Moment gleid) Bogen 
b mal Abftand y, alfo by — sr, fo erhält man: 

Y 
rn 5 ’ 


Es verhält fi alfo der Abftand des Schwerpunftes vom Mit- 
telpunfte zum Halbmeffer, wie die Sehne zum Bogen. 
Iſt der Centriwinkel ACB des Bogens b, — 30, alfo der dem Halb- 


und y = — 


7, fo hat man b= Pr um 


0 
mefjer 1 entfprechende Bogen 46 — - 


s—=2rsin. B ‚ weshalb auch folgt: 


2 
2 s8in. —2 
u ß 
Für den Halbfreis ift E — 7 und sin. e — 1, daher 


2 | FL 
y-.r= 0,6366 ... r, ungefähr — 1% 


Um den Schwerpunft eines Bolygons oder einer Linienverbindung 

Fig. 138. ABCD, Fig. 133, zu finden, fuche man 
die Abftände der Mittelpunfte H, K, M 
der Linien AB=1,BC=h,CD=!1; 
u. f. w. von zwei Aren OX und OY, 
nämlid ZH, —=yı, HR—=%, KK, 
—yy, KK, = x u.f.w.; die Abftände 
des gefuchten Schwerpunftes von eben 
diefen Aren find dann: 





Katb * 
er ne 
0889 —Y -inFant 


—F— 


— m gen gg 
“ 
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3. B. der Abftand des Echwerpunftes S eines im Triangel gebogenen 
Drahte® ABC, ig. 134, von der Grundlinie AB ift: 
sah+!,bh a+b 

atbt+c atbte 2 
wenn die den Winfeln A, B, C gegenüberftehenden Seiten durch u, b, c 

Fig. 134. und die Höhe 0 G durd) Ah bezeich- 
net werden. 

Berbindet man die Mittelpunfte 
H, X, M der Dreiedsfeiten unter 
einander, und conftruirt man in das 
fo erhaltene Dreied einen Kreis, fo 
fällt deſſen Mittelpunkt mit dem 
Schwerpunkte S zufammen, denn der 
Abſtand diefes Punftes von der einen 
B Seite HK ift: 


5 a+b h_ ch 
SD=ND-NS=, a+b+c 2 2(a+b+e) 
_ &AABE 


= Ibre alfo conftant und daher — den Abftändenr SE und 


SF von den anderen Seiten. 


NS=y= 





Schwerpunkte ebener Figuren. Der Schwerpunft eines 
Barallelogrammes ABCD, Fig. 135, liegt im Durchſchnittspunkte S 
feier Diagonalen, denn alle Streifen, 
wie KL, welche durch Legung von zu 
einer Diagonale BD parallelen Linien 
jichh ergeben, werden durch die andere 
Diagonale A C halbirt, es ift alfo jede 
von den Diagonalen eine Schwerlinie. 


Fig. 135. 





(a. f. S.), ift jede Linie CD von einer Spige 
nad) der Mitte D der Gegenfeite AB 
eine Schwerlinie, denn es halbirt diefelbe alle Elentente KL des Dreiedes, 
welche fich) ergeben, wenn man dafjelbe durd) Barallellinien zu AB zerfchnei- 
det. Zieht man von einem zweiten Ede A nad) der Mitte Eder Gegen- 
fette BC eine zweite Schwerlinie, fo giebt der Durchſchnitt S beider Schwer- 
linien den Schwerpunft des ganzen Dreieckes. 

Weil BD= BA BE—=",BÜ, fo ift DE parallel zu 
AC undgleih 1/, AC, aud) ADES ähnlid) dem Dreiede CAS und end- 
ih CS=2SD. Addirt man hierzu noch SD, fo folgt CS + SD, 


Ber einem Dreiede AB 0, %ig.136 
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d. i. CD=3DS, und demnach umgefehtt, DS — 1), SD. Es fteht ° 
alfo der Schwerpunft S um ein Drittel der Linie CD von dem Mittel- 
punfte D der Grundlinie und um zwei Drittel derjelben von der Spike C 
ab. Zieht man CH und SN winfelreht zur Bafis, fo hat man auch SN 


Fig. 136. dig. 137. 





SS END $& | 
Aı C,SıD, Bı 
—= 1; CH; «8 fteht alfo der Schwerpunft S auch um ein Drittel der Höhe 
von der Bafis des Dreiedes ab. 

Der Abftand des Schwerpunftes eines Dreiede® ABC, Fig. 137, von 
eine Are XX it SS, —= DD, +); (CC, — DD,), aber DD, 


— 1,(4AAı + BB;), folglich ift: 
y=Sss —1, 0 + Y.YılAAı + BB) Er tee, 


d. i. das arithmetifche Mittel aus den Abftänden der drei Eckpunkte von X X. 


Da der Abftand des Schwerpunftes von drei gleichen, in den Edpunften 
eines Dreiedes angebrachten Gewichten auf diefelbe Weife beſtimmt wird, fo 
fällt der Schwerpunft eines ebenen Dreieckes mit dem Schwerpunkte von 
diefen drei gleichen Gewichten zufammen. 


Die Beftimmung des Echwerpunftes S eines Trapezes ABCD, 
Fig. 138, läßt ſich auf folgende Weife bewerfftelligen. Die gerade Linie 
MN, welche die Mittelpunfte der beiden Grundlinien AB und CD mit 
einander verbindet, ift Schwerlinie de Trapezes, denn viele gerade Linien, 
parallel zu den Grundlinien gezogen, zerlegen da8 Trapez in ſchmale Strei- 
fen, deren Mittel- oder Schwerpunfte in MN fallen. Um nun den Schwer- 
punkt S vollftändig zu beftinnmen, hat man nur noch deſſen Abftand SH 
von der einen Baſis AB zu finden. 


Es bezeichne db, die eine und db, die andere der parallelen Seiten AB 
und CD des Trapezed, fowie A die Höhe oder den Normalabftand diefer 
Geiten. Zieht man nun DE parallel zur Seite BC, fo erhält man ein 
PBarallelogramm BCDE mit dem Inhalte b, hund dem Schwerpunfte Si, 
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deſſen Abſtand von AB, = * und ein Dreieck A DE mit dem Inhalte 


92 ’ 
Amt und den Schwerpunkte S,, deilen Abftand von AB — a. ift. 





Daß ftatifche Momen des Trapezes hinſichtlich A B ift deehut 
Fy=bh- +, Azwi mn, 2 3-0 +2) 2, 


aber der Inhalt des Trapezes ift F—= (bı +b;) Li es folgt daher der Normal⸗ 


abftand des Schwerpunftes S von der Baſis: 
HS— _ Ab +2b)h? _ bi +2b h 
u 1/a(bı + bs)h b+b 3 


Der Abftand diefes Punktes von der Mittellinie XL — ar des 
Trapezes ift: 


— _ (36 +) — 26 +25)\ h 
=, 2 ——— d 
—— 
——— 


Um den Schwerpunkt conſtruirend zu finden, verlängere man die beiden 
Grundlinien, mache die Verlängerung CG — b, und die Verlängerung 
AF == by, und verbinde die dadurd) erhaltenen Endpunkte F und G durch 
eine Gerade; der Durchſchnittspunkt S mit der Mittellinie MN ift der ge- 

b +2 h 0 








fuchte Schwerpunft, denn aus HS — — 7 folgt auch: 
bı +2, MN 246 MN 
MS= rar voll u und NS—= DL, — alſo: 


MS_b+2b, !hb 4b) MAHAF MF 
NS 2b +b, b+Wb CG+NC N@ 
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wie aus der Wehnlichfeit der Treiede MSF und? NSG wirklich her- 
vorgeht. 

Der Abftand des Schwerpunftes vom Eckpunkt A ift, wenn a die Projection 
AO der Seite AD auf AB bezeichnet, durch die Formel 


b? 3 2 
AN=ı= tb, Hd; +albı +26) beſtimmt. 


3(d, +b,) 


Um den Schwerpunft irgend eines anderen Bierede® ABCD, 
Fig. 139, zu ermitteln, kann man dafjelbe 
dur) eine Diagonale 40 in zwei 
Treiede zerlegen, nad) dein Vorher⸗ 
gehenden die Schwerpunfte S, und Sy der= 
jelben angeben und dadurd) eine Schwer- 
linie 8182 beftummen. Zerlegt man 
nun noch das Viereck durch die Diago- 
nale BD in zwei andere Dreiede, und 
beftimmt deren Schwerpunfte, jo ftößt 
man auf eine zweite Schwerlinie, deren 
Durchſchnitt mit der erfteren den Schwer- 


Fig. 139. 





punft des ganzen Viereckes giebt. 

Einfacher geht man aber zu Werke, wen man die Diagonale AC in 
M halbirt, das größere Stüd BE der zweiten Diagonale über das Kleinere 
trägt, fo dag DF— BE wird; denn zieht man nun FM und theilt 
diefe Linie im drei gleiche Theile, fo Fiegt im erſten Theilpunfte S von M 
aus, der Schwerpunkt S, wie fi) auf folgende Weife beweilen läßt. Es 
ft MS) =", MD ud MS, ="; MB, folglid Sı 8 parallel zu 
BD, aber SS; ml AACD—=SS mal AACBH, oder SS, . DE 
— SS, .BE, daher SS: SS = BE: DE. Nun iſt noch BE 
— DF und DE— BF, folglich ud) SSu: S8S3 —= DF: BF. 
Die Gerade MF fchneidet demnach die Schwerlinie $, 8; in dem Schwer— 
punkte S des ganzen Bieredes. 


Kommt e8 darauf an,den SchwerpunftS eines Polygons ABCDE, 
Fig. 140, zu finden, fo zerlege man dieſes Polygon in Dreiede und be— 
ftimme die ftatifchen Momente derſelben in Hinficht auf zwei rechtwinkelige 


Aren XX und YY. 

Sind die Coordinaten OA = m 0A—=y, OB =, OBı=Y 
u. ſ. w. der Eckpunkte gegeben, jo laſſen fic) die ftatifchen Momente der 
einzelnen Dreide ABO, BUCO, CDOu. ſ. w. einfach auf folgende Weiſe 
ermitteln. Der Inhalt des Dreieckes ABO ift, nach der unten jtehenden 
Anmerkung, = Di = Yu a — y,), der Inhalt des folgenden Drei— 
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eds BOCO =D, =! (&y — 2% 3%) u. ſ. w., die Abftände des Schwer: 
punftes des Dreiede® ABO von YY, nad) $. 109: 


a t+m+0 _8ı in 
— ' 


Ur = 3 


vn XX=vu— 9 — —— , die des Schwerpunktes des Dreieckes B00: 


ats und ©, urn 


uU = u. ſ. w. 


Multiplicirt man dieſe Abſtände mit den Inhalten der Dreiecke, ſo erhält 
man die Momente der letzteren, und ſetzt man die ſo erhaltenen Werthe in 
die Formeln: 

— Dwu+Dw+ und «© _ -Dıvı +Dvw+- 
DTD. D+D+ 
jo erhält man die Abftände «— 08, und » — 08, des gefuchten Schwer- 
punftes S von den Aren YY und X X. 

Wenn man ein nfeitiges Polygon auf zweierlei Weife durd) eine Diago- 
nale in ein Dreied und ein (n — 1)feitiges Bolygon zerlegt, und jedes Mal 
den Schwerpunft des erfteren mit dem des leßteren verbindet, jo erhält man 
auf diefe Weife zwei Schwerlinien des Polygons, welche ſich in dem Schwer⸗ 
punft defjelben fchneiden. Durch wiederholte Anwendung diefer Beltimmung 
fann man den Schmwerpunft eines jeden Polygons auf dem Wege der Con- 

ſtruction finden. 


Beifpiel. Ein Fünfef ABCDE, Fig. 140, iſt durd vie folgenden Coor⸗ 


Fig. 140. 





dinaten feiner Eckpunkte A, B, C u. ſ. w. gegeben, und man fucht die Coordin a— 
ten feines Schwerpunftes: 
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— 1 — — — — —— — — — — —7 











Gegebene Die dreifachen Die ſechsfachen flati- 
Eoorbinat Eoorbinaten der ſchen Momente 
sorbinaten. | Die zweifadhen Inhalte | Schwerpunfte. " 


der Dreiede. 


|» 5 Un 


24.21 —7.11 = 497 

7 2117.15+4+21.16 = 441 
—16 | 15 | 16.9+12.15 — 324 
— 12 |— 9 | 12.12 +18.9 — 306 
18.11+24.12 — 486 





50 6D,. u, 


6D, v. 



























Summe 1984 


| Der Abftand des Schwerpunftes von der Are YY ift nun: 


1 22444 


SS=Uu=— 985 = I 

und von ber Are X X: ‘ 
1 24572 . 

SS, — = > . 1984 — 4,128. 


Anmerfung Sin CA=z,, CB, =2, CAy=y, und CB, =Ya bie 
Coordinaten von zwei Eckpunkten eines Dreiedes ABC, Fig. 141, deren britter 


. Eckpunkt C mit dem Anfangspunfte des Coordinatenſyſtemes zufammenfällt, fo hat 


g. 113 


man den Inhalt deſſelben: 
Fig. 141 D = Trap ABB, A, + Dreied 
1 CBB, — Dreied CO AA, 


T T 
—(f + ys) (2, —&)+ am _ * 


Ag __LıYa — Uayı , 
B. 

Es ift alfo der Inhalt dieſes Drei- 
edles die Differenz von zwei anderen 
Dreieden CB, A, und CA,B,, und 
es ift die eine Coordinate eines Punktes 

x B} Grundlinie des einem und die andere 

Goordinate Höhe des anderen Dreiedes, 

ebenfo die eine Coordinate des anderen Punktes Höhe des einen und die andere 
Coordinate Grundlinie des anderen Dreiedes. 





Der Schwerpunkt eines Kreisausfchnittes ACB, Fig. 142, 
fällt mit dem Schwerpunkte S eines Kreisbogend A, Bı zufammen, der 
mit dem Ausjchnitte einerlei Centriwinkel Hat und deſſen Halbmefier 
CA, zwei Drittel von dem Halbmeſſer CA des Ausfchnittes ift, denn es 
läßt Sic) der Ausfchnitt durch unendlich viele Halbmeſſer in lauter fchmale 
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Dreiede zerlegen, deren Schwerpunkte um zwei Drittel des Halbmeſſers von 
dem Centro C abftehen und deshalb in ih- 





— rer ſtetigen Folge den Bogen A, Mı Bi 
M_ bilden. Es liegt alfo der Schwerpunft S 
ar Till 7] sp de8 Ausſchnittes in dem diefes Flächenftüd 
INN pm U // halbirenden Halbmeffer CM und in ber 
An; —* — ’B, Entfernung 
NN /77 x Sehne 2 — 
iz Bogen ' 3 5 
Y 4 sin. !/; ß 
( = 


infofern r den Halbmeffer CA des Sectors 
und 4 den den Centriwinfel A CB deffelben meffenden Bogen bezeichnet. 
Für die Halbe Kreisflähe ift 6 — m, sin. nß = sin. W—1, 
daher: 
YE —r — 0,4244 r oder ungefähr nr r. 
Für einen Quadranten folgt: 


4VVT. V 
— 37 





y-5 Et 7 = 0,6008 r 
und für einen Sertanten: } 
4 Ih 2 — 
y= = — tn 0,6366 r. 


Der Schwerpunkt eines Kreisabfhnittes ABM, dig. 143, 8. 114 
Fig. 143. ergiebt fi, wenn man das Moment deg 
Abfchnittes ABM gleich fegt der Diffe- 
venz der Momente des Ausfchnittes 
ACBM un de Dreieckes ACB. 
Str der Halbmeffer CA, s die Sehne 
. AB und A der Flächeninhalt des Seg⸗ 
mentes ABM, fo hat man dag Mo- 
ment des Ausfchnittes: 


r . Bogen Sehne 2 





ferner das Moment des Dreiedes : 


— 8 s2 2 V s? sr? s? 
— N — — 2 — — — 2 — — — — — — 
— Dreieck mal OS — 5 V- — r N 5 15: 


und demnach das Moment des Abfchnittes A: 
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AS —1 sr? 83 s3 
.CS—= = — (8). 
A Ay=zer gr 12 


Es ift folglich der gefuchte Abftand: y — 37 


Für den Halbkreis iſts — 2r ud A — Sarı, daher: 


wie oben gefunden wurde. 
Auf gleihe Weife beftimmt ſich auh der Schwerpunkt S eines 
Ag. 144. Ringftüdes ABDE, fig. 144, denn 
dieſes ift die Differenz zweier Sectoren 
ACB und DCE. Sind die Halbmeſ⸗ 
er CA — ri und CE=r, und die 
Cehnen AB = s, und DE = 8, ſo 
erhält man die ſtatiſchen Momente der 
sur, und * * 
3 3 
ſtatiſche Moment des Ringſtückes: 


Sectoren ,‚ daher das 





mtr, oder, da = 2 if, 
_ non, 
F- 3 ri 
2 2 __2? 
Der Inhalt des Kingftüdes it r — Ffı — Erg 7), 


wofern B den dem Gentriwinfel ACB entjprechenden Bogen bezeichnet; es 
folgt demnach der Schwerpunkt S des Ringftüdes durch den Abftand 
06s=-y—-M_ ET, — 26 Sehne 

r — 7Bogen 





u —— —— — — — — — 


Beiſpiel. Sind die Halbmeſſer der Stirnfläche eines Gewölbes r, = 5 Fuß 
und 73 — 3), Buß, und ift der Gentriwinfel viefer Fläche 8% —= 130, fo folgt 
der Abitand des Schwerpunftes dieſer Fläche vom Mittelpunfte: 

__ 4 sin. 650 58 — 8,58 4. 0,9063 125 - 42,870 3,6252 . 82,125 
-g arc. 1309 " 52 — 352 3.2.2669 ° 25— 1225 ° 6,8067 . 12,75 
— 3,430 Fuß. 


$. (115) Schwerpunktsbestimmung durch den höheren Calcul. Die 
Beſtimmung des Echwerpunftes ebener Flächen läßt fi mit Hilfe des 
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höheren Calculs wie folgt bewirken. Es ji ANP, ig. 145, die ge 
gebene Flähe, AN — x ihre Abfciffe und NP y ihre Orbinate. Der 
Inhalt eines Elemente® N MP berfelben ift 
oF — yor (vergl. analyt. Hitlfslehren, Art. 29), 
Fig. 145, folglich da8 Moment deffelben in Hinficht auf 
die Ordinatenare OY: 
OM.oF—= AN.OF— xyOdr, 
jegt man daher den Abftand LS — AK des 
Schwerpunftes S der ganzen Fläche F' von der 
Are AY, — u, fo hat man: 
Fu — /[ayÖr. 
und folglich): 
[ zy0% JS — 
F fi yoxr 
Da der Müttel- oder Schwerpunkt M des Elemente® N MP von der 
Adfciffenare AX um NM = !/,y abfteht, fo ift das Moment von OF 
in Hinficht auf diefe Are AX: 
NM.OF— \,yöF — !hy?ör; 
jet man daher den Abſtand KS = AL des Schwerpunftes S der ganzen 
Fläche F von der Are AX, —= ve, fo ift 
Fr — [!y%dx, und daher 
)e—= wlyrdn _ — fr. 
F [ yox 
3.2. für die Parabel, deren Gleihung y? = px oder y = V» ne 
ift, hat man: 








 SVo.#r0a  Voferon [z*0x 





7 — 
BET 
alſo: 
LS = AK = °/, AN, und dagegen 
— [xx — 1/,a2 
u, FU 1, VE u, Yp 
ET PT 
= 3a Vpx — 98 Y, 
alfo: - 


KS=AL=®,NP. 
Weisbach's Lehrbuch d. Mechanik. L 13 
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8. 116 Schwerpunkte krummer Flächen Der Schwerpunft von ber 

frummen Oberfläche (dem Mantel) eines Cylinders ABCD, 
dig. 146, liegt in der Mitte S der Are 
MN diefes Körpers; denn alle ringförmi- 
gen Elemente des Cylindermanteld, welche 
man erhält, wenn man parallel zur Bafis 
Schnitte durd) den Körper führt, find unter 
fi gleich und haben ihre Schwer: und 
Mittelpunfte in diefer Are; es bilden alfo 
diefe Schwerpunfte eine gleichförmig ſchwere 
Linie. Aus denfelben Gründen liegt auch 
der Schwerpunft von der Umfläche eines 
Prismas im Mittelpunkte der die Schwerpunkte der Umfänge beider Grund- 
flächen verbindenden Geraden. 

Der Schwerpunft S des Mantels von einem geraden Kegel 
ABC, Fig. 147, Tiegt in der Are des Kegels und ift um ein Drittel diefer 
Linie von der Bafis oder um zwei Drittel von der Spige C entfernt; denn 
diefe krumme Fläche läßt fi) durch gerade Linien, welche man Seiten des 
Kegel nennt, in unendlich viele, unendlich ſchmale Dreiecke zerlegen, deren 
Schwerpunkte einen Kreis IK bilden, welcher um zwei “Drittel der Are 
von der Spige C abfteht, und deffen Schwer- oder Mittelpunkt S in die 
Are CM fällt. 


Fig. 147. Sig. 148. 


Fig. 146. 








Der Schwerpunft einer Kugelzone ABDE, fig. 148, und ebenfo 
der Schwerpunft einer Rugelichale (Lalotte) Liegt im Mittelpunfte S ihrer 
Höhe MN; denn es hat, den Lehren der Geometrie zufolge, die Zone mit 
einem ChHlindermantel FGHK gleihen Inhalt, deffen Höhe gleich ift der 
Höhe MN und deilen Halbmefjer gleich ift dem Kugelhalbmefier CO der 
Zone, und es findet diefe Gleichheit auch unter den ringförmigen Elementen 
ftatt, die man erhält, wenn man durch diefe beiden Frummen Flächen unend- 
lich viele Ebenen parallel zu den Grundkreiſen derſelben legt; es fällt dieſem— 
nad) der Schwerpunft S der Zone mit dem des Cylindermanteld zuſammen. 
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Anmerkung Der Schwerpunft von dem Mantel eines fchiefen Kegels oder 
einer fchiefen Pyramide fteht zwar um ein Drittel ver Höhe von der Baſis ab, be: 
findet fich aber nicht in der von der Spike nad) dem Schwerpunfte des Umfanges 


ver Baſis gehenden Geraden, weil Schnitte parallel zur Bafis den Mantel in - 


Ringe zerlegen, die an verfchievenen Stellen ihres Umfanges verfchieven breit find. 


Schwerpunkte von Körpern. Der Schwerpunft eines Pris- 
mas AK, Fig. 149, ift der Mittelpunkt S derjenigen geraden Linie, welche 
Fig. 19. die Schwerpunfte M und N der beiden 
Grundflähen AD und GK verbindet; 
denn das Prisma läßt ſich durch Schnitte 
parallel zur Bafis in lauter congruente 
Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte in 
MN fallen, und in ihrer ftetigen Folge die 
gleichförmig ſchwere gerade Linie MN ſelbſt 
bilden. 
Aus demfelben Grunde befindet ſich auch 
der Schwerpunkt eines Cylinders in der Mitte der Are deſſelben. 
Der Schwerpunft einer Pyramide ADF, Fig. 150, fliegt in der geraben 
Linie MF von der Spige F nad) dem Schwerpunkte M der Bafis; denn 





alle Schnitte, wie NOPOQOR, haben wegen ihrer Aehnlichfeit mit der Baſis 


ABCDE ihre Schwerpunkte in dieſer Linie. 
Fig. 150. Fig. 151. 





Iſt die Pyramide dreifeitig, wie ABCD, Fig. 151, fo läßt ſich jeder der 
vier Eckpunkte als Spige und die gegeniiberliegende Fläche als Bafis an- 


jehen; es beftimmt fid) daher der Schwerpunft S in dem Durcchfchnitte von. 


zwei aus den Eden D und A nad) den Schwerpunften M und N der gegen- 
überliegenden Flächen ABC und BOD gehenden geraden Linien. 
Giebt man noch die geraden Linien EA und ED an, jo hat man (nad) 
13* 


8. 117 
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8.109) EM = !,EAund EN = !,ED; «8 ift daher MN parallel 
zu AD und — 1’, AD, fowie aud) da8 Dreied MNS ähnlich dem ‘Dreiede 
Fig. 152. DAS. Diejer Aehnlichkeit zufolge 
hat man wider MS =1/, DS, 
oder DS—=3 MS, alo MD=MS 
+ SD=4MS, und umaefehrt, 
MS—=1, MD. De Schwer⸗ 
punft der bdreifeitigen Pyramide liegt 
alfo um ein Viertel derjenigen Linie 
von der Bajis ab, welche die Spitze 
D der Pyramide mit dem Schwer- 
punfte MM ihrer Baſis verbindet. 
Giebt man nod) die Höhenlinien 
DH und SG an und zieht man die 
tinie HM, jo erhält man die ähn- 
lichen Dreiede DHM und SGM, 
in fmelchen nach dem Borigen, Sa —= 1, DH if. Man kann alfo be- 
haupten: der Abftand des Schwerpunftes S einer dreifeitigen Pyramide ift 





. von der. Bafis gleich ein Viertel, und der von der Spite gleich drei Viertel 
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der Höhe von der ganzen Pyramide entfernt. 

Da endlic jede Pyramide, und ebenfo jeder Kegel, aus lauter gleich hohen 
dreifeitigen Pyramiden zufammtengefegt ift, fo fteht auch der Schwerpunkt 
aller Pyramiden und Kegel um ein Viertel der Höhe von dev Grundfläche, 
fowie um drei Viertel derfelben von der Spike ab. 

Man findet aljo den Schwerpunft einer Pyramide oder den eines Kegels, 
wenn man in dem Abjtande, ein Viertel der Höhe von der Bafis, eine Ebene 
parallel zu diefer legt und den Schwerpunkt des erhaltenen Querſchnittes 
oder den Durchſchnitt defjelben mit der die Spige und den Schwerpunft der 
Bafis verbindenden Geraden auffucht. 


Kennt man die Abftände 1A, BBı u. ſ. w. ber vier Eckpunkte einer 
dreifeitigen Pyramide ABCD, Fig. 153, von einer Ebene HK, fo 
erhält man den Abftand SS, des Schwerpunftes S von diefer Ebene durd) 
den Mittelwerth: 


SS = 


wie fich folgendergeftalt beweifen läßt. 
Der Abftand des Schwerpunftes M der Baſis ABC von eben diefer 
Ebene ift ($. 109): 


MM = 


AA, + BB, + CC + DD, 
4 ’ 


AA, + BB + CC 
3 ’ 


2 
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und der Abftand des Schwerpunktes S der Pyramide läßt ſich ſetzen: 
S8. = MM, + (DD, — MM)), 









S 
\ 





PA fa} 
A rn 
* 


wofern DD, der Abſtand der Spitze iſt; es folgt daher aus den Verbin— 
dung der beiden letzten Gleichungen: | 
AAı + BB + CG+DD 
4 “ 
Der Abftand des Schwerpunktes von vier gleichen, in den Eckpunkten 
der dreifeitigen Pyramide angebrachten Gewichten ift ebenfall® glei) dem 
arithmetiſchen Mittel 


ss ey MA, + 4 DNn = 


Jh + BD t+UCG+ DD. 

4 7 
folglich fällt der Schwerpunkt der wa nit dem Schwerpunfte von 
dieſem Gewichtsſyſteme zuſammen. 


Fig. 154. Anmerkung. Auch die Volu— 
oT menbeitimmung einer breifeitigen Py— 
— ramide aus den Coordinaten ihrer 
Eckpunkte iſt eine ſehr einfache. Le— 
gen wir durch die Spike 0 einer 
ſolchen Ppramide ABCO, Fig. 154, 
drei Sruntebenen XY, XZ, YZ, 
und bezeichnen wir die Abflände der 
Eckpunkte A, B,C von diefen Ebenen 
durch 21,29,235 Y1, Y2, Yz UND Lg Lg, 
jo ift das Volumen der Pyramide: 
— + Yl2ıY223 + %a Ys 21 
+ 03 Yı 22 — (%ı Y329 + %aYı 23 
+ %sYa2ı)l, 


en 
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wie fich ergiebt, wenn man die Pyramide als das Aggregat von vier ſchief abge: 
fchnittenen Prismen anſieht. 
Die Abflände des Schwerpunftes diefer Pyramide von den drei Grundebenen 


y2, x2 und zy find: . 
u +%+ 2% _Yıt%e + % 4ta+23 
= 4 ‚9 4 4 


und — — 


8. 119 Da ſich jedes Polyeder, wie ABUDO, Fig. 155, in lauter dreiſeitige 
Pyramiden, wie ABCO, BCDO, zerlegen läßt, ſo kaun man aud) den 


Sig. 155. 





Schwerpunkt S defjelben finden, wenn man die Volumina und ftatifchen 
Momente der einzelnen Pyramiden berechnet. 

Sind die Abftände der Eckpunkte A, B, C u. f. w. von den durch die 
gemeinfchaftlihe Spitze O aller Pyramiden gelegten Coordinatenebenen 
YZ, XZuwd XY: x, %, 2 u. ſ. w., Yı, V2, Ya u. |. w. und 21, 2, 25 
u. ſ. w, jo hat man die Bolumina der einzelnen Pyramiden: 


N=HrNsla yar +22 Y 21 + 83 Yı23 — %ı y3 22 — Ra Yı 23 — %3 Yızı), 
— tr (@9Y 24 + % Ya 22 + 84 Ya 23 — Er Ya ds — Ra Ya fa — %u Y5 29) 

u. }. w. und die Abftände ihrer Schmwerpunfte von den gedachten Ebenen: 

&t%+% —F +%+% PN + 2% Ir 


4 ’ : — 4 — = 4 
%H TU t% 3 T; 22 ↄ3 72 
—— — ta -rtatr u. . w. 


Aus dieſen Werthen berechnen ſich endlich die Abſtände u, v, w des 
Schwerpunktes S des ganzen Körpers mittelſt der Formeln: 
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— Vui 4 Vau, — Yvut+hr+--- 
ntn+ — 
e— Y, uw + Yo, +, 
! — 
Beiſpiel. Gin von ſechs Dreiecken begrenzter Körper ABCDO, Fig. 155, iſt 


durch folgende Coordinatenwerthe feiner Eckpunkte beitimmt, und man fucht bie 
Eoerbinaten feines Schwerpunftes. 


‚und 











Gegebene erfaßt 
corbis 
Soorbi- Die ſechefachen Inhalte — Vierundzwanzigfache 
naten. IR Schwer: ſtatiſche Momente. 
der dreifeitigen Pyramiden punfte, 

ABCO un BCDO. nn — 
z|y|z 3: 5 24 Vau |24 Vaonf24 Van 
20|23]41 20.29.28 .40.30 

6Y 23.30. = [moa0ı - In 23.28. 0 =31072177| 9219912392544 | 2858624 | 3076128 
45129130 41.45.40 41. as 
12|40|28 45.35.28 er j 

6V ja 28.38/—=17204195|104|78[1634380 11789216 | 1341912 
3835120 30.38.40 30.12.35 








Summe 48276) ..... 41026924 |4647840 | 4418040 


Aus den Ergebniflen diefer Rechnung folgen nun die Abftände des Schwer: 
punftes S des ganzen Körpers von ven Ebenen YZ, XZ m XY: 


1 4026924 
7° 8376 — 70858, 
1 46417840 
v=7T' Tears 74069, 
1 4418040 
TR 7 — — 22,879. - 


Anmerkung Man fann natürlih den Schwerpunkt eines Polyeders auch das 
durch finden, daß man daſſelbe auf zweierlei Weife durch je eine Ebene in zmei 
Stücke zerlegt, die Schwerpunfte je zweier Stüde durch eine Gerade verbindet und 
den Durchſchnitt von beiden Geraden angiebt. Da beide Geraden Schwerlinien des 
Polyeders find, fo ift natürlih ihr Durchſchnitt auch Schwerpunkt des Körpers, 
Wenn das Polyeder fehr viele Ecken hat, fo ift jedoch diefe Beitimmungsweife fehr- 
weitläufig, da man dann die Zerlegung des Körpers in Stüde jehr oft wiederholen 
muß. Bei dem fünfedigen Körper in Fig. 155, welcher auf zweierlei Meile in je 
zwei breifeitigen Pyramiden zu zerlegen ift, liegt der Schwerpunft im Durchſchnitt 
der Schwerlinien, welche die Schwerpunkte von je zwei dieſer Pyramiden mit ein⸗ 
ander verbinden. 


⁊ 
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&. 120 Der Schwerpunkt einer abgeftunpften Byramide ADQN, 
dig. 156, liegt in der Linie GM, welche die Schwerpunkte beider (parallelen) 


. fig. 156, Grundflächen verbindet. Um noch den 
Y Abftand diefes Punktes von einer der 

e Grundflächen zu beftimmen, hat man 

FFIR die Volumina und Momente der voll- 

FIN jtändigen Pyramide ADF und der Er- 


gänzungspyramide NQF. zu ermitteln. 
Sind die Inhalte der Grumdflächen AD 
und NQ, = @G, und G,, und ift der 
Normalabſtand beider von einander — h, 
jo beftimmt fi) die Höhe x der Ergän- 
zungspyramide aus der Formel: 

FA _h+ a 


GG u” 


kV @; 
welche 24 1l= &alfo = Ve _Ve 
177 2 


owie h — ——— giebt. 
| +4 =yn_Ve?’ 





Das Moment der ganzen Pyramide in Beziehung auf die Bafis GC, 
iſt nun: 
Ak+) ır2 — — 
8 "Va_Va) 
. fowie das der Entnmamie 

@ h? VG; h? @? 

Bl Js, EC MEET 

va-vVs VH— yes —X - 


es folgt daher das Moment ber abgefürzten Pyramide: 





h? — 
Gr 3__lL:!\__1M? 
12V —V Van y | 4 VG G, G;) G5] 
_M(G—4HV — +3) _ h? 
= —— 2 21° 027 —_ I .(0, 492 36; 
125 2/4570, 5 (6 +2V G6+3@,). 


% 


Nun ift noch der Inhalt der abgefirzten Pyramide: 
Vv=(+V4G+ G5) > 


Ban ergiebt fich endlich der Ahftand SS, ihres Schwerpunftes S von der 
aſis: 
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H+2VHR+3C, h 


= — 
V 61 


Der Abſtand S, S dieſes Punktes von dev Mittelebene KL, welche die 
Höhe h der Pyramide halbirt und mit den. Grundflächen derfelben parallel 
fäuft, ift: : 

— + GH &+6)— (6 +2V 6, 6 +36;)] h 
D VG. 6. 


an m 
+ VYmnR+/4 
Sind die Halbmeffer der Grundflächen eines abgefürzten Kegels rı 

und rz, ift alo G =rr) ud G,=nr}, fo hat man für diefen 
u an — — — und 

r-+nnHtr; 4 
ae. 
NT athnntr 4 


zz 


Beifpiel. Der Schwerpunkt eines abgefürzten Kegels von ver Höhe h— 20 
Zoll und den Halbmeflern r = 12 und 7, = 8 Zoll liegt, wie alle Mal, in der 
vie Mittelpunfte beider kreisförmigen Grundflächen verbindenden Linie, und ſteht 
von der größeren um 

nn, . 12? +2.12.8+3.92_ 5.528 __ 264 

ya parte 0 308 





— 8,654 Zoll ab. 


Ein Obelisf, d. i. ein von zwei unähnlichen rectangulären Grundflächen 8. 121 

und von vier Trapezen umſchloſſener Körper ACOQ, Big. 157, läßt ſich 
Fig. 157. in ein Parallelepiped AFRP, in zwei 

dreifeitige Prismen EHRQund GKRO 
und in eine vierjeitige Pyramide ZKR 
zerlegen; man kann daher mit Hülfe der 
Momente diefer Beftandtheile den Schwer- 
punkt des ganzen Körpers finden. 

Es läßt fich ſehr Leicht einfehen, daß 
| die gerade Pinie von der Mitte der einen 
MC Bafis nad) der Mitte der anderen, Schwer: 
linie diefes Körpers ift; es bleibt aljo . 
nur noch der Abftand des Schwer: 
punftes von der einen Baſis zu beftimmen übrig. Bezeichnen wir die Länge 
‚BC und Breite AB der einen Bafis durch 7, und b,, fowie die Länge OR 
und Breite PQ der anderen Bafis durch 7, und b,, und die Höhe dee 
Körpers oder den Abftand beider Grundflächen von einander, durd) 4. Dann 


ji ‚0 


>. | 
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ift der Inhalt des Parallelepipeds — bl. h, und da8 Moment beffelben 
h - rs . 
b,ı,h- = I/gb, 1, h?, ferner der Inhalt der beiden dreifeitigen Prismen 


— (bu +40), 
und deren Moment 

= (db bu + 210) * 2 
endlich der Inhalt der Pyranıide 

= (3) WE 
und deren Moment , 


bb) h-W)L-L- 


Hieraus folgt das Bolumen des ganzen Körpers: 
h 
V—(6bl, +36, +31, —6b,, +26, +26, — 2b, 1, — 2b, 1): 


h 
—(2b, li 42bꝛlꝛ P bil⸗ +1b)—, 
ſowie deffen Moment: 
h2 
Yy=(bh, +25 +2, —4b, bh +, — bilz — I) 5 


h? 
— Gbala - bili ++ bel) 75 


und es ergiebt ſich der Abſtand ſeines Schwerpunktes S von der Grund- 
fläche bi l: 
bili & 8bꝛla - bila - bal h 
dh +2+tbutbh 2 
Es läßt fi auch (f. die Planimetrie und Stereometrie von C. Koppe): 
b, Er» FT —b h—-b h 
van Eng Tg, 
fegen. Der Abftand * Schwemntier Yı von der mittleren Querſſchnite— 
ebene beſtimmt ſich durch die Formel: 
nn bil, — bal⸗ 
+h— u) h—h) 
Anmerfung. Diefe Formel findet auch ihre Anwendung bei Körpern mit 
elliptifchen Grundflächen. Sind die Halbaren der einen Grundfläche a, und db, und 
die der anderen a, und d,, fo ift das Volumen eines ſolchen Körpers (Kübels): 


h 
v= T (2a,d; 4 202ba + aba + Qabı), 
und der Abftand feines Schwerpunftes von der Bafls za, b.: 


h. 
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„— —00———— 

F 241b1 + 2ugda + u, d, +asdı 2 
Beifpiel. Ein Teihdamm ACOY, Fig. 158, von 20 Ruß Höhe, it unten 
250 Fuß lang und 40 Fuß breit, dagegen oben 400 Fuß lang und 15 Buß breit; 


Fig. 158. 





man ſucht den Abſtand feines Schwerpunftes von er Bafle. Hier ift d, = 40, 

= 230, 5, = 15, , = 40, und A—= 20, daher der gefuchte Berticalabftand: 
40.250 +3.15.400 + 40.400 + 15 . 250 20, 
_Ü5m.250+2.0.0+20.WL1.350° ’ 


4775 1910 
= 5175 .10 = 207 = 9,227 Fuß. 


Dreht ſich ein Kreisansfchnitt ACD, Fig. 159, um feinen Halbmeffer $. 122 

CD, fo entfteht ein Kugelausſchnitt A CB, deſſen Schwerpunft wie folgt 

Fig. 159. beftimmt wird. Man Tann fich diefen Kör⸗ 
per al8 einen Inbegriff von unendlich vielen 
und unendlich dünnen Pyramiden vorftellen, 
deren gemeinfchaftliche Spige der Mittel- 
punft C ift und deren Orundflächen die 
Kugelmüge A DB bilden. Die Schwerpunfte 
aller diefer Pyramiden ftehen um 3/4 bed 
Kugelhalbmeflers OD vom Mittelpunfte Cab, 
e3 bilden daher diefelben eine zweite Kugel⸗ 
müge A, D, Bi vom Halbmeflr CD, 
— 3, CD. Der Schwerpimft S diefer 
frummen Fläche ift aber auch der Schmwerpunft des Kugelausfchnittes, weil 
fi) die Gewichte der Elementarpyramiden auf diefe Fläche gleichförnig ver- 
theilen, diefe aljo gleichförmig ſchwer ausfällt. 

Seen wir nun ben Halbmeſſer OA= CD= r und die Höhe DM 
der äußeren Calotte — k, fo erhalten wir fiir die innere Galotte 
CD = !ır md MD, — ’/ıh, folglich (S. 116) SD, —= 1, MD, 
— ?;h und den Abftand de8 Schwerpunftes des Kugelausfchnittes vom 
Mittelpunkte C: 





CS=0D —SD =:ır ph ("5 . 


Für die Halbfugel ift z. B. % = r, daher der Abftand ihres Schwer: 
punfte8 S vom Mittelpunfte C: 


CS, =! Y 


8. 129 


x. 1 


4 


® 
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Den Schwerpunft S von einem Kugelfegmente ABD, Fig. 160, er- 
Fig. 160. hält man, indem man da8 Moment 
dieſes Segmentes gleichjegt der Diffe- 
venz zwifchen dem Momente des Aus» 
fchnitte® ADB und dem des Kegels 
4BC. Bezeichnen wir wieder den 
Kugelhalbmeſſer UD durd) r und die 
a Höhe DM durd) I, fo erhalten wir 
DULIL nee" das Moment des Ausſchnittes 


—= NY, arıh.3),(2r—h)=\,arth(2r —h). 
und das des Kegels 
—=U,ah(2r—Ih).(r—h).?ı(r I) ah(2r —h) (r — h)?; 
daher ift da8 Moment des Kugeljegmentes 
Vy=Y,ah(2r —h)(r— [r— h)=V,ah?(2r — h)%. 
Der Inhalt diefes Segmentes ift aber 
V — H); 
es folgt daher der in Frage ſtehende Abſtand: 
V * (Ar — y 6 
öö —TTTTT— — 3. —E 
Setzt man wieder — r, fo geht das Segment in eine Halbkugel 
über, und e8 folgt wie oben, OS — gr. 
Diefe Formel gilt felbft fiir da8 Segment eines Sphäroides A, DB,, 
welches entfteht, wenn fich der elliptifche Bogen DA, um die große Halb- 
are CD — r dreht; denn zerjchneidet man beide Segmente durd) Ebenen 
parallel zur Bafis AB in lauter dünne Scheiben, fo ift das Verhältniß 
2 Ym2 

von je zwei derfelben unveränderlich — MA, _ = CH — ‚ wenn b die 
UA? CR 

feine Halbare der Ellipſe bezeichnet. Wlan muß ade ſowohl das Volumen, 

















als aud) das Moment des Kugelſegmentes durd) . inultipliciren, um dat 


Volumen und das Moment des Segmentes vom Sphäroid zu erhalten, und 


Moment 
verändert dadurch den Duotienten US — Kolumen um Nichts. 
‚em — )2 


Es iſt überhaupt US — yr= , wober r die Größe der- 


3r—h 
jenigen Halbare bezeichnet, um welches fid) die Ellipſe bet Entftehung dee 
Sphäroides dreht. 


Anwendung der Simpson’schen Regel. Um den Schwerpunft 
eines ungefegmäßigen Körpers ABCD, Fig 161, zu finden, zerlege 


j 
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man bdenfelben durch gleich viel von einander abftehende Ebenen in dünne 
Scheiben, beftimme die Inhalte der erhaltenen Durchſchnitte und deren Momente 
in Hinfidht auf die als Bafis dienende erfte Parallelebene A B, und vereinige 
Fig. 161. endlich beide durch die Simpfon’fche Regel. 
Sind die Inhalte diefer Durchfchnitte 
Fa,.Fı, Fa, Fs, F4 und ift die ganze Höhe 
oder der Abjtand MN zwifchen den äußerften 
Tarallelebenen, —h, jo hat man das Polu: 
men des Körpers nach der Simpfon’fchen 
Kegel (annähernd): 


P2 v=(H+4AM+42R+4R +) 





Multiplicirt man nod) in diefer Formel jede Fläche durch ihren Abftand 
von der Bafis, fo erhält man da8 Moment des Körpers, nämlich): 
Fy=(0.F+1.4Fı+2.2F, -3.4F, + 1E)Z-o, 
und es giebt die Divifion beider Ausdritde durch einander den gefuchten 
Abftand des Schwerpunftes S: 
us, OP+l145+22R+34AR+4F)h 
— —A 4 
Iſt die Zahl der plattenförmigen Elemente — 6, fo hat ınan: 
_0.F+1.4F+2.2F,+3.4B, +42, +5.4R+6.F h 
= F,+4F, +28 +43 +2F4+4F, + F 6 
Es ift leicht zu eradjten, wie man dieſe Formel umzuändern hat, wenn 
die Zahl der Schnitte eine andere ift. Nur fordert diefe Kegel, daß die Zahl 
der abgefchnittenen Stüde eine gerade, die Flächenzahl alſo eine ungerade ift. 
In vielen Fällen der Anwendung genügt die Beltimmung eines Ab- 
ftandes, weil außerdem noch eine Schwerlinie befannt if. Die in der 
Praris gewöhnlich vorfonmenden Körper find auf der Drehbant erzeugte 
Rotationsförper, deren Rotationsare die Schwerlinie der Körper ift. 
Endlich findet die Formel auch ihre Anwendung bei Beftimmung des 


ig. 162. Schwerpunftes einer Fläche, in welchem Yalle die 
B Querſchnitte Fr, Fi, Fr u. ſ. w. in Linien über— 
I — 

pr gehen. 


Beifpiel 1. Für das parabolifche Eonoiv ABC, 
| Sig. 162, welches durch Umdrehung des Parabelſtückes 
w ABM um feine Are AM entftanden ift, erhält man, 

wenn man nur einen Mittelfchnitt DN Z durchführt, 
A Folgendes: 

C Es fei die Höhe AM — h, der Halbmeſſer BM = r, 


AN—=NM 24 und daher der Radius DN—=rYY. Der Inhalt des 





= 
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n 


Schnittes durch A if Fo = 0, durch N, —— ıDN? — rn und durch 
M, F, = nr? Hiernach folgt das Volumen diefes Körpers: 

v=2(04 4F, + F)=*(@n r+nr)—Ynrh—=1,Fyh 
fowie dus ——— deſſelben: 





r -% (1.2077, +2.nr?)= \\‚nr?2h?= Y,Fy,h:2, 
und daher ver — ſeines Schwerpunftes S vom Scheitel: 
_u3— /Foh? _, 
AS=y= TE 0 Jah. 
Fig. 163. 





Beifpiel 2. Das Gefäß ABCD, Fig. 164, hat die mittleren halben Weiten 
ro =13ol, r, = 1L13ol, r, = 0,9 Zell, r, = 0,7 Zell, r, = 0,4 Zoll bei 
einer Höfe MN = 2,5 Zoll; man ſucht den Schwerpunkt S feines Faflungsrau: 
mes. Die Querſchnitte find F,=1., Fr =121.n, F,=0,8.r,F,—0,49.n, 
F,=0,16.n, es ift daher ver Abfland feines Schwerpumftes von der Horizontal: 


ebene AB: 
us 0-1”+1-4.121.”+2.2. 0,817+3. 4.0,49n-+4.0,16.2 2,5 
17+4.1,21n+2.0,8317 +4.0,49n +0,16. 4 
1460 25 __ 36,50 _ 
Der Faſſungsraum it 7 —=9,58r7. 25 _ — 6,270 @ub.:Zoll. 


12 
(8. 125) Schwerpunktsbestimmung von Rotationsflächen und Rota- 
tionskörpern. Die Schwerpunkte krummer Flächen und krummflächiger Körper 

Fig. 165. von beftimmten Formen laſſen ſich allgemein nur 

mit Hülfe der Differenzial- und Integralrechnung 
beftimmen. In der Praris kommen vorzüglich 
die Rotationsflähen und Rotationsförper 
vor, daher möge im Folgenden auch nur von der 
Beltimmung der Schwerpunfte diefer Gebilde 
7 die Rede fein. Dreht fich die ebene Curve AP, 
dig. 165, un die Are AC, fo bejchreibt fie 
eine fogenannte Rotationsflähe APP,, und 
dreht fic die von der Curve AP und ihren 
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Coordinaten AM und MP begrenzte Fläche A PM um eben diefe Are, fo 
wird dadurch ein von der Rotationsfläche A PP, und von einer Kreisfläche 
PMP, begrenzter Rotationsförper erzeugt. 

Bezeichnen wir die Abfciffe A M durd) x, die ent|prechende Ordinate MP 
durch „, forwie den zugehörigen Bogen A P durd) s, ferner das Abſeiſſenele— 
ment MN = PR durch Ox, da8 Ordinatenelement Q_R durd 9y und 
da8 Curvenelement PQ durd) Os, fo haben wir den Inhalt des bei der Kor 
tatoin von Os durchlaufenen gürtelförmigen Elemente PQ Qı Pı der Ro- 
tationsflähe APP, = 0, 

00=2x2.PM.PQ=2ny0s, 
und dagegen den Inhalt des von diefem Flächenelemente nugürteten Elementes 
des Rotationskörpers APP, V: 
oV—=nxPM:.MN—ny:20r. 
Weil beide Elemente um die Abfcifje x von einer durch A gehenden und 


auf der Are A C winkelrecht ftehenden Ebene abftehen, fo ift das Moment 
von 0.0: 


200 =2uzy0s, 
und das von OF’: 
soV—naıy?oa. 
Da nun 0— [ 2ny0s — 2m [ yös, und 
v= / ny200 — x [ y’0x 
ift, und dem Teßteren zufolge das Moment von O: 
[ 2us2y0s—=2n [ xy0s, 
und das von V: 
[aeyox=n | xy?0x 


fid) ergiebt, fo ift demnach der Abftand AS —y des Schwerpunftes S von 
dem Anfangspunfte A: 


1) für die Rotationsfläde: \ 
anfayos xvds 
—2m/yos [yes 
2) für den Rotationsförper: 
n [zy?ox Szyrox_ 
= n / y0« yon 


3.2. für eine Kugelcalotte mit dem Halbmefler C Q — r hat mar, 
da bier 





„ und dagegen 


R * 
PRT oN’ d. i. 5 — y’ alſo yos=rox it: 
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zrox zoXx ı1/, 22 
AS—u—t —/ —_ a — ,2e—=V,AM. 


Ser So % 


(Bergleihe $. 116.) 
Für das Kugeljegment ift dagegen, da fih „?—= 2,2 — ſetzen läßt: 
Sere—a)a0e fAarsroc— / wor 
[ar — 2°) 0x S[ 2re0« — [ «08 


Yard — Yyat Zi: — (7222 
— 3r—ı/4' 








AS=u= 


und folglid): 
2 
0OS=r—u=?), Bl - (Bergl. $. 123.) 


$. 125 Guldinische Regel. Eine interefjante und zuweilen fehr nütliche An- 
wendung der Lehre vom Schwerpunfte ift die Guldinifche Regel oder die 
barycentrifche Methode (franz. methode centrobarique; engl. the pro- 
perties of Guldinus). Diefer zufolge ift der Inhalt eines Rotation: 
förpers (oder einer Rotationsfläche) gleich dem Producte aus der Er- 
zeugungsfläche (oder Erzeugungslinie) und dem bei der Erzeugung des 
Rotationsförpers (oder der Rotationsfläche) durchlaufenen Wege ihres 
Schwerpunftes. Die Richtigkeit dieſes Sates läßt ſich auf folgende Weile 
darthun. 
Dreht fich die ebene Fläche ABD, Fig. 166, um eine Are X X, fo bes 
Fig. 166. ichreibt jedes Element Fi, Fy u. ſ. w. 
derfelben einen Ring; find die Ent- 
fernungen F\ Kı, Fr Kr u. f. w. die- 
jer Elemente von der Umdrehungsare 
XXı=r,r, u.f.w. und ift der Um- 
drehungswinfel FK FISCH, u", 
alfo der entfprechende Bogen für den 
Halbmeflr 1, — «, fo find die 
bogenförmigen Wege der Elemente 
—=1ra,r0enu.f.w. Die von den 
Elementen Fi, F, u. |. w. durdjlau- 
fenen Räume laſſen fi) als frummgebogene Prismen von den Grundflächen 
F,,F, u. ſ. w. und von den Höhen ra, rz« u. ſ. w. anfehen, haben alfo die 
Inhalte Fırı a, Fırs a u..w., und e8 ift ſonach das Volumen des ganzen 
Körpers ABDD, Bi A:: 
Vv=Fne+Rrno.=(Fır FarFa +...).0. ' 
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Iſt CS=y, der Abftand des Schwerpunttes f der Erzengungsflädye von 
der Umdrehimgsare, jo hat man audh: 


A+rR+ ya ehr t+PRhr+--, 
und folglich da8 Volumen des ganzen Körpers: 


v=Ah+rPr-+t--)ye. 
Aber FA +Fr2+--- ift der Inhalt der ganzen Fläche F und ya ift der 
vom Schwerpunkte S burchlaufene Kreisbogen SS, —=w; es folgt daher 
V= Fw, wie oben behauptet wurde. 

Diefe Formel gilt auch fiir die Rotation einer Linie, weil ſich dieſelbe 
al8 eine Fläche von umendlich Heiner Breite anfehen läßt, es ift nänlid) 
F=TIw, d.h. die Rotationsfläde ift ein Product aus der Erzeugungs⸗ 
linie (7) und dem Wege (20) ihres Schwerpunktes. 


Beifpiell. Beieinem halben Ringe mit elliptifdem Querſchnitte ABED, 
Fig. 167, feien die Halbaren des Querſchnitte CA=a un CB=b, und 
fei die Entfernung CM des Mittelpunftes C viefes Schnittes von der Are 
XX,—=r. Dann ift die elliptifche Erzeugungsflähe F=nab, und ver Weg 
ihres Schwerpunftes (C), w = nr; daher das Volumen diefes halben Ringes: 
V=n?abr, und’ das des ganzen Ringes: V,—=2 V/ = 2nlabr. 

Sind die Dimenflonen folgende: a—=5 Zoll, b=3 Zoll, r=6 Zoll, fo ift das 
Volumen eines Biertelringes: 


y,.n2.5.3.6—=9,8696.5.9 — 444,132 Cubifzoll. 


Fig. 167. 





Beifpiel 2. Für einen Ring mit halbfreisförmigem Querſchnitte 
ABD, $ig.168, ift, wenn CA=CB=a, den Halbmefler dieſes Querfchnittes 
und MC=r, ven des hohlen Raumes oder Halfes bezeichnet, das Volumen 


Vv= 2a .2n(r +22) =na (rr + % a)- 


Beifpiel 3. Drebt fi ein Kreisfegment A DB, Fig. 169 (a. f. ©.), um den 
mit feiner Sehne AB parallel laufenden Durchmefler ZF', fo befchreibt es eine 
Kugel AD, B mit einer cylindrifhen Aushoͤhlung ABB,A,. Iſt nun A ber 

Weisbach's Lehrbuch ver Mechanik. J. 14 
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Inhalt viefes Segmentes und s die Größe der Sehne ABA, B, deflelben, fo 
hat man nad $. 114 den Abftand feines Schwerpunftes S vom Mittelpunfte C: 


g8 
(947792: 
und daher das Volumen der erzeugten Hohlfugel : 
s83 ns 
V=2nyA=2n nn © 


Bei der Vollkugel if die Sehne oder Höhe der cylinprifchen Bohrung dem 
Durchmefler d der Kugel gleich geworben, daher der Inhalt derfelben: 


nd? 
V= a 





wie befannt. 


Beifpiel 4. Es fei die Oberfläche und der Inhalt der Kuppel ADB, Fig. 
170, eines Kloftergewölbes zu finden, und zu diefem Zwecke vie halbe Weite 


Fig. 169. Fig. 170. 





MA=MB=a un die Höhe MD=h gegeben. Aus beiden Dimenfionen 
folgt der Halbmefier CO A= CD des Erzeugungsfreifes: 
a?d+M 
— 720 °’ 
und der Gentriwinfl ACD— «, wenn man feßt: 





: h 
sın.  =— 
7 
ass Schwerpunft S eines Bogens 
— DAD,=2AD 
ift beſtimmt durdy die Entfernung: oe 








__„ Sehne MD _rsin.« — 
CS=r. Bogen AD” a ° ferner UM=r cos. eo, 
es ift folglich der .Abitand des Schwerpunftes S von der Are MD: 
MS=-"Hl_rveose—r ru — cos.e), 
¶x 


und der Weg des Schwerpunktes bei Erzeugung der Slähe ADB: 


vw—=2nr (nt 





— cOs. ¶ ) 
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Die Erzeugungslinie DAD, it 2ra, folglih ihre Hälfte AD,=ra, und 
die von der leßteren befchriebene Rotationeflähe ADB: 


sin. a ur 
O=ra.2nr("”, = —co8. @)=2nr? (sin.a— «08. 0) 


zu jeßen. 
Sehr gewöhnlid iſt &0 — 60°, alfo: 


nn . z 
“= 7,8in.a='/ V3 wm cos.«— s; 


daher Tolgt dann der gefuchte Inhalt: 
— 2 = _T\_ > 
O=ar (v3 5)= 21516 .r2. 


Bür das Segment DAD, =A=r(«a — Y,sin.2«) it der Abſtand des 
Schwerpunftes vom Mittelpunfte CO: 
_@.MD) _ 2%. r3 sın. a3 
— ma TE n.A ° 
daher Abftand von der Are: 
r3sin.a3 » 
304 


MS=CS—-CM=Y — rcos.«, 


endlich der Weg diefes Schwerpunftes bei einer Umbrehung um MD: 
2nr 


3 
u=-—T (Y, r2sin. a3 — Acos. «) —— [2 sin. câ —(e — V Sin. 20) cos. a]. 


Das Volumen des ganzen durch das Segment DAD, erzeugten Körpers ergiebt 
fih, wenn man diefen Weg durch A multiplieirt, und das Volumen der Kuppel 
wird gefunden, wenn man hiervon die Hälfte nimmt, aljo: 

 Vznrr[%, sin. ad — (a — 1, sin.2.«) cos. «]. - 
3.8. für «@— 60°, alfo: 


. 7 — . 
‘7; ft sana—=ıh V 3, sin.2a =), und cos. æ = Yy, daher: 


Vonrs (% v3 +) — 0,3956 „r3. 


Die Guldini’sche Regel findet auch ihre Antvendung bei folchen Körpern, 8. 127 

welche entjtehen, wenn fid) die Erzeugungsfläche beim Fortrücken ihres 
Schwerpunktes längs irgend einer Curve ftetS winkelrecht gegen diefelbe ftellt, 
weil ſich jede Curve aus umendlich vielen und unendlich kleinen Kreisbögen 
zufammenfegen läßt. Es ift auch hier das Volumen des erzeugten Körpers 
das Product aus der Erzeugungefläche und dem Wege ihres Schwerpunftes. 
Ebenſo ift diefe Negel noch dann anwendbar, wenn die Erzeugungsfläche bei 
ihrer Fortbewegung immer gegen die Projection des Weges ihres Schwer- 
punftes auf irgend eine Ebene, rechtwinkelig gerichtet bleibt. Es iſt hier aber 
die Erzeugungsfläche nicht mit dem Wege, jondern mit der Projection des 
Weges zu multipliciren. 

14* 
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Hiernad) wird 3. B. das Volumen eines Schraubengewindes A HK, Fig. 171, 

Fig. 171. beftimmt, durch das Product aus dem 
Querſchnitt A BDE deſſelben und 
aus dem Umfang des Kreifes, deilen 
Halbmefjer der Abftand MS des 
Schwerpunftes S der Ylähe ABDE 
von der Are COM der Schrauben- 
ſpindel iſt. 

In manchen Fällen kann man 
auch bei Beſtimmung körperlicher 
Räume die Guldini'ſche Regel mit 
der Simpſon'ſchen Regel vereinigt 
anwenden. Um 3. B. den Inhalt 
des Frummen Dammkörpers A, Dy.Bı Dy As, Fig. 172, zu finden, hat man 
nur nöthig, den Kriimmungswinfel 5 CH — 2805 —=29 0, —=BP, 


Fig. 172. 








ferner die Querſchnitte A, Do — Fr, Ai Di = F, und AD, —F,, fowie 
die Abftände CH — r0, CSı=r und OS, — r, der Schwerpunfte S,, 
S, und S, diefer Duerfchnitte von der verticalen Centralare C X zu kennen. ° 
Das Volumen P diejes Körpers beftimmt ſich dann durd) die Formel: 
v—B (= 44F ri en) Br (Fr +4Fır + an) 

— 6 18300 6 

— 0,01745 30 rn Er) i 

Sind die Halbmeffer r,, rı und 72 einander glei), oder wenig von ein- 
ander verfchieden, jo fann man 0 — 1 —=r,—r, und daher 


V’=0,1745 ß’r 5) legen. 


8. 128 Eine andere, mit der legten Negel in naher Verbindung ftehende Anwen: 
dung der Lehre vom Schwerpunkte ift folgende. 
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Dan kann annehmen, daß jeder chief abgefchnittene, prismatifche ° 
Körper ABKL, Fig. 173, aus lauter unendlid) dünnen Prismen wie 
Fig. 173. Fi Gi beftehe. Sind nun Gi, Gꝛ u. |. w, 
die Orundflächen und A, ha u.f.w. die Höhen 
diefer prismatifchen Elemente, fo hat man 
ihre Inhalte: 
G, hı, G, hy u. !. w., 
und jonad) das Volumen des ganzen fchief 
abgefchnittenen Prismas: 
Vv=Gh+Ghk»+--- 

Nun verhält fich aber ein Element F\, 
des fchiefen Schnitte KL zum Elemente 
G, der Bafis AB = G, wie die ganze 
jchiefe Fläche F zur Bafis G; es folgt 





daher: 
jun + 0r G 
Gi — F, G2 — 7 F3 u. ſ. w., und 


G 
Fr (FHh+RFRhkıt:) 


Da endlih Fiiı + Fahz + :-- das Moment FR des ganzen ſchiefen 

Schnittes ift, jo ergiebt fid): 
vV -5 :-Fhl=Gh, 

d. i. der Inhalt des chief abgefchnittenen Prismas ift gleich dem 
Inhalte eines vollftändigen Prismas, welches mit demfelben auf 
einerlei Grundfläche fteht und deffen Höhe gleich ift dem Ab— 
ftande SO des Schwerpunftes S des fchiefen Schnitte® von der 
Baſis. | 
Bei einem geraden und ſchief abgefchnittenen dreifeitigen Prisma ift, 
wenn Ahı, h, und h; die Seitenkanten deifelben find, der Abſtand des Schwer- 
punktes des ſchiefen Schnittes von der Bafis (f. $. 109): 


„—htRti 
z — 3 


daher folgt das Volumen dieſes Prismas: 
= Gh antatl), 
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Drittes Capitel. 
Gleichgewicht feftgebaltener und unterftüßter Körper. 


8. 129 Befostigungsarten. Die im erften Capitel diefes Abfchnittes ent- 
widelten Kegeln iiber das Gleichgewicht fefter Kräfteſyſteme finden ihre An- 
wendung auch auf feite, von Kräften ergriffene Körper, wenn man das 
Gewicht des Körpers als eine im Schwerpunkte deffelben an- 
greifende und vertical abwärts wirkende Kraft behandelt. 

Die durch Kräfte im Gleichgewichte erhaltenen Körper find entweder frei 
beweglich, d. h. fie können der Einwirkung der Kräfte folgen, oder fie find 
in einem oder mehreren Punkten feftgehalten, oder fie werden von 
anderen Körpern unterftügt. 

Wird ein Punkt C, Fig. 174, eines feften Körpers feftgehalten, fo kann 





jeder andere Punkt P eine Bewegung annehmen, deren Weg in die Ober- 
fläche einer Kugel füllt, die fi) aus dem feftgehaltenen Punkte mit der Ent- 
fernung CP des anderen Punktes, als Halbmeſſer, bejchreiben Täßt. Hält man 
hingegen einen Körper in zwei Punkten C und D feft, fo find bei jeder nod) 
möglichen Bewegung die Wege von den übrigen Punkten Kreife, die fich als 
die Ducchfchnitte OPQ von je zweien, aus den feftgehaltenen Punkten be- 
jchriebenen Kugeloberflächen herausſtellen. Diefe Kreife find unter fich 
parallel und winkelrecht auf der geraden Linie, welche die feften Punkte mit 
einander verbindet. Die Punkte der legten Linie bleiben unbeweglich; e8 dreht 
fi alfo der Körper um diefe Linie CD, die man deshalb auch Umdre- . 
Hungsare des Körperd nennt. Die auf diefer Are winfelrecht ftehenden 
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Ebenen, in welchen die verfchiedenen Punkte umlaufen, beißen die Um- 
drehungsebenen bed Körpers. 

Man findet den Halbmefjer MP des Kreifes OPQ, in welchem ſich jeder 
Punkt bewegt, wenn man von demfelben ein Perpendikel gegen die Um: 
drehungsare CD fällt. Je größer dies ausfällt, defto größer ift alſo aud) 
der Kreis, in welchem der Punkt um die Are herumgeht. 

Werden von einem Körper drei nicht in eine gerade Linie fallende Punkte 
feitgehalten, jo kann der Körper in feiner Beziehung eine Bewegung anneh- 
men, weil fich die drei Kugeloberflächen, in welchen fich ein vierter Punkt 
bewegen müßte, nur in einem Punkte fchneiden. 


Gleichgewicht unterstützter Körper. Jede Kraft, welche durd) $. 130 
den feften Punkt eines Körpers, 3. B: durch den Mittelpunft eines Kugel⸗ 
gelenfes geht, wird von der Stüge des Körpers aufgenommen, und hat 
daher auf den Gleichgewichtszuftand Feinen Einfluß. Ebenſo, wenn ein 
Körper in zwei Punkten oder Zapfen unterjtügt ift, jo wird jede Kraft, 
deren Richtung die Are fchneidet, welche fich durch diefe feftgehaltenen Punkte 
legen läßt, von den beiden Stüßpunften aufgenommen werden, ohne daß 
eine andere Wirkung auf den Körper übrig bleibt. Auch wird ein Kräfte- 
paar von den Stüßpunften eines Körpers aufgenommen, wenn deflen Ebene 
die durch diefe Punkte beftimmte Drehungsare enthält oder wit dieſer Linie 
parallel läuft. Jedes andere Kräftepaar, z.B. (P,— P) in Big. 175, 
bringt dagegen eine Drehung des Körper 40 B um die Drehungsare C 
hervor, wenn e8 nicht durch ein anderes Kräftepaar (ſ. $. 95 und 97) im 
Gleichgewicht erhalten wird. Behält das Kräftepaar bei der Drehung feine 
Richtung bei, fo ift der Hebelarm und folglich aud) das Moment deijelben 
veränderlich, und es fallen beide bei-einer gewiſſen Stellung des Körpers 
fogar Null aus. Wenn bei dem Körper ACB, ig. 175, welcher in einem 

Fig. 175. Punkte C feitgehalten wird, die Kraft _ 
rihtung um den Winkel BAP=a 
von der Linie A B durd) beide Angriffe- 
punfte A und B abweicht, fo ift eine 
Drehung von ACA, —=ßBI—1808-—- a 
nöthig, um da8 Moment des Sräfte- 
paares (P, — P) zu annulliren; und 
ebenfo ift e8 bei einem in der Are feft- 
gehaltenen Körper, welcher von einem 
Kräftepaare ergriffen wird, deſſen Ebene 
winfelrecht zur Are fteht. 

Wird ein in einem Punkte C fetgehaltener Körper AB, Fig. 176 (a.f.©.), 
von einer Kraft P ergriffen, deren Richtung nicht durch C gebt, jo kann man 
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durch Hinzufltgung zweier Gegenfräfte, + P und — P, diefe Kraft in ein 
Kräftepaar (P, — P) und in eine in C angreifende und vom Stützpunkte 
aufzunehmende Kraft + P zerlegen. Ebenſo -ift es, wenn ein Körper in 
einer Are feftgehalten wird, und die Kraft in einer Umdrehungsebene wirkt. 

ig. 176. Hier vertheilt fich aber der Drud + P auf beide 
Stüßpunfte. Ift a die Entfernung CA des Angriffe- 
punftes A der Kraft von der Are C, und «@ der 
Winkel ACA,, weldien die Linie CA von der 
Kraftrichtung abweicht, jo hat man das Moment des 
Kräftepaares (P, — P), welches den Körper um 
C umzudrehen fudt: M = Pusin. «. Bleibt 
während der Drehung die Richtung der Kraft P 
unverändert, jo ändert fi) M mit « und ift für 
«© — 90° ein Marimum (Pu), fowie für «0 
oder 180°, — Null. Die mechanische Arbeit, 
‚welche bei Drehung des Körpers um AQUA, eo, 
die Kraft P, oder das Kräftepaar (P, — P) 
verrichtet, ft A=P.KA—=Pa(1— cos. 0). 





8. 131 ‚ Stablität eines aufgehangenen Körpers. Beſteht die Kraft 
-enes in einem Punkte oder einer Linie unterftüsten Körpers nur im 
Gewichte defielben, jo erfordert da8 Gleichgewicht diefes Körpers, daß fein 
Schwerpunft unterftüßt fei, d. t., daß die verticale Schwerlinie deffelben 
durch den feften Punkt oder durd) die fefte Linie gehe. 

Fällt der Schwerpunft mit dem feftgehaltenen oder fogenannten Auf- 
hbängepunfte zufammen, jo hat man ein indifferentes Gleichgewicht 
(franz. equilibre indifferent; engl. indifferent equilibrium), weil ber 
Körper im Gleichgewichte bleibt, man mag ihn um den feften Punkt drehen 
wie man will. Wird Hingegen ein Körper AB, ig. 177, in einem über 


ig. 177. Fig. 178. 





den Schwerpunkte S liegenden Punkte C feftgehalten oder unterftügt, fo be- 
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findet fich der Körper in einem ficheren oder ftabilen Gleichgewichte 
(franz. und engl. stable), weil, wenn man dieſen Körper in eine andere 
Tage bringt, aus dem Gewichte & deffelben eine Seitentraft N hervorgeht, 
die den Körper in die erfte Yage zurückführt, während die andere Seitenfraft 
P ber fefte Punkt C aufnimmt. Wird endlich der Körper AB, Fig. 178, 
in einem Punkte C feftgehalten, der unter dem Schwerpunkte S liegt, fo ift 
der Körper in einem unficheren oder Labilen Gleichgewichte (franz. 
eg. instable; engl. unstable eq.); denn wenn man den Schwerpunkt von 
der Berticalen durch C entfernt, fo geht aus dem Gewichte G des Körpers 
eine Seitenfraft N hervor, die den Körper in feine erfte Tage nicht nur nicht 
zurückführt, jondern denfelben davon noch mehr abzieht, und ihn jo weit um⸗ 
dreht, biß der Schwerpunkt unter den feften Punkt zu Liegen kommt. 

Diefelben Beziehungen finden aucd bei einem in zwei Punkten oder in 
einer Are feftgehaltenen Körper ftatt; derfelbe ift im indifferenten, ftabilen 
oder labilen Sleichgewichte, je nachdem der Schwerpunft in, vertical unter 
oder vertical über der feiten Axe befindlich ift. 

Wenn der Körper in einem Punkte, oder in einer horizontalen Are unter- 
ftügt wird, fo ift das Moment, mit welchem fich der Körper in der ftabilen 
Gleichgewichtslage zurückzudrehen ſucht, M — Gasin., wobei @ das Ge: 
wicht, a den Abftand CS, des Schwerpunktes S, von der Are C, und « ben. 
Drehungswinfel SC Sı bezeichnet. Die mechanifche Arbeit, welche hierbei“ 
da8 Gewicht G verricdhtet, iſt A—= Ga(l — cos. a). 


Druck auf die Stützpunkte eines Körpers. Wenn ein in zwei $. 132 
Punkten C und D ober einer Are OD feftgehaltener Körper CAD, 
Fig. 179. 





dig. 179, von einem Kräftefpftente ergriffen wird, fo führt man, um 
die Bedingungen feines Gleichgewichts zu ermitteln, nad) $. 97, das ganze 
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Syftem auf zwei Kräfte zurück, und zwar auf eine Kraft parallel zur 
Are und auf eine Kraft, deren Richtung in einer Normalebene zu diefer 
Linie liegt. Es ſei EN—N, Fig. 180, die erftere, mit der durch die feften 
Punkte C und D gehenden Are X X parallel wirkende Kraft, und AP= P 
die zweite Kraft, welche in einer auf XX: normalftehenden Ebene YZY 
wirft. Aus der erfteren refultirt eine Rraft + N, welche die Are CD in ihrer 
eigenen Richtung fortzufchieben fucht, und ein Kräftepaar (N, — N’), welches 
ſich als ein anderes Kräftepaar (N,, — Nı) auf die feiten Bunfte C und D 
fortpflangt, defjen Componenten 


M={N und — M=-{N 


find, wenn d den Abftand OE der Parallelfraft N von der Are CD und I 
die Entfernung C.D der beiden Stüßpunfte.C und D von einander bezeichnen. 


Fig. 180. 





Ebenſo zerlege man die Kraft P in eine Kraft + P und in ein Kräfte 
paar (P, — P), und die erftere wieder in die Seitenfräfte P, und P,, wo- 
von die eine in CO und die andere in D angreift. Bezeichnen wir wieber die 
Abftände CO und DO des Angriffspunftes O von den beiden Stüßpımften 
C und D durch 7, und L,, fo haben wir: 

R=2P und rR=4P, | 
und es läßt fi num leicht aus N, und P, der Mitteldruf S, in C, fowie 
aus — N, und P, der Mitteldrud S, in D durd) Anwendung des Kräfte: 
parallelogrammes beftimmen. 

Seen wir den Winkel YO(+ P), unter welcdjem die Ebene NOX von 
der Richtung der Kraft P oder + P gejchnitten wird, —=«, fo ift aud) 
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der Winkel N, CPı —«, dagegen N,DP, — 180° — «, umd eö ergeben 
fich daher die refultirenden Drüde in C und D: 


S=VN?+P?+2N,Pı cos.a und 
S; = y N?’+P}—2N,P, cos. e. 


Bezeichnet endlich das Loth OL auf die Richtung der Kraft 7, fo 
ift das Moment des Umdrehungsfräftepaare® (PR, — P), M = Pu. 

Im Gleihgewichtezuftande muß natürlich a — Null fein, und daher P 
durd) die Are CD bindurchgehen. 


Beifpiel. Es fei das ganze Krüftefyitem eines in der Are X X feftgehaltenen 
Körpers auf die Normalfraft P = 36 Pfund und auf die PBaralleffraft N = 20 
Pfund zurüdgeführt; es fei ver Abitınd ver lepteren Kraft von der Are, OE—d 
— 14, Buß, und ver Abftand CD zwifchen ven feftgehaltenen Punkten, = 4 Buß: 
man fucht die von der Are oder von den feſten Punften C und D aufzunehmenden 
Kräfte, vorausgefeßt, daß die Richtung der Kraft P um den Winkel & = 65 Grad 
von der Grundebene X abweiche und ihr Angriffepunft O um CO=l, =1 Buß 
von dem feften Punkte C abitehe. 

Die Kraft N =20 Pfund ertheilt ver Are in ihrer eigenen Richtung den Schub 
N = 20 Pfund, außerdem erzeugt fie noch die Kräfte: 


"N=4N-i2 :-20 = 75 Pfund und — N, = — 7,5 Pfund, 
welche die fetten Punkte C und D aufnehmen. Aus der Kraft P entfpringen bie 
Kräfte: 
I, 4—1 „. I, 17 acg 
PR=7FP= — 36 — 27 Pfund und PR=7 P=Y,-36=9 Pfund, 
aus welchen envlich durch Vereinigung mit den erfleren Kräften die Mittelfräfte: 
Ss, —=V7,52+ 2724 2.75.27. cos. 65°— V 56,25 + 729 + 171,160 
956,410 = 30,926 Pfunv, und 
S,— _y 7,52+ 92 — 2 °7,5.9.c0s. 65°— V 56,25 + 81 — 57,054 
— V 80,16 — 8,955 Pfund 
entſpringen. 


Wird ein in zwei Punkten & und D feſtgehaltener Körper CBD, Fig. 8. 133 
181 (a. f. ©.), nur von einer Kraft R ergriffen, deren Richtung um den Winfel 
PAR = ß von der Umdrehungsebene YOZ abweicht, fo zerlege man bie- 
felbe in die Seitenkräfte: 


AP=P=Rvecos. ß un 
AN—=N=Rsu. ß, 
wovon die erftere in der Umdrehungsebene und die zweite parallel zur Are 


wirft, und behandele diefe genau fo wie die refultivenden Kräfte P und N 
. eined ganzen Syſtemes im vorigen Paragraphen. Es ift hiernad; die Kraft, 
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welche die Are in ihrer Richtung aufzunehmen Hat, und weshalb das eine 
Arenlager ein befonderes Widerlager erhalten muß: N = R sin. ß, ſowie 


Fig. 181. 





jeder der Componenten des Kräftepaares (N), — N,), welches in C und D 
nad) entgegengefegten Richtungen winfelrecht gegen CD wirkt, 
d 


M=IN—={Rsin.ß und — N = — TRsin.ß, 


wofern wieder J die Entfernung CD der beiden Stügpunfte C und D von 
einander, jo wie d den Abftand OA des Angriffspunftes A der Kraft R 
vom Arpunft O bezeichnet. 
Ebenfo ift die Kraft, weldhe in O winfelrecht auf OD wirft: 
+ P=R cos. ß, fo wie der Component derfelben in C: 


R=2P — = Rcos. ß und der in D: 
U 
4 —= 7 Reos.ß, 


wenn wieder Z, und Z, die Abftände CO und DO der Punkte C und D von 


der Umdrehumgsebene 7 ZY bezeichnen. 
Führt man diefe Werthe von N,, Pı und P, in die Formeln: 


Ss =VN?+P?+2N,Pıcos.« und 
S; = V N’+P?—2N,P; cos. « 


für die Normaldrüde in C und D ein, wobei man wieder mit & den Winkel 
YA _P bezeichnet, um welchen die Richtung der Seitenfraft P von der Ebene 
ACD abweidht, jo erhält man: 
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9 = V (asin. BP 4% 00s.B)? + 2Al, sin. cos.ß cos.a und 
S=*V (asin.B3 F dh 00. Pi? —2aN, sin. Boos.B cos. 
Das noch, freibleibende Umdrehungskräftepaar (P, — P) hat das Moment 
P.OB—Pa—= Rd sin.a cos. ß. 


Diefe Formeln finden ihre Anwendung auf die Stabilität eines um eine 
geneigte Are CD drehbaren Körpers OA, Fig. 182. Es ift hier R 


Zig. 182. das Gewicht 6 des Körpers, d der Ab- 
| ſtand OS — OS, feines Schwer- 
Ft 5 punktes von der Umdrehungsare, « 


L— der Elongationswintel SOS,— OS, Z, 
\ um welchen der Schwerpunkt S, von 
feiner Gleichgewichtslage S durch 
Drehung in der auf CD rechtwinkelig 
ftehenden Ebene YSY verrldt ift, 
und B der Winkel @ SP, welchen 
die Umdrehungsebene YSY mit der 
Berticalen, folglich aud) die Dre— 
hungsare CD mit der Horizontalen 
DH einſchließt. 

Die mechanische Arbeit, mit wel- 
her der Körper durch fein Gericht in die Gleichgewichtslage und S, nad S 
zurüdgeflihrt wird, ift 

A— @.KScos.ß = Gd cos. ß (1 — cos. 0). 





Gleichgewicht von Kräften um eine Axe. Die Mittelfraft ? $. 134 
refultirt aus allen denjenigen Seitenkräften, deren Richtungen in einer oder 
mehreren Normalebenen zur Are liegen. Nun tft aber in diefem alle, nad) 
8. 89, das ftatifche Moment Pa der Mittelkraft gleid) der Summe P, aı 
+ Pa, + --- der ftatifchen Momente der Seitenfräfte, und für den Gleich— 
gewichtszuftand. des feftgehaltenen Körpers, der Hebelarm a der Mittelfraft 
— Null, weil diefe durch die Are felbft geht; es ift daher aud) die Summe 

Pa+PRm+-—=I(, 
d. 5. ein in einer Are feftgehaltener Körper ift im Zuftande des 
Sleichgewichtes, bleibt alfo ohne Umdrehung, wenn die Summe 
der ftatifhen Momente feiner Kräfte Hinfichtlich diefer Are 
— Null, oder die Summe der Momente der nad) des einen Um- 
drehungsrichtung wirkenden Kräfte eben jo groß ift als die 


8. 135 
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Summe der Momente von den nach der entgegengejegten 
Richtung wirkenden Kräften. 

Mit Hülfe der legten Formel läßt ſich ein Element des im Gleichgewicht 
befindlichen Kräftefyftenes, entweder eine Kraft, oder ein Hebelarm finden, fo 
wie eine Umdrehungsfraft von einem Hebelarme auf einen andern reduciren. 

Kommt e8 darauf an, einen um eine feite Are drehbaren Körper, deffen 
Umbrehungsmoment Pa ift,. ins Gleichgewicht zu fegen, jo bat man nur 
noch nöthig, entweder eine Umdrehungskraft Q, oder ein Umbdrehungsfräfte- 
paar mit dem Moment Qb— Pa hinzuzufügen, wobei nur der Unterſchied 
jtatthat, daß durch Hinzufligung eines Kräftepaares (Q, — Q) der Aren- 
drud nicht verändert wird, dagegen durch Anfchliegen einer Kraft Q, zum 
Arendrud nod) die Kraft + Q Hinzutritt. 


es 


Je vorn man die u Q oder den Hebelarm b derfelben giebt, lußt 


ſich b = , oder = = 24 peredinen. 


Man nen im legteren "ale Q die vom Hebelarm a auf den He- 
belarm b reducirte Kraft P, und kann hiernad die gegebene Umbre- 
hungskraft P auf jeden beliebigen Hebelarm reduciren, alfo auch durch eine 
andere, an jedem beliebigen Hebelarm wirkende Kraft erfegen, oder ins 


Gleichgewicht bringen. 
D ⸗ ... 
Auch kann man durch die Formel Q artnet ein ganzes 


Syſtem von Umdrehungskräften auf einen und denfelben Hebelarnı reduciren. 


Beifpiel. An einem um eine Are drehbaren Körper wirken die Umbrehunge- 
fräfte PR = 50 Pfund und P, = — 35 Pfund an den Armen a, — 1Y, Tuß 
und a, — 2%, Fuß; man fucht die Kraft P,, welche an einem Hebelarme a, =4 
Fuß wirken foll, um Gleichgewicht herzuftellen, oder eine Umdrehung um die Are 
zu verhindern. Es if: 

50.125 —35.25+4P,—0, daher: 


B= pm _ — 6.25 Pfund. 


Hebel. Ein um eine feſte Are drehbarer und von Kräften ergriffener 
Körper hat den Namen Hebel (franz. levier; engl. lever) erhalten. “Denkt 
man ſich denfelben gewichtslos, jo heigt er ein mathematifcher Hebel, 
außerdem aber ein materieller oder phyfijcher. 

In der Regel nimmt man an, daß die Kräfte eines Hebels in einer win- 
felxecht zur Are ftehenden Ebene wirken, und erjegt die Are durch einen feiten 
Punkt, den man den Ruhe:, Dreh- oder Stügpunft (franz. point 
d’appui; engl. fulcrum, hypomochlion) nennt. Die von diefem Punkte 
nach den Richtungen der Kräfte gefällten Perpendikel heißen ($. 89) Hebel- 
arme. Sind die Richtungen der Kräfte eines Hebels unter ſich parallel, fo 
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bilden die Hebelarme eine einzige gerade Linie, und der Hebel heißt dann ein 
geradliniger oder gerader Hebel (franz. levier droit; engl. straight 
lever); ftoßen aber die Hebelarme unter Winkeln zufammen, fo heißt der 
Hebel ein Winkelhebel (franz. levier courbô; engl. bent lever). Der 
gerablinige von nur zwei Kräften ergriffene Hebel ift entweder einarmig 
oder doppelarmig, je nachdem die Angriffspunfte auf einerlei oder auf 
entgegengefegten Seiten des Stüßpunftes Legen. Man unterſcheidet aud) 
wohl Hebel der erften, zweiten und dritten Art von einander, indem man den 
doppelarmigen Hebel, Hebel der erften Art, den einarmigen Hebel aber ent- 
weder Hebel ber zweiten oder Hebel der dritten Art nennt, je nachdem die 
vertical abwärts wirkende Kraft (Taft), oder die vertical aufwärts wirkende 
Kraft (Kraft) dem Stützpunkte näher Liegt. 


N 


Die Theorie des Gleichgewichtes am Hebel ift im Vorhergehenden $. 136 
vollftändig begründet, wir haben daher nur noch eine Specialifirung der⸗ 
jelben nöthig. 


Bei dem doppelarmigen Hebel ACB, Fig. 183, ift, wenn man den 
Hebelarm CA der Kraft ? durh a und den Hebelarm CB der anderen 
Kraft Q, die man gewöhnlich Laſt nennt, mit b bezeichnet, nach der allge- 
meinen Theorie: Pa —= Ob, d.i. Moment der Kraft gleih Mo- 
ment der Raft, der auch: P:Q —=b:a, d. i. die Kraft verhält 

Fig. 183. Fig. 184. 
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fih zur Laft, wie der Hebelarm der le&teren zu dem Hebel- 
arme der erfteren. Der Drud im Stügpunfte ft Z=P+Q. 

Bei den einarmigen Hebeln ABC, Fig. 184, und BAC, Fig. 185 
(a. f. S.), findet diefelbe Beziehung zwiſchen Kraft (P) und Laft (9) ftatt, 
es ift hier aber die Kraft der Laft entgegengefegt gerichtet, und deshalb der 
Drud im Stügpunfte gleich der Differenz beider, und zwar im erften Falle: 

R=0Q-—DP, und im zweiten Sale: R= P—OQ. 
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Auch beim Winkelhebel ACB mit den Hebelarmen ( V a und 
CO=b, Fig. 186, bleibt P:Q —=b:a, nur iſt bier der Druck im 
Fig. 186. 

Fig. 188. 2 
P ⸗ AN 





.r 
—* 
2 
* ——— 
x 
N 
Ss 
N 


Stützpunkte gleich, der Diagonale R desjenigen Parallelogrammes CP, RQı, 
welches fich aus der Kraft P und Laft Q und dem Winkel PL CQ = PDQ=o, 
unter welchem die Richtungen derjelben zufammenftoßen, conftruiren läßt. 

Iſt G das Gewicht des Hebeld und CHE — e, ig. 187, der Abftand 
des Drehpunftes C von der Berticallinie S@ durch den Schwerpunft deifel- 
ben, fo hat man Pa + Ge = Qb zu feßen und das Pluszeichen von G 
zu nehmen, wenn der Schwerpunkt auf der Seite der Kraft P liegt, das 
Minuszeichen aber, wenn er auf der Seite der Yaft Q fich befindet. 

Die Theorie des Hebels findet bei vielen Werkzeugen und Mafchinen ihre 

Fig. 188. 
Sig. 187. 





Anwendung. Der Kniehebel ABCD, Fig. 188, welcher zuweilen als 
ein befonderer Hebel aufgeführt wird, ift ein bloßer Winfelhebel. Der um 
die Are C drehbare Arm wird an feinem Ende A von einer Kraft P er- 
griffen und wirft mittel8 einer Stange BD auf die in D angreifende Laſt Q, 
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welche den Arm unter einem fpigen Winfel ABD—= OBE=a« ſchneidet. 
Bezeichnet a die Armlänge CA und b die Armlänge CB, fo hat man ben 


Hebeların von ©: 
CE —=b sin. a, daher: 
Pa = Qb sin.a, oder: 


P— - Q sin. , und umgekehrt: 


a pP 
=, 


Dan wendet diefen Hebel oft zum Zufammenprefien von Stoffen an. 
Die Prepfraft Q wächft hiernach direct wie P und Z, dagegen umgefehrt 


wie sin. &. Durch Berfleinern des Winkels & läßt ſich alfo diefe Kraft Q 
beliebig vergrößern. 


Beifpiele. 1) Wenn man das Ende A einer Brechſtange ACB, Fig. 189, 
mit einer Kraft P von 60 Pfund nieverprüdt, und es ift ver Hebelarm CA ver 
Fig. 189 Kraft 12 mal fo groß als der 
ge 8 Hebelarm CB ver Laft, fo wird 
biefe, oder vielmehr die in B 
ausgeübte Kraft Q, 12mal fo 
groß als P fein, alfo 
Q = 12.60= 720 Pfund 
betragen. 


2) Wird eine an einer Stange 
hängende Laſt Q, Fig. 190, von 
zwei Arbeitern fortgetragen, vou 
denen der eine in A und ber 
andere in B angreift, fo Tann 
man ermitteln, wie viel Drud 
jeder der beiden Arbeiter auszu⸗ 
Fig. 190. halten hat. Es ſei die Laft 
Q —= 120 Pfund, das Gewicht 
der Stange, = 12 Pfund, die 
Entfernung AB ver beiven An; 
griffspunfte von einander, — 6 
Fuß, die Entfernung der Lafl 
von einem diefer Bunfte 3, BC 
— 21, Fuß, und die Entfernung 
des Schwerpunftes S der Stange 
von eben demfelben: 

BS = 31, Fuß. 
Sehen wir B als Stützpunkt 
an, fo hat die Kraft P, in A 

Q den Laſten Q und 6G das Gleich⸗ 
gewicht zu Halten; es ift alfo: 
Weisbach's Lehrbuch d. Mechanik. J. 13 





Ha 
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P,.BA=0.BO +6.B5,»i: 
6P, = 235.120 + 3,5.12 — 300 + 42 — 342, vaher: 
P== — 57 Pfund. 
Wird hingegen A als Stützpunkt angefehen, fo ift zu feßen: 
P,.AB=Q0.4C+4G.45S, 
alfo in Zahlen: 
6P,— 35.120 +25. 12 = 420 + 30 = 450, 
daher ift die Kraft des zweiten Arbeiters: 
Pp=7 — 75 Pfund; 
auch iſt, ſehr richtig, die Summe der nach oben wirkenden Kraͤfte 
P, + P = 57 + 75 = 132 Pfund 
fo groß wie die Summe der nad) unten wirfenden Kräfte 
+ 6 = 120 + 12 = 132 Pfund. 
3) Bei einem 150 Pfund fchweren Winfelhebel ACB, Fig. 191, ift die vertical 
ziehende Laſt Q— 650 Pfund und ihr Hebelarm CB — 4 Fuß, dagegen der Hebel- 
arm der Kraft P,R,CA=6 Fuß und ber 


Fig. 191. Hebelarm des Gewichtes, CE — 1 Fuß. Wie 

groß ift die zur Herftellung des Gleichgewichtes 

pP DA nöthige Kraft P und der Druck R im Zapfen? 
Es ift: 


CA.P=CB.Q + CE.G, d. i.: 
6P=4.650 +1. 150 — 2750, 
folglich ift die Kraft: 
P = 27° = 158%, Pfund; 
der Zapfendruck aber befteht aus der Vertical- 
kraft Q + G —= 650 + 150 — 800 Pfund 
und der Horizontalgewalt P — 4581, Pfund, 
ift alfo: 
R=V(Q+9+P: 
— V (800)? + (458%) 
— V 850070 — 92 Pfunt. 





Es können an einem Hebel auch mehr als zwei Kräfte P und Q mir- 
fen; aud) ift es nicht nöthig, daß die Kräfte eines Hebels in einer und derfelben 
Umbdrehungsebene wirken. Sind Q,, Qs, Qs die Laſten eines Hebeld ACB, 
dig. 192, ſo wie b1,b,,b; die Hebelarme O.B,, CO Bz, C Bs derjelben, wäh- 


— 


rend die Kraft P am Hebelarme 0 A— a wirft, fo hat man 
Po=Qqb + ab 4 6 bʒ, 
und wenn der Hebel ein geradliniger ift, den Drud im Stügpuntfte: 
R=P + +%+ 6.. - \ 
Wirken die Kräfte eines Hebels in verjchiedenen Umbdrehungsebenen des 
Hebeld A CD B,B,, Sig. 193, fo ändert ſich deshalb die Momentenformel 
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Pa—=Qb + Q ba +. nicht, nur findet Hier eine befondere Vertheilung 
des geſammten Arendruds R—= P+ 0, + Q; + auf die beiden 


Fig. 192. Fig. 193. 
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Stüßpunfte oder fogenannten Zapfenlager C und D ftatt. Bezeichnet wieder 7 die 
Länge ber Hebelare CD oder die Entfernung ihrer Stützpunkte von einander, 
und find lo, li, Ta -- die Abftände CO, C OL, C Oz: -- der Umdrehungsebenen 
der Kräfte vom Stützpunkt C, jo hat man für die Zapfendriide R, und R, 
in D und C folgende Formeln: 


R _ Ph + QIl +Qbo+---, um 
7 
MR m e-W+GL-WALRE-h) 


Bei einem Winfelhebel, wo die Kräfte nicht parallel wirken, bleibt zwar 
der Ausdrud Pa Qı bi + Qabz + --- unverändert, nur wirken dann die 
auf die Stügpunfte reducirten Arendrüde, wie z. B. m a en , in 
verſchiedenen Richtungen und laſſen ſich daher nicht mehr durch Addition ver⸗ 
einigen, ſondern müſſen wie die in einem und demſelben Punkte angreifenden 
und in einer Ebene wirkenden Kräfte vereinigt werden (ſ. 8. 79 und 8. 80). 


Beifpiel. Wenn ver Hebel in Fig. 193 in den Abſtänden CO, =4h = 12 
Zoll un CO, =L,=24 Zoll vom Zapfen C die an den Hebelarmen O, B, 
—b, =16 Soll und 0, B,=b, = 10 Zoll wirkenden Laften Q, = 300 Pfund 
und Q,— 480 Pfund trägt, wie groß ift die zur Herftellung des Gleichgewichts 
nöthige und an dem Hebelarm O A—a—60 Zoll wirkende Kraft P, und wie 
groß find die Zapfendrüde in C und D, vorausgefegt, daß die Kraft im Abſtande 
C0O=1=18 Zoll vom Zapfen C wirkt, und die ganze Arenlänge CD=]| 
— 32 Zoll migt? 

Es ift die Größe der erforderlichen Kraft: 


p_ 4 + Q,b, _ 300. 16°E480.10_ 3. 16480 99.4 90=160 Pfand, 
und es ſind die Zapfendrücke | 


15* 
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R, 


_160.134300.12 2450.24 _ 


562.5 Brunm, und 
32 * 


R=R—- BR, =30 + 20 + 160 — 562,5 — 377,5 Brum. 


Anmerfung. Die Rirfung ver Schwere am Hebel läßt ch mit Vertbeil aud 
anwenten, um ten Shwernunft 5 unt Tas Gewicht @ eines Kerrers AB, Sig. 194, 


Fig. 19. 





zu ermitteln. Man unterüge den Körper erk in 
einem Bunfte (' und dann ın einem Bunfte Ci, 
welderr um CC, —=d vem eriien abriebt, und 
ringe ven Körrer beide Mal tur eine ın den 
Abſtänden & A — a und C IA=a=a— dmir 
kende Kraft ins Gleichgewicht. Zr num der Werth 
dieter Kraft das erite Mal — P und das zweite 
Mal P,, femer das Gewicht des Körpers, — G 
und der Abſtand ſeines Schwerpunktes S von A, 
AB=xz, ie hat mun: 


Pa=G(z—a) um Pk, a=G(2— a,), woraus 


&. 138 Druck der Körper auf einander. Das in $. 65 ausgeſprochene 
Erfahrungsgejeg: „Wirkung und Öegenwirkung findeinander gleich,“ 
ift die Bafis der ganzen Maſchinenmechanik. Es ift an diefem Orte nöthig, 
die Bedeutung deſſelben nod) näher auseinanderzufegen. Wirken zwei Rörper 
M und Mi, Sig. 195, mit den Kräften P und P, auf einander, deren Rid)- 


"ig. 195. 
X 





tungen von ber gemeinfchaftlichen 
Normale X X zu den in Berührung 
befindlichen Oberflächentheilen beider 
Körper abweichen, fo tritt ſtets eine 
Zerlegung der Kräfte ein; e8 geht 
nurdiejenige©eitenfraft Noder 
N, von einem Körper auf den 
anderen über, welche die Rich— 
tung der Normale hat, die andere 
Seitenkraft S oder S, hingegen bleibt 
im Körper zurück und muß durch 
eine andere Kraft oder ein anderes 
Hinderniß aufgenommen werden, um 
die Körper im Gleichgewichte zu er- 
halten. Zwiſchen den normalen Sei— 


tenkräften N und N, aber findet, dem angeführten Principe zufolge, vollfont- 


mene Gleichheit ftatt. 
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Weicht die Richtung der Kraft P um den Winkel NAP—=« von ber 
Normale A X und um den Winfel 84 P von der Richtung der zwei- 
ten Geitenfraft S ab, jo hat man (f. 8. 78): 

P sin. ß P sin. a 


"Tunlc+d  inath 
Bezeichnet man ebenfo N Aı Pı durd) &, und S,A, P, durch A,, jo hat 
man aud): 


Pi sin. ßı Pı sin. a 
N, = ——— md 9, — I 
sin. (& + Pı) 


sin. (0; 7 Bı)’ 
endlich wegen der Gleichheit N = N;: 
P sin. 6 — _Pısin.ßı : 
sin.(@+Pß) sin.(c, + Bı) 


Beifpiel. Welche Kraftzerlegungen treten ein, wenn ber durch ein Hinderniß 


Fig. 196. DE aufgehaltene Körper M,, Fig. 196, 
durch einen anderen, um eine Are C dreh⸗ 
* „> baren Körper M mit einer Kraft P= 250 


Pfund gebrüdt wird, und die Nichtungs: 
winfel folgende find: 
PAN=ı.ı.= 35°, 
PAS=ß=48, 
P,4, N, =a, =65), 
P, Ai Si = Pı = 500. 





P+ Aus der erften Formel beftimmt ſich ver 
| Frl F Normaldrud zwifchen den beiden Körpern: 
/ ’ — P sin. ß 
! See) 
* 
*⸗ 250 sin. 480 
aus der zweiten folgt ferner der Druck gegen die Are over den Zapfen C: 
Ber 
— Psin.« __ 250 sin. 35 — 144,47 Pfund; 


sin.(e-+P) sin. 830 
endlich aus der Verbindung der dritten und vierten Gleichung ergiebt ſich der Cei- 
tendrud gegen das Hinderniß DE: 
N, sin. ae, 187,18 sin. 65° 2 
I nn DE el i 
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gewicht eines unterjtügten Körpers nicht geftört, wenn man ftatt der Stütze 
eine Kraft anbringt, welche den auf die Stüte übergehenden Drud oder Zug 
aufnimmt, und daher demfelben an Größe gleich und der Richtung nach entgegen- 
gefetst ift. Nach Einführung diefer Kräfte läßt fich daher jeder irgendivie 
unterftüßter oder theilweiſe feftgehaltener Körper auch als ein völlig freier 
Körper anfehen, und folglich auch der Gleichgewichtszuftand defjelben wie der 
eines freien Körpers oder eines feften Kräfteſyſtemes behandeln. 
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Wenn z. B. bei dem um die Are C drehbaren Körper M, Sig. 197, die 
Kraft N auf einen zweiten Körper M, übergeht, und die Kraft S von der 
Are C aufgenommen wird, fo kann man aud) annehmen, daß berjelbe ganz 
frei fei und außer der Kraft P nod) von zwei Kräften — Nund — S er 
griffen werde. Wenn ebenfo der Körper M, mit der Kraft N, auf M 
und mit der Kraft S, gegen die fefte Ebene DE drüdt, jo wird deshalb 
das Gleichgewicht nicht geftört, wenn man ftatt diefer Stügen zwei Gegen- 
fräfte — N, und — S, einführt, und diefelben mit den Kräften, welche üiber- 
dies noch auf diefen Körper wirken, z. B. mit P,, vereinigt. Bein Öleich- 
gewichtszuftande muß natürlich fowohl die Mittelfraft des einen Körpers, _ 


Fig. 197. Fig. 198. 





als aud) die des anderen — Null fein, daher fowohl die Mittelfraft aus 
— N und — S durd) P, als aud) die aus — N, md — Sı durch P, 
aufgehoben werden. 

Da ſich die Kräfte N und N,, mit welchen die beiden Körper auf ein- 
ander wirken, das Gleichgewicht halten, fo werden folglich auch im Gleich— 
gewichtszuftande der Körperverbindung (M, M,) die Kräfte PR — S, Pı 
und — 81 im Gleichgewicht fein. Man nennt jene Kräfte N, N, 
innere, und die Kräfte 2, — S, P, und — S, äußere Kräfte der Körper: 
verbindung oder des Kräftefyftenes (IM, M,) und kann hiernach behaupten, daß 
im Gleichgewichtszuftande des Legteren, ſich nicht allein die inneren Kräfte 
da8 Gleichgewicht halten, fondern aud) die äußeren Kräfte im 
Gleichgewicht find, wenn man diefelben, wie Big. 198 darftellt, bei 
underänderter Größe und Richtung, in irgend einem Punfte O 
angreifend annimmt. 


Stabilität. Wenn ein fi) auf eine Horizontalebene ftütender Körper: 
außer der Schwerkraft von Feiner anderen Kraft getrieben wird, fo beſitzt der- 
jelbe fein Beftreben zur fortfchreitenden Bewegung, weil das vertical abwärts 
wirfende Gewicht von diefer Ebene vollftändig aufgenommen wird; wohl aber 
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ift eine Drehung des Körpers möglih. Ruht der Körper ADBF, Fig. 
199, mit einem Punkte D auf der Horizontalebene HR, fo bleibt derfelbe 
in Ruhe, wenn fein Schwerpunft S unterftügt 
ift, d. 5. in ber durch den Stügpunft D gehen- 
den Berticallinie (verticalen Schwerlinie) Liegt. 
Stützt fi aber ein Körper in zwei Punkten 
gegen die horizontale Dberfläche eines anderen, 
ſo erfordert das Gleichgewicht deilelben, daß die 
verticale Schwerlinie die die beiden Stützpunkte 
verbindende Gerade durchſchneide. Ruht end- 
(ich) ein Körper in drei oder mehreren Punkten 
auf einer Horizontalebene auf, fo befteht Gleichge⸗ 
wicht, wenn die verticale Schwerlinie durd) das Dreied oder Polygon Hin- 
ducchgeht, welches entfteht, wenn man die Stützpunkte durch gerade Linien 
mit einander verbindet. 
Uebrigens find aud) bei den unterftügten Körpern ftabiles und Tabiles 
Gleichgewicht von einander zu unterfcheiden. Das Gewicht G@ eines Kör- 
Fig. 200. per8 AB, Fig. 200, zieht den Schwerpunft 
8 deſſelben abwärts; ftellt fich num diefer Kraft 
fein Hinderniß entgegen, jo bringt fie in dem 
Körper eine Drehung hervor, die jo weit fort- 
geht, biß der Schwerpunft feinen tiefften Ort 
einnimmt und der Körper ins Gleichgewicht 
fommt. 8 läßt ſich aber behaupten, daß das 
Stleihgewicht.ftabil ift, wenn der Schwerpunft 
die möglich) tieffte Lage, Fig. 201, daß e8 nur 
labil ift, wenn er die höchfte Lage einnimmt 
(Fig. 202), und daß e8 endlich ein indifferentes Gleichgewicht ift, wern der 


Fig. 201. 


Fig. 19. 








Fig. 203. 
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Schwerpunft bei jeder Stellung des Körpers auf einerlei Höhe bleibt (Fig. 203). 


& 141 


232 Dritter Abſchnitt. Drittes Gapitel. [8. 141. 


Beifpiele. 1) Der homogene, aus einer Halbfugel und einem Cylinder befte- 
hende Körper ADBF, Fig. 204, ruht auf einer Horizontalebene IR. Welche 
Fig. 204. Höhe SF=h muß der cylindrifche Theil def- 
felben haben, damit viefer Körper Gleichgewicht 
annehme? Der Halbmeffer einer Kugel fteht auf 
ver entfprechenden Berührungsebene winkelrecht; 
nun ijt aber die Horizontalebene eine folche Ebene, 
folglih muß auch der Halbmefler SD auf der 
Horizontalebene rechtwinfelig ftehen und in ihm 
zugleich der Schwerpunft des Körpers liegen. Die 
par den Kugelmittelpunft gehende Are FSL 
des Körpers ift eine zweite Schwerlinie deſſel⸗ 
ben; es ift daher der Mittelpunft S, als Durch⸗ 
Ichnitt beider Schwerlinien, Schwerpunft des 
Körpers. Sehen wir den Kugel- und Cylinderhalbmeſſer SA=SB=SL=r 
und die Eylinderhöhe SF=BE=—=h, fo haben wir für das Volumen der Halb- 
kugel: V1 = nr, für das Volumen des Eylinders: %,—=nr?2h, für den Ab: 
fland des Kugelichwerpunftes S,, SS, =%, r, und für den des Cylinderſchwerpunk⸗ 
tes 8, SS, —Ysh. Damit nun der Schwerpunft des ganzen Körpers nah S 
falle, ift das Moment %,nr3.%,r ver Halbfugel gleichzufegen dem Moment 
nr?h.Y.h des Cylinders; hieraus aber ergiebt fi: 
MR—'yr2,d.i.h=r VY% = 0,7071.r. 

Iſt der Körper nicht homogen, fondern hat der halbkugelförmige Theil deſſelben 
das fpecififehe Gewicht &, und der cylinprifche Theil das fpecififche Gewicht &,, fe 
find die Momente diefer Theile, ar rd. der und ar?he,.Y, , und es folgt 
durch Gleichſetzung berfelben: 





2 e =ar,dbi.h=r 5 = 0,7071 V&.r. 
€9 ©9 
2) Der Drud, welchen jeves ver drei Beine A,B,C, Fig. 205, eines beliebig 
belafteten Tifches auszuhalten hat, beftimmt 
fih auf folgende Weile. Es fei S Schwer: 
punft des belafteten Tifches, und es feien 
SE, OD Perpendikel auf AB. Bezeich⸗ 
nen wir nun das Gewicht des ganzen Tifches 
durh G und den Drud in C durch R, fo 
fönnen wir, AB als Are behandeln, feßen:: 
Moment von R= Moment von G, d. i.: 
R.CD=G.SE, 
und erhalten nun: 


—— 7: @; ebenfo auch den Drud in B: 





Beichäftigen wir und mit dem Falle, wenn ein Körper mit einer ebenen 
Bafis auf einer horizontalen Ebene ruht, etwas fpecieller. Ein folder 


$.142.] Gleichgewicht fetgebaltener und unterftügter Körper. 233 


Körper befigt Stabilität oder ift im ftabilen Gleidhgewichte, wenn fein 
Schwerpunkt unterftügt ift, d. h. wenn das den Schwerpunft enthaltende Loth 
durch die Bafis des Körpers hindurchgeht, weil in diefem Falle die durch das 
Gewicht des Körpers angeregte Drehung durd) die Feſtigkeit deffelben verhin- 
dert wird. Geht das Loth durch den Umfang der Bafis, fo befindet fi) der 
Körper im labilen Gleichgewichte, und geht endlich daffelbe gar nicht durch 
die Bafis, fo findet gar Fein Gleichgewicht ftatt, der Körper dreht fich um 
eine Seite des Umfanges feiner Bafis und ftürzt um. Das dreifeitige Prisma 
ABC, Fig. 206, ift hiernadh ftabil, weil das Loth SG durch einen Punkt 
N der Bafis BC hindurchgeht ; da8 Parallelepiped AB CD, Fig. 207, ift 
im labilen Sleichgewichte, weil das Loth SG eine Seite D der Bafis CD 
durcchjchneidet; der Cylinder AB CD, Fig. 203, ift endlid) ohne Stabilität, 
weil das Loth SG deſſen Bafis CD nicht durchſchneidet. 


Fig. 206. Fig. 207 





Stabi lität. oder Standfähigfeit (franz. stabilits; engl. stability) ift 

: Fig. 208. das Vermögen eines Körpers, durd) 
ſein Gewicht allein feine Stellung zu 
behaupten undeiner Umdrehungsurſache 
Widerftand entgegenzufegen. Kommt 
es darauf an, ein Maß für die Sta— 
bilität eines Körpers auszuwählen, fo 
muß unterjchieden werden, ob nur auf 
eine Verrückung oder ob auf ein wirkli- 
ches Umftürzen NRüdficht genommen 
"werden fol. Ziehen wir zunächft nur 





das erſte Verhältnig in Betracht. 


Stabilitätsformeln. ine nicht vertical gerichtete Kraft P fucht einen $. 142 
Körper AB CD, Fig. 209 (a. f. S.),nicht allein umzuftitrzen, fondern aud) fort- 
zufchieben; nehmen wir indeſſen an, daß diefem Fortſchieben, oder nad) Befinden 
Sortziehen, ein Hinderniß entgegengefegt jei, berüdfichtigen wir alſo nur 
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da8 Umdrehen um eine Bafisfante C. Fällen wir von diefer Kante ein Per- 
pendifel CE — a gegen die Kraftrichtung und ein anderes Perpendikel 

Fig. 209. - ON ==e gegen die verticale Schwerlinie 
S G des Körpers, fo haben wir e8 mit einem 
Winkelhebel ECN zu thun, fiir welchen 
gilt: Pa — Ge, alſo P= - G; ift 
folglich die äußere Kraft P wenig grö— 


e@ 5 
ßer als — ſo nimmt der Körper eine 





Drehung um C an und verliert alſo feine 
Stabilität. Es hängt hiernach feine Stabilität von dem Producte (Ge) aus dem 
Gewichte des Körpers und aus dem kürzeften Abftande zwifchen einer Seite des 
Umfanges der Bafis und dem Lothe durch den Schwerpunft ab, und es läßt 
fich daher Ge als Maß der Stabilität anfehen und deshalb aud) fchlecht- 
weg Stabilität ſelbſt nennen. 

Man erfieht hieraus, daß die Stabilität mit dem Gewichte G und dem 
Abftande e gleichmäßig wächſt, und fchließt hiernach, dag unter übrigens glei- 
chen Umftänden eine doppelte, dreimal fo ſchwere Mauer u. f. w. nicht mehr 
Standfähigfeit befitt, als eine Mauer vom einfachen Gewichte und dem dop- 
pelten, dreifachen Abftande oder Hebelarme e u. ſ. w. 


8.143 1) Ein PBarallelepiped AB CD, Fig. 210, von der Länge 7, Breite 
AB=CD-=-b und Höhe AD—BC=h hat das Gewicht & — Vy 
—bhly, und die Stabilität 

Gb 


St =6.DN=6.1,0D=— — /,b?hly, 


infofern y die Dichtigfeit der Maffe des Parallelepipedes bezeichnet. 
Fig. 210. Fig. 211. 





2) Bei einem aus zwei Parallelepipeden beftehenden Körper BDE, 
Fig. 211, find die Stabilitäten in Hinjicht auf die beiden Bafisfanten C und 
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F verjchieden von einander. Sind die Höhen BC und EF—h und h 
und die Breiten CD und DF—=b und bı, fo hat man die Gewichte der 
Theile G nd 61BhIy und b, h,Ty; die Hebelarme in Beziehung auf 
C,CN=1,b und CO=b+Y1,b,, und in Beziehung auf F,—b, 
+ Y3b und Yzbı; es ift demnad) die Stabilität: erjtens für eine Um— 
drehung um C: 
S—Yab+Hb+Yb),—=lhbh+db A, + Yab'h)ly, 
dagegen zweitens, in Beziehung auf F: 
Sti — G(bi +1) +, HHb=(Yab’hı +bbh,h+ 1/yb2h)ly. 
Die letztere Stabilität ft um St, — St = (h— hı)bb, 1y größer als 
bie erftere; will man die Stabilität einer Mauer A U durch Banquet® DE 
vergrößern, fo find diefe demnach auf derjenigen Seite der Mauer anzubrin- 
gen, wohin die Umdrehungskraft (Wind-, Wafler-, Erddrud u. ſ. w.) wirft. 
Bon einer auf einer Seite geböfhten Mauer ABCE, Fig. 212, er= 
Fig. 212. giebt fic) folgende Stabilität. Es fei die Yänge 
A B diefer Mauer — 1, die obere Breite derfel- 
— ben, AB=b, ihre Höhe BCn, ferner 
die Böſchung = n, d.h. auf AK=1 Fuß 
Höhe, KL == n Ausladung, alfo auf} Fuß: 
DE=nh. Das Gewicht des Barallelepi- 
pedes AC ift @—bhly, das des drei- 
feitigen Prismas ADE= (4, —=!/anh.hly, 
die Hebelarme für eine Umdrehung um E find 
EN=ED+Yb—=nht1,db um 
EO0O=?:; ED=?;nh; 





es folglich die Stabilität: 
— GE (oh + 1b) + 2, Gnk—= (ld? Hnhb äi, M)n:dy. 

— parallelepipediſche Mauer von gleichem Volumen hat die Breite 
b !,nh, daher die Stabilität: 

Sb — Yl+ Ynh)ay—=l!i;d + Yanhb + yn? h?)hiy; 
ihre Stabilität ift daher um SE — St = (b+ Pa nh).!/gnh?ly Heiner 
als die der geböfchten Mauer. 

Für eine auf der entgegengejetten Seite geböfchte Mauer ift die Stabilität: 

St, = (b?’+nhb+1,n?h?).Vyhly, 
demnach auch Feiner als St, und zwar um 

St — Se =(b+ Yznh).Yynh?ly, 
wiemohl um St, — St, — Yaın?h?ly größer als die Stabilität der paral- 
lelepipedifchen Mauer. 


Beifpiel. Wie groß it die Stabilität einer Bruchfteinmauer von 10 Fuß 
Höhe und 11/, Fuß oberer Breite für jeden Fuß Länge, bei 1/, füßiger Böfchung 


! 
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an der Mückfeite? Das fpecififche Gewicht dieſer Mauer ($. 61) — 2,4 angenom- 
men, folgt die Dichtigfeit verfelben y— 61,75.2,4— 148,2 Pfund, nun iſt !=1, 
h=10,b = 123 mn = Y, = 0,2; e8 folgt daher die gefuchte Stabilität: 
St =[Y,. (1,25)? + 0,2.1,25.10 +,..(0,2)2.102] 10.1.1482 

— (0,78125 + 2,5 + 1,3333) . 1482 — 4,6146 . 1482 — 6839 Fußpfunt. 

Bei dverfelben Menge an Material und unter übrigens gleichen Umftänden wäre 
die Stabilität einer parallelepipedifchen Mauer: 

St, =[Y,. (1,25)? 414 .0,2.1,25.10+ Y,. 0,22. 102]. 1482 
— (0,78125 + 1,25 + 0,5). 1482 = 2,531 .1482 = 3751 Fußpfunt. 
Endlich hätte dieſelbe Mauer mit geböfchter Vorderſeite Stabilität: - 
St, = 1, (1,25)? -+1%.0,2.1,25.10+%,.. (0,2)2. 102]. 1482 
— (0,78125 + 1,25 + 0,666...) . 1482 — 2,6979 .1482 — 3998 Fußpfund. 

Anmerfung. Man erfieht aus dem Vorhergehenden, daß es eine Erfparung 
an Material gewährt, die Mauern zu böfchen, oder mit Pfeilern zu verfehen, ihnen 
Banquets zu geben, fie auf Plinten zu feßen u. f. w. Eine weitere Ausführung 
viefes Gegenftanves giebt der zweite Theil, wo vom Erddruck, von den Gewölben, 
Brüden u. f. w. gehandelt wird. 

Dynamische Stabilität. Von dem im legten Paragraphen abgehan- 
delten Maße der Stabilität eines Körpers iſt ein anderes Maß derfelben 
zu unterjcheiden, wobei wir die zum Umftürzen eines Körpers erforderliche 
mechaniſche Arbeit in Betracht ziehen. Es ift die Leiftung oder Arbeit einer 
Kraft gleich dem Producte aus Kraft und Weg, ferner die Kraft eines ſchwe— 
ren Körpers iſt da8 Gewicht G und der Weg deffelben die Verticalprojection 
des vom Schwerpunkte durchlaufenen Weges, folglich, kann auch im letzteren 
Sinne zum Maße der Stabilität eines Körperd das Product Gs die- 
nen, wenn s die ſenkrechte Höhe ift, auf welche der Schwerpunft des Kör- 
pers fteigen muß, um den Körper aus feinem ftabilen Gleichgewichtszuftande 
in einen labilen zu bringen. 

Es fei O die Drehungsare und S der Schwerpunft eines Körpers ABCD, 
Fig. 213, deffen dynamiſche Stabilität wir angeben wollen. Drehen wir den 

Fig. 218. Körper, fo dag fein Schwerpunkt S nad) 
A Sı , d. h. fenfrecht über C kommt, fo ift 
Ai der Körper im labilen Öleichgewichte, 
denn wenn er nur noch wenig weiter ge 
' dreht wird, fo gelangt er zum Umfturz. 
| Ziehen wir die Horizontale SN, fo ſchnei⸗ 
det diefe die Höhe N Sı = s ab, auf 
welche dev Schwerpunft geftiegen tft, und 
aus welcher ſich die Stabilität Gs er- 
giebt. Iſt num 
CS=(0Sı =r CM=NS=e 
und die Höhe ON—=MS= a, fo folgt der Weg: 
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S N=s=r—a=Va?+te!—a, 
und die Stabilität im legteren Sinne: 
— 6 Va+e— a). 
Der Factor s= Ya? te? — a giebt fr d — O, s— e, fir a=e, 
s—= e(V 2 — 1)=0,414e, für a=ne aber s—=(Vn +1 n) e, Alte 


l e e 
nähernd = (n + 5 — n)e = In’ aljo fir a=10e,s = 50 und 


für a — 0, — 0; es iſt alſo die Arbeits-Stabilität um fo größer, 


je tiefer der Schwerpunkt Liegt, und fie nähert fich immer mehr und mehr der 
Null, je höher fich der Schwerpunkt über der Bafis befindet. Schlitten, Wa- 
gen, Schiffe u. f. w. find deshalb fo zu beladen, daß der Schwerpunkt des 
Ganzen nicht nur möglichft tief, ſondern auch nahe über die Mitte der Baſis 
zu liegen kommt. 

Iſt der Körper ein Prisma mit fymmetrifch trapezoidalem Querſchnitte, 
wie Fig. 213 im Durchſchnitt vorſtellt, und ſind die Dimenſionen folgende: 
Ränge = 1, Höhe MO—h, untere Breite CO D—b, und obere Breite 
A B=-b,, jo hat man: 

bi 1 + 2b, 2b h 


MS=a= bi 
Ü M=e=—!1j, bi, her: 


EV 22" Tun 2 
Ber= Vey'+, +) + (3 3) 


und die dynamische Stabilität oder die zum Umſtürzen diejes Körpers nö— 
thige mechaniſche Arbeit: 
(db, /(h+2b he d+2b h 
St — 6 V@ + 2b h _dH+ 2,1. 
2 bb +b 3 bb+b 3 
Beifpiel. Wie groß iſt die Stabilität oder die mechaniſche Arbeit zum Ums 
Big. 914. flürzen des Obelisfn ABCD, Fig. 214, aus Granit, 
wenn deſſen Höhe kA — 30 Fuß, obere Länge und Breite 
— 1, und db, =1 Fuß und untere Länge und Breite 


l, = 4 Fuß und du, — 31, Fuß betragen? Das Volu⸗ 
men dieſes Körpers iſt ($. 121): 
h 
v=@bl+2b5u4+bdilat ba li) rn 
—=(2.%.1+2.4.%+1.4+% .7%):°% 
— 40,25 .5 = 201,25 Cubikfuß; 
wiegt nun 1 @ubiffuß Granit, =3 - 61,74 = 185,22 
Pfund, fo it das ganze Gewicht dieſes Körpers: 
G— 2301,25. 185,22 —= 37275 Pfund. 
Die Höhe feines Schwerpunftes über der Balls beträgt: 


36. 110) und 
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_ bu +3b,, + bel, dila h 
lt ehr bh Fr la, 2 
4.75 +3. 2. 1+1. 4+%: Ya . 30), — 27,75.15 
40,25 2 7 40,25 
Eine Umdrehung um die längere Baſiskante vorausgefeht, ift ver Horizontalabfland 
des Schwerpunftes von diefer Kante, e =, u =Y-Y=, Buß, daher die 
Entfernung des Schwerpunftes von der Are: 


CS—=r= Va?te: — V (1,75)? (10,342)? — V 110,002 — 10,489; 


und die Höhe, auf welche ver Schwerpunft zu heben ift, um ein Umflürzen herbei- 
zuführen: 





— 10,342 Fuß. 


s=er—a= 10,489 — 10,342 = 0,147 Fuß, 
endlich die entfprechende Arbeit oder Stabilität: 
St—= Gs— 37275 . 0,147 — 5479 Fußpfund. 


Arbeit beim Fortschaffen eines schweren Körpers. lim die 
mechaniſche Arbeit zu finden, welche nöthig ift, um den Ort eines 
ſchweren Körper durch Drehung zu verändern, hat man einen ühnli- 
hen Weg einzujchlagen, wie bei der Berechnung der Arbeitsjtabilität deifelben. 
Dreht man einen fehweren Körper A C, Fig. 215, um eine horizontale Are 
C fo viel, daß fich die Neigung MC S—a ber Schwerlinie CS—r in 

Fig. 215. MCS, = «, umändert, fo legt hierbei der 

— Schwerpunkt Sin verticaler Richtung den Weg 

ZN HS, =M, 4 — MS—=s=+r (sin. —sin.e) 

zurlid, und es ift daher, wenn G das Gewicht 

des Körpers bezeichnet, die hierzu nöthige mecha⸗ 

niſche Arbeit: 

\; Aı = @sı = Gr (sin. &, — Sin. 0). 

D MM, ( Wäre die Drehungsare nicht horizontal, ſon⸗ 

dern um den Winkel 4 gegen den Horizont ges 





neigt, jo würde 

s, =r cos. ß (sin. — sin.) und 

Aı=Grcos.ß (sin. &, — sin.) fein. (Bergl. $. 133.) 

Wird der Körper außerdem noch jo fortbewegt, daß er feine Lage gegen 

die Richtung der Schwere nicht ändert, aber fein Schwerpunft fowie alle 
feine Theile einen und denjelben Weg durchlaufen, deffen Verticalprojection 
—= 5, ift, jo erfordert die Verrüdung oder Fortbewegung des Körpers, die 
mechanische Arbeit, noch den Zufag A, —= 6Gsq, und es iſt daher die gefammte 
mehanijche Arbeit: 

A=4A, + 4A2=G[rcos.ß (sin. &ı — sin.) + sa]. 


Der Weg des Körpers in horizontaler Richtung kommt natürlich ganz 
auper Betracht, wenn man eine jehr Tangjame Bewegung vorausfegt, wobei 
die Arbeit der Trägheit Null zu fegen ift. 
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Bei dem Körper 40, Fig. 216, welcher auf einer horizontalen Ebene 

aufruht, und auf eine andere Horizontalebene C, D, geftellt werden fol, hat 

Fig. 216. man B — 0°, alfo cos.ß =1; 

ferner wenn a und e die verti» 

calen und horizontalen Coordi⸗ 

naten vom Schwerpunft S, des 

Be Körpers in aufgerichteter Stel- 

i „A i lung bezeichnen, den Radius 

A, B, — C S, — 7 — N a? + e?, und 

Te — die Höhe EL Sı r Sin. . 

ln : Der Iſt a der Neigungswinfel BCS 

der Seitenfläche BC des Körpers 

J gegen die Schwerlinie CS, fo 

F ergiebt ſich die anfängliche Höhe 

— Pre ae des Cchwerpunftes S über der 

| | Auflagerungsfläche: 
KS— 08 sin. BCS—rsin.a 
—Va?-+e2.sin.e, 

und es folgt die Höhe, auf welche der Schwerpunft S des Körpers beim 

Aufrichten fteigt: 
HSı = 2 81 — E, H=a— N a? + e? „sin. d. 

Iſt nun noch s, die jenfrechte Höhe der Standebene CO, D, über der erften 
Zagerebene BC, fo hat man die ganze mechanifche Arbeit zum Aufheben des 
Körpers von BC auf %,D:: 

A=G(a— Va? + e?.sin.« 8,). 

Diefe Beitimmung der Arbeit zum Portfchaffen eines Körpers hat nur 
dann ihre volle Kichtigfeit, wenn der Schwerpunft ftetig von S nad) S, ge- 
hoben wird; in dem alle Hingegen, wo der Körper erft aufgericytet und 
dann emporgehoben wird, ift die erforderliche mechanische Arbeit: 

A= GFO+Ss)= G(C0O— KS+s3)—=G[Va? + e?(1— sin.) + sa], 
weil die Arbeit .ON— G (Va? -+e2 — a), welche der Körper beim 
‚Niederfinken des anal von O nad) S, verrichtet, verloren geht. 


A⸗ B. 


Stabilität « eines Körpers auf der geneigten Ebene. Ein Körper 8. 146 
AC,%ig. 217 (a.f.©.), auf einer ſchiefen, d.h. gegen den Horizont geneigten 
Ebene (franz. plan incling; engl. inclined plane) kann zwei Bewegungen anneh- 
men, er kann von der fchiefen Ebene herabgleiten, er Tann fic auch um eine feiner 
Bafisfanten umdrehen und umftürzen. Iſt der Körper ſich jelbft überlaſſen, fo zer- 
legt fich da8 Gewicht G des Körpers in eine Kraft N normal und eine Kraft 
P parallel zur Bafis; die erftere nimmt die fchiefe Ebene vollkommen auf, die 


A 





940 Dritter Abſchnitt. Drittes Gapitel. [$. 146. 


legtere aber treibt den Körper auf der Ebene abwärts. Geben wir den 
Neigungswinkel FAR der ſchiefen Ebene gegen den Horizont — a, fo ha- 


Fig. 217. ben wir auch den Winfel GSN—a, 
und daher den Normaldrud: 
N=&@.cos.a, 
jowie die Kraftzum Herabgleiten: 
P=Gsin.o. 


Geht die verticale Schwerlinie SG 
duch die Baſis CD, wie Fig. 217 
zeigt, ſo kann nur eine gleitende Be— 
wegung entjtehen, geht aber, wie in 
dig. 218, diefe Schwerlinie außerhalb der Baſis vorbei, ſo tritt auch noch 
ein Umftürzen ein, es iſt alſo der Körper ohne Stabilität. Uebrigens hat 


Fig. 219. 





Fig. 218. 








* en 
if ii u ER 





— n > 


ein Körper A C auf der fchiefen Ebene F' HZ, Fig: 219, eine andere Stabili- 

tät al8 auf der Horigontalebene AR. Sind DM=e und MS—a dieredit- . 
winfeligen Coordinaten des Schwerpunftes S, fo hat man den Hebelarm der 

Stabilität: 

DE=DO—MN=ecos.0 — Sin. , 

während er — e iſt, wenn der Körper auf der Horizontalebene ſteht. Da 

e > ec08s.% — asin. o it, jo fällt die Stabilität in Beziehung auf die un- 

tere Kante D auf der fchiefen Ebene Feiner aus, als auf der horizontalen 


Ebene; fie ift fogar Null für ecos.a = asin.e, d. i. für tang. = — 


Wenn aljo der auf einer Horizontalebene mit der Stabilität Ge ftehende 
Körper auf eine fchiefe Ebene zu ftehen kommt, deren Neigungswinkel & dem 


Ausdrude fang. « —= — entfpricht, jo verliert derjelbe feine Stabilität. 


+‘ 


Auf der anderen Seite kann aber auch ein Körper auf der fchiefen Ebene zur 
Stabilität gelangen, die ihm mangelt, wenn er auf der Horizontalebene fteht. 
Für eine Drehung um die obere Kante C ift der Hebelarm O —=CO, 
+ MN=e, cos. 4 asin.a, während er beim Stande auf der Horizon« 
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talebene, = UM = e, anfällt. Iſt nun e, negativ, fo hat der Körper 
feine Stabilität, fo lange er auf der Horizontalebene fteht; ruht er aber auf 
einer geneigten Ebene, fir deren Neigungswinfel &, fang. ıı - ift, fo gelangt 
der Körper in eine ftabile Gleichgewichtslage. 

MWirft außer der Schwerfraft noch eine andere Kraft 2 auf den Körper 
ABCD, Fig. 209, fo behält derfelbe feine Stabilität, wenn die Mitteltraft 
N aus dem Gewichte 6 des Körpers und aus der Kraft 7? eine Richtung 
bat, weldye die Baſis CD) des Körpers durchichneidet. 

Beifpiel. Bei dem Obeliefen im Beilpiele des Baragraphen 144 ifl 
e—=1, Buß unn a = 10,342 Fuß, es verliert folglich verjelbe feine Stabilität, 
wenn er auf eine ſchiefe Ebene zu ſtehen kommt, für deren Neigungswinfel iſt: 


7 7000 ER 
ze —— — 9036 
tang. a = 7710308 ” 11368 0,16922, veren Neigung felglih « — 9036 beträgt, 


Theorie der schiefen Ebene. Da die fdjiefe Ebene nur ben. 
Fig. 220. jenigen Drud in fid) aufnimmt, welcher 
winfelrecht gegen fie gerichtet ift, jo be- 
ftimmt fid) die Kraft P, welche nöthig 
ift, um einen Übrigens vor dem Umſtür⸗ 
zen gejchligten Körper auf der fchiefen 
Ebene zu erhalten, inden man die Bedin- 
gung feitjegt, daß die aus P und G her: 
vorgehende Mittelfraft N, Fig. 220, 
winfelrecht zur fchiefen Ebene ftehe. Der 
Theorie des Barallelogrammes der Kräfte 
zufolge hat man: 
sin. PNO 
sin. PON’ | 
nun ift aber der Winkel PNO — Winkel FG ON—=FHR= 0, und 
der Winkel PON— POK + KON —=B + 90°, injofern man den 
Winkel PEF— POK, um weldhen die Kraftrichtung von der ſchiefen 
Ebene abweicht, mit 4 bezeichnet; man erhält daher: 
sin.a ii — sin. 
sin (0 HP) 7 co 
alfo die Kraft, welche den Körper auf der ſchiefen Ebene erhält: 
G sin. @ 
2 cos.3 
Für den Normaldruck N ift 
N _sin.OGN 
@  sin.ON@' 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L ö 16 





= 
G 
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aber Winkel OGC N—= 90° — (ae +P) und ONG—=PON=9I 8. 


g. 148 


daher folgt 
N _ sin. [90° — (@ + P)] __ cos.(@ + P) 
G sin.(0+PB) cosß 
und der Normaldrud gegen die fchiefe Ebene: 


G .cos.(« + 6). 


N= 
cos. B 
HM a+B>90 Grad, alfo B>90— a, fo falt N negativ aus, 
Fig. 221. und es ift dann, wie Fig. 221 darftellt, die fchiefe 


Ebene HF über den von der Kraft P ergriffenen 
Körper O zu legen. 
Geht die Kraft P mit der ſchiefen Ebene paral- 

Iel, jo ift E = 0 und cos. = 1, daher 

P= G Sin. und N=G.cos.«. 
Wirkt die Kraft P vertical, fo iſt « + = 90°, 
daher - 

cos. B= sin. «, ferner cos. (a + PB) = 0, 
und P — @G fowie N =.0; dann hat alfo die 
Ichiefe Ebene feinen Einfluß auf den Körper. 
MWirkt endlich die Kraft horizontal, fo ift B=— « und cos. B—cos.«, 





daher 


G@ sin. 0 Gr c0s.0 G 
— eg tang. &, ſowie N = 2 — 
cos. & cos. & cos. & 











Beifpiel. Um einen Körper von 500 Pfund auf einer fhiefen Ebene von 500 
Neigung gegen den Horizont zu erhalten, wird eine Kraft aufgewendet, deren Rich— 
tung 750 mit dem Horizonte einfchließt; wie groß ift dieſe Kraft und wie flarf 
drückt der Körper gegen die ſchiefe Ebene? Die Kraft it: 

= 500 sin. 5600 500 sin. 50 — 422,6 Bund 
cos.(75— 50) cos.250 ö j 
und der Druck gegen die Ebene: 
N = ne =142,8 Pfund. 

Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. Bringt man das 
in $. 138 näher auseinandergejegte Brincip von der Gleichheit der Wirfung 
und Gegenwirfung nit dem Principe der virtuellen Gejchwindigfeiten (8. 83 
und $. 98) in Verbindung, fo ftellt ſich folgende Kegel heraus: Halten zwei 
Körper, M, und M;, Fig. 222, einander das Gleichgewicht, jo tft für eine 
endliche geradlinige und auch für eine unendlid) Fleine frummlinige 
Bewegung des Drud- oder Berührungspunftes A, nicht allein 
die Summe der mehanifchen Arbeiten von den Kräften jedes 
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einzelnen Körpers, jondern auch die Summe der mehanifchen Ar- 
Fig. 222. 





beiten von den äußeren Kräf- 
ten beider Körper, zuſam— 
mengenommen, gleih Null. 
Sind P, und S, die Kräfte des 
einen Körpers, P, und S, die des 
anderen, jo entjprechen denfelben 
bei einer Verriidung des Berüh— 
rungspunftes von A nad) B die 
Wege AD, AE,AD,und AE,, 
und es ift nad) dem oben ausge- 
fprochenen Geſetze: 


P.AD-+Sı. Ab +PRAD+S8S.AB— 0, 
oder ohne Rückſicht auf die Richtung, 
PiADPi +S9.AEb—=P.AD,+8,.AB,.’ 

Die Richtigkeit dieſes Satzes läßt ſich auf folgende Weiſe darthun. Da 
die Normaldrücke N, und N, einander gleich find, jo findet auch Gleichheit 
zwiſchen ihren Arbeiten N, .ACund N,.AC ftatt, nur mit dem Unter— 
ſchiede, daß die Arbeit der einen Kraft pofitiv umd die der anderen negativ ift. 
Nun hat man’aber nad) dem Früheren, die Arbeit N, . AC der Mittelfraft 
N, gleid) der Summe Pı. AD, + 5). AE, der Arbeiten ihrer Compo- 
nenten P, und S,, und ebenſo N, ‚AC=PB AD + 5. TAM; es iſt 


daher auch: 


P,.AD, 4 S.AE, — P, ‚AD, + S,.AE.. 
Die Anwendung des jo allgemeiner gemachten Principes der virtuellen Ge— 


Fig. 223. 
I} 


ſchwindigkeiten gewährt bei ftatifchen Unter⸗ 
„ chungen oft große Vortheile, indem durd) 
ı fie die Entwidelung der Gleichgewichtsfor- 
meln jehr vereinfacht wird. Verrückt man 


| 3. B. einen Körper A auf der fchiefen Ebene 


N | | — FH, Fig. 223, um den Weg AB, ſo iſt 





1, ber entfprechende Meg feines Gewichtes G, 
—AC=AB.sin.ABC=. 

AB.sin. FHR=AB.sin.«, dagegen . 
der Weg der Kraft , = AD= 

AB.eos.BAD— AB. cos. und endlid) 


der Weg der Normalfraft N, — 0; num ift. aber die Arbeit von N gleid) 
. der Arbeit von G plus der Arbeit von P, man hat daher zu fegen: 


N0o=—-G@G.AC+P.AD, 


16* 


244 Dritter Abſchnitt. Drittes Capitel. IS. 149. 
und findet auf diefe Weile die Kraft, welche den Körper auf der fchiefen 
Ebene im Gleichgewicht erhält: 

AC Ga @ sin. a 


— AD " —cos.ß ' 
ganz in Mebereinftimmung wit dem vorigen Paragraphen. 
Fig. 224. Um dagegen den Normaldrud 


N zu finden, rücken wir diefe fchiefe 
Ebene HF‘, Fig. 224, um einen be- 
liebigen Weg AB redhtwinfelig gegen 
die Kraftrichtung AP fort, beftimmen 
die entiprechenden Wege der äußeren 
Kräfte und fegen die Arbeit des Ge- 
wichtes G@ und die der Kraft P des 
Körpers A gleid) der Arbeit der 
Kraft N der fchiefen Ebene oder des 
Drudes zwijchen beiden Körpern. 
Der Weg von N ift: 


un — ABcos.. BAD— ABcos.ß, 


der Weg von G ift: 
| AC= ABcos.BAC=ABcos.(a + 6) 
und der Weg von P ift — 0, daher Arbeit: 
N.AD=@.AC +P.0, 
_.6@.AC__„ 98.(8 + ß) 
zu Name cos. 
wie im vorigen Paragraphen ebenfalls gefunden worden iſt. 





8. 149 Theorie des Keiles. Sehr einfach entwickelt ſich hiernach die Theorie 
des Keiles. Der Keil (franz. coin; engl. wedge) iſt eine durch ein dreiſei⸗ 
tiges Prisma PH G, ig. 225, gebildete, bewegliche fchiefe Ebene. In der 


Fig. 225. 





Regel wirkt die Kraft KP— P reditwintelig auf den Rüden FG des 
Keiles und hält einer anderen Kraft oder Laſt AQ — Q, welche gegen die 
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eine Seitenfläche FM deſſelben drückt, das Gleichgewicht. ft der die Schärfe 
des Keiles meſſende Winkel FAIG= a, ferner der Winkel, um welchen die 
Kraftrihtung KP oder AD von der Seitenflädye G H abweicht, alfo GEK 
— BAD, — Ö, und endlich, der Winkel LA H, um den die Richtung der 
Laſt Q von der Seitenflähe FH abweiht, — P, fo ergeben ſich die Wege, 
welche beim Verrücken des Keile8 aus der Lage FHG in die Tage F\ H, Gh 
zurüdgelegt werden, auf folgende Weile. Ter Weg des Keiles ift: 
AB=FF, =Hn, 
ferner der Weg der Kraft ift: 
AD=— ABcos. BAD-— AB ſ cos. ô, 
und der Weg der Stange A L oder Laſt Q mit: 
ABsin. ABC ABsin.a ABsin.o 
sin. ACB  sin.HAC sm.ß 
Dagegen ift der Weg der bem Drude auf bie Grundfläche EG entfpre- 
chenden Reaction R, fo wie der Weg von der dem Drude gegen die Leitung der 
Stange A C entgegengejegten Reaction Ri, — Null. Segt man nun die 
Summe der Arbeiten der äußeren Kräfte P,Q,R und R, = Null, alfo: 


 P.AD—Q.AC+RO0+R.0=0, 
fo erhält man bie Beſtimmungsgleichung: 


wie ſich allerdings auf dem Wege der Kraftzerlegung ebenfalls finden Täßt. 
Wenn die Kraftrichtung X E durd) die Kante H des Keiles geht, und bie 


Schärfe FH G halbirt, fo hat man d — 5 und daher 


a 
2 } [} — 
Qsin.a | sen 2 


— S. 
sin. ß cos. 5 cos. P 


P= 


Geht die Kraftrichtung parallel zur Baſis oder Seitenflähe @ H, fo iſt 
6—0,dbahr: 
_ Qsin.a 
— sin.ß 
und ift nod) die Laftrichtung winfelrecht zur Seitenflähe FH, alfo 8 = 90°, 
fo folgt: j 
P=Q sin. e. 
Beifpiel. Die Schärfe FHG — « eines Keiles betrage 25°, die Kraft fei 
parallel zur Baſis MG gerichtet, es fei alſo d = 0, und die Laft Q wirle win: 
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felvecht zur Seitenflähe FH, alfo $ fei = 90°, in welchem Verhältniffe ftehen 
Kraft und Laſt zu einander? Es ift: 


P=0 sin. a, alio 7 — sin. 25° = 0,4226. 


Für eine Laft Q von 130 Pfund ftellt ſich hiernach die Kraft: 
P = 130 . 0,4226 — 54,938 Pfund 
heraus. Um die Laſt oder Stange einen Fuß fortzufchieben, muß ver Keil ven Weg 2 
AC 


1 





zurücklegen. 


Anmerkung 1. Durch Anwendung des Kräfteparallelegrammes beſtimmt ſich 
das Verhältniß zwiſchen Kraft P und Laſt Q des Keiles FGH, Fig. 226, 
Fig. 226. wie folge. Die Stangenlaft, 
AQ—=Q zerlegt fih in eine 
Seitenfraft AN — N normal 
auf die Geitenflähe FH des 
Keiles, und in eine Seitenfraft 
AS—S normal auf die Stan- 
genare LA. Während S von 
der Leitung der Stange aufge: 
nommen wird, geht AN — N 
auf den Keil über und vereinigt 
| fih Hier ale A,N, mit der 
R : Kraft KEP=-AP=P des 
— | Keiles zu einer Mittelfraft 
A,R=R, deren Richtung winfelreht auf der Grunpflähe GH ves Keiles ftehen 
muß, damit fie vollftändig auf die Unterftüßung des Keiles übergeht. Das Kräfte 
parallelogramm A, PRN, giebt: 
P _sin.RA,N, sin. FHG _ sin. « 
N, sin. A, RN, sin.PA,R cos.‘’ 
und dem Kräfteparallelogramme ANGS zufolge ift: 
N _sin. NQA _ sn.QAS _ 1 
Q sin. ANQ sin. LAH sin.ß’ 
da nun N =N ft, fo ergiebt fih hiernach durch Multiplication diefer Pro: 
portionen: 








P.N _P __ __sina« akfo: 
N 97097 sin.ß cos. d’ 
» 6hhsin. « 


sin. ß cos. d’ 
wie auch im Haupttert gefunden worden ift. 
Anmerfung 2. Die Theorien des Hebels, ver fchiefen Ebene und des Keiles 


finden eine weitere Entwickelung im fünften Gapitel, wo noch der Einfluß der Rei— 
bung in Betracht gezogen wird. : 
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Biertes Capitel. 
Gleichgewicht an den Seilmafdinen 


Seilmaschine.. Wir haben feither die feften Körper als vollfommen $. 150 
ftarre oder fteife Körper (franz. corps rigides; engl. rigid, stiff bodies), 
d. 1. als folche angefehen, welche durch die Einwirkung äußerer Kräfte weber in 
Form noch im Volumen verändert werben; bei manchen Körpern und in 
vielen Tällen der Anwendung der Mechanik auf die Praris ift jeboch die 
Annahme der vollfommenen Starrheit fefter Körper nicht mehr zuläffig, und 
deshalb nöthig, diefe Körper insbeſondere noch in zwei anderen Zuftänden zu be- 
trachten. Diefe Zuftände find die vollfommene Biegſamkeit und die Elafti- 
cität, und wir unterfcheiden hiernach nod) die biegfamen Körper (franz. 
corps flexibles; engl. flexible bodies), und die elaſtiſchen Körper 
(franz. corps 6lastiques; engl. elastic bodies). Die biegjamen Körper 
nehmen nım Kräfte von einer gewiflen Richtung ohne Sormveränderung auf, 
folgen dagegen den Kräften, welche nad) anderen Richtungen hinwirfen, voll- 
ftändig; die elaftifchen Körper Hingegen geben bis zu einer gewiffen Grenze 
jeder auf fie wirkenden Kraft nad). 

Ein ftarrer Körper AB, Fig. 227,1, widerfteht einer Kraft P vollitän- 
dig, ein biegfamer Körper AB, Fig. 227, II, folgt dagegen der auf ihn 
wirkenden Kraft P, wober feine Are die Richtung der Kraft annimmt, und ein 

Fig. 297. .“ 






— 


elaſtiſcher Körper AB, Fig. 227, III, widerſteht der Kraft P nur bis zu 
einem gewiſſen Grade, wobei feine Are eine gewiſſe Biegung erleidet. Schnüre, 
Seile, Riemen, und in gewiffer Beziehung aud) Ketten, find die Repräfen- 
tanten der biegfamen Körper, wiewohl fie eine vollfommene Biegſamkeit nicht 


g. 151 
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befigen. Dieſe Körper find der Gegenſtand dieſes Capitels; von den elaftifchen 
Körpern, oder vielmehr von der Klafticität der feiten Körper wird dagegen 
erſt im jehsten Capitel gehandelt. 


Wir verftehen” in der Folge unter einer Seilmafchine (franz. machine 
funiculaire; engl. machine of strings) ein Seil oder eine Verbindung von 
Seilen (da8 Wort Seil im allgemeinen Sinne genommen), weldye von Kräften 
angefpannt wird, und befchäftigen uns in diefem Capitel mit der Theorie des 
Gleichgewichtes diefer Maſchinen. Derjenige Punkt einer Seilmafchine, wo 
eine Kraft angreift und deshalb das Seil einen Winfel bildet oder eine 
Richtungsveränderung erleidet, Heißt ein Knoten (franz. noeud; engl. knot)- 
Derfelbe ift entweder feſt (franz. fixe; engl. fixed), oder beweglich (franz. 
coulant; engl. moveable). Spannung (franz. und engl. tension) ift die 
Kraft, welche ein gejpanntes Seil in der Richtung feier Are fortpflanzt. 
Die Spannungen an den Enden eines geraden Seiles oder Seilſtückes jind 
gleich und entgegengejegt (S. 36); auch kann das gerade Seil andere Kräfte 
als die in der Arenrichtung wirkende Spannung nicht fortpflanzen, weil e8 
ſich fonft biegen müßte, alſo nicht gerade bleiben könnte. 


Gleichgewicht in einem Knoten. Gleichgewicht einer Seilmajchine 
findet ftatt, wenn in jedem Knoten derfelben Gleichgewicht vorhanden ift. Es 


find daher zunächt die Verhältniffe des Gleichgewicht an einem Knoten ' 
fennen zu lernen. ' 


In einem Knoten A, welchen ein Seilftüd AB, Fig. 228, bildet, fin- 
det Gleichgewicht ftatt, werm die fich aus den Seilfpannungen XS, — Sı 
und RS, — S, ergebende Mittelfraft XS — S gleich und entgegengefebt 

Fig. 298, gerichtet ift der im Knoten angreifenden 
Kraft P, denn die Seilſpannungen 81 
und S, bringen im Knoten K dieſelben 
Wirkungen hervor wie zwei ihnen gleiche 
und gleichgerichtete Kräfte, und drei Kräfte 
halten ſich das Gleichgewicht, wenn die 
eine von ihnen gleich ift und entgegens 
gejegt wirft der Mittelfraft aus den bei- 
den anderen ($. 87). Ebenſo ift aber 
auch die Mittelfraft R aus der Kraft P 
und der einen Spannung S, gleid) und 
entgegengefeßt gerichtet der zweiten Seil- 
ſpannung 5 u. |. w. Iedenfalls läßt 
fi) diefe Gleichheit dazu benutzen, zwei 
Beſtimmungsſtücke, 3. B. die Spannung und Richtung des einen Seiles, zu 
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ermitteln. Iſt 3. DB. die Kraft P, fowie die Spannung S, und der von 
beiden eingeſchloſſene Winkel 

AKP= 180 — AKS = 180° — « 
gegeben, jo hat man für die zweite Spannung 

SV P?+ 82 —2PSı cos. a 
und für ihre Richtung oder Abweihung BKS — ß, von KS: 


S, sin. 
sin. = A. 


Beifpiel. Wenn das Seil AKB, Kig. 228, am Ende B aufgehangen, am, 
Ende A aber durch ein Gewicht & — 135 Pfund und in der Mitte K durch eine 
Kraft P = 109 Pfund, welde unter einem Neigungswinfel von 25 Grad auf: 
wärts zieht, angefpannt wird, jo ift die Frage nad der Richtung und Spannung, 
des Seilſtückes KB. Die Größe der gefuhten Spannung ift: 

S, = V 1092 + 135° — 2.109.135 cos. (90° — 25%) 
— V 11881 -+ 18225 — 29430. cos. 65° — V 17668,3 — 132,92 Pfunb. 

Für den Winkel PB ift: 

S, sin.«__ 135. sin. 65° 

8 —182,82 

daher 36700, und die Neigung des Seilſtückes KB gegen den Horizont: 
B° — 250 = 679,07 — 260,0’ = 429,0. 





sin. = 





,‚ Log. sin. P = 0,%401 — 1, 


Wenn ein Seil AKB, Fig. 229, dadurd) einen feften Knoten K bildet, $. 152 
daß fich das eine Seilftüd BK gegen eine fefte Stüge M anlegt, während 
| das andere Seilſtück AK durch 
dig. 229. eine Rraft KS— S gefpannt 
wird, deren Richtung um einen 
gewiffen Winkel SKS, —= a von 
der Richtung des erfteren abweicht, 
jo ift die "Spannung des Seil- 
ſtückes K B:. 
KS—=Sı=Scos.«, 
weil der zweite Component KN— N -—- Ssin,a ber Spannung S von ber 
Stütze M aufgenommen wird. 
Uebrigens ift aud) 
Ss —=SV1- (in. e)}, 
und daher für einen Heinen Ablenkungswinkel «: 


l,. , a? 
Ss = (1 7 (sin. o):) Ss= (1 — 3) S, dagegen 
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8 a2 
SS = = (1 + 3) zu jegen. 
127 


Wenn ſich ein Seil AB, Fig. 230, um einen prismatiſchen Körper M 
fegt, und dabei in feiner Richtung um die Winkel a, &,, az abgelenft wird, 
Fig. 230. jo wiederholt ſich die vorige 
Kraftzerlegung, fo dag im 
Knoten K, .die Spannung 
Sin: 
Sı = Scos. a, 
im Knoten K, die Span 
nung 8 in: 
Sg = 8, (08. &g 
== 8 cos. &&ı C08. (ig, 





und im Knoten AK, die Spannung S, in: 
8; = 8, c08.0, = $ c0S.&, C0S. &y C0S: &, übergeht. 


| Sind die Winkel &,, &, & — 0, alfo einander gleich, jo hat nıan: 
S; = S (cos. ©), oder allgemein, bei n Ablenfungen: 
Sn = S (cos.e)”. 


Geht das Prisma M in einen Cylinder über, fo ift « unendlich Klein, 
und n unendlid, groß, daher: 


sol 


oder wenn man den ganzen Kbtentungswintet no durch A bezeichnet: 


_l(,_ «BB . 
= (1 zoLas: 


8. — S, weil @ und folglich auch .r unendlich Hein gegen 1 ift. 


Wenn alfo ein Seil fo um einen glatten Körper gelegt ift, daß es einen 
Theil vom Umfang feines Querfchnittes bededt, jo wird dadurch feine 
Spannung nicht geändert, es find alfo auch im Öleichgewichtszuftande, 
die Spannungen an den beiden Enden deſſelben einander gleid. 


8. 159. Iſt der Knoten K ein Lofer oder beweglicher, wirft z. 2. bie 
Kraft P mittels eines Ringes auf das durchgezogene Seil AKB, Fig. 231, 
fo ift zwar wieber die Mittelfvaft S aus den Seilfpannungen S, und 
S, gleich und entgegengefegt gerichtet der Kraft P am Ringe: außerdem find 
aber nod) die Seilfpannungen unter ſich gleich. Diefe Gleichheit folgt 


[4 
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zwar ſchon aus 8. 152, läßt fich aber auch Leicht auf folgende Weife nad} 
weiſen. Zieht man das Seil um einen gewiflen Weg s in dem Ringe fort, 
jo legt die eine Spannung S, den Weg 5 und die andere Spannung S, den 
Meg — 5, die Kraft P aber den Weg Null zurüd; es iſt folglich, voll⸗ 
kommene Biegſamkeit vorausgeſetzt, die Arbeit: - 


P. O — Su. s — 8.819 — Ss und Si — S,. 


Aus dieſer Gleichung der Spannungen folgt wieder die Gleichheit der 
Winkel AKS und BKS, unter welchen die Richtung der Mittelkraft S 
von den Seilrichtungen abweicht; fegen wir diefe Winkel — «x, fo giebt die 
Auflöfung des Rhombus KS, SS: 


S=P=2S, cos.«, und umgekehrt: 


pP 
== 208.0 


Fig. 231. 





Sind A und B, Fig. 232, feite Punkte eines Seiles AKB von gege- 
bener Ränge (2) mit einem beweglichen Knoten K, fo findet man den Ort 
diefes Knotens, wenn man eine Ellipfe conftruirt, deren Brennpunkte A und 
B find und deren große Are der Seillänge 2a gleich ift, und hierauf eine 
Tangente an diefe Curve winkelrecht zur gegebenen, Kraftrichtung legt: der 
fich ergebende Beriihrungspunft ift der Ort des Knotens, weil bei der Ellipfe 
die Normale KS mit den Fahrftrahlen KA und KB gleihe Winkel ein- 
Ichließt, gerade fo wie die Mittelfraft S mit den Seiljpannungen S, und 8, 


Zieht man AD parallel zur gegebenen Kraftridytung, macht BD gleid) 
der gegebenen Seillänge, halbirt AD in AZ und errichtet hierauf das Per- 
pendikel MK, fo erhält man den Ort des Knotens auch ohne eine 
Ellipfenconftruction, denn da dann Winkel AKM — Winfll DKM und 
AK —DK if, fo folgt aud; Winfel AKS = Winkel BKS und 
AK+KB=DK+KB=DB. 
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- Beifpiel. Zwiſchen den Bunften A und B, Fig. 233, iſt ein Seil von 9 Fuß 
Länge buch ein mittels eines Ringes angehängtes Gewicht GT von 170 Pfund 
Fig. 238. ausgefpannt; die Horigontalentfernung AC bei: 
der Bunte ift 61, Ruß und der Berticalabftand 
CB=2 Fuß; man fudht den Ort des Knotens 
fowie die Seilfpannungen und Seilrihtungen. 
Aus der Linge AD = 9 Fuß als Hypotenufe 
und der Horizontalen AU 61, Ruß folat 
die Berticale: 
CD=-V9%_--65— V 831 — 12,25 
— V 38,75 —6,225 Fuß; 
und hieraus die Bafis des gleichfchenfligen 
Dreiedes BDK: 
BD=CD—-CB =-6,225 —-2— 4,225 Fuß. 











. Die Nehnlichfeit der Dreiede DKM und 
DAC giebt nun: 
— _DM 4225.09 ra zus. 
DK=BK-— DC. DA= rn 3,054 Fuß; 


hieraus folgt: 
AK=9 — 3054 = 5,946 Ruf, 
und für den Winkel «, um welchen tie Seilftüde von ver Berticalen abweichen: 





BM 2,1125 
— — — — 39 — 460 14’ 
co8. «& BR” 3051 0,697, daher « 160 14°, 
und endlich die Spannung der Seile: 
8, G 170 _ — 199.9 Pfund. 


— Zeos.a 2.0,6917 


$. 154  Gieichgewicht des ganzen Seilpolygons. Die Berhältnifie des, 
Sleichgewwichtes an einem Seilpolygone, d. i. an einem angejpannten 
Fig. 234. Seile, welches an verſchie⸗ 
denen Punkten von Kräften 
ergriffen: wird, find in 
Uebereinftimmung mit den 
BVerhältniffen des Gleichge- 
wichtes von Kräften, welche 
in einem Punkte angreifen. 
Es ſei AKB, Fig. 234 1, 
ein von den Kräften 
Pi, Pa, Ps, Pa, Ps 
angefpanntes Seil, P, und 
P, greifen in A, P, in K 
und P, und P, in Ban. 
Segen wir die Spannung 
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und die des Stüdes BK, — S,, fo erhalten wir $, als Mitteltraft von 
den in A angreifenden Kräften P, und P,, und tragen wir den Angriffs- 
punft A diefer Spannung von A auf X, fo ergiebt ſich wieder S, als 
Mittelfraft von 81 und P, ober von P,, Ps und P;; transportiren wir 
endlich den Angriffspunft der Kraft S; von K nad) B, fo erhalten wir in 
S, Ps, und P,, oder, da S, Mittelfraft von P,, P, und P, ift, auch 
in Pı, Pa, Ps, Ps, P; ein fi das Gleichgewicht haltendes Kräftefyftem. 
Wir können hiernach behaupten: wenn gewiſſe Kräfte Pı, P,, PB; 
u. f. w. ein Seilpolygon im Gleichgewichte erhalten, fo werden 
Big. 235. fie fih auch felbft 
— das Gleichgewicht 
halten, wenn man 
ſie bei unveränderter 
Richtung und Größe, 
| in einem einzigen 
1: A Vı+V, Punkte, z.B.in C(IL), 
| : angreifen läßt. 
B HB, Wird das Seil 
Hs AK, AK, Ks...B, 
Ss, 8 A Fig. 235, in den Kno⸗ 
Hei IK, K ten Kı, Ko durch Ge⸗ 
7— N = wichte Ci, G, ... Als 
Gs / gejpannt, und werben 
| ee die Endpunkte A md 
Hı Ha B durch die Vertical 
e | träfte 9, und V, und 
die Sarigontofkefte H, und H, feitgehalten, fo ift die Summe der Berticalkräfte: 
Vi +n- (Gi G2 + 
und die Summe der Horizontalkräfte: A, — Hn. Der Gleichgewichts⸗ 
zuſtand fordert aber beide Summen — Null; es iſt daher 
1) Vi - V, =HhthRt+ GB +: und 
2) H = Hu; d. h. 
bei einem durch Gewichte angeipannten Seilpolygone ift die 
Summe der Berticalfräfte oder Verticalfpannungen in den End- 
oder Aufhängepunften gleich der Summe der angehängten Ge- 
wichte, und es ift die Horigontalfpannung des einen Endes gleid) 
und entgegengefeßt gerichtet der Horizontalfpannung im anderen 
Endpuntte. 
Berlängert man die Richtungen der Spannungen S, und S, in den 
Endpuntten A und B bis zu ihrem Durchfchnitte-C und verlegt man die 
Angriffspunkte jener Spannungen nad diefem Punkte, jo erhäft man eine 


Vorauss 
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eimige Kraft P= Vı + P,, weil ſich die Horizontalfräfte 7, und 
H, aufheben. Da dieſe Kraft der Summe 6, + @, +G, + - - - von 
den angehängten Gewichten das Gleichgewicht hält, jo muß der Angriffe- 
oder Schwerpunft diefer Gewichte in der Richtung derjelben, d. i. in ber 
durch C gehenden Berticallinie, enthalten fein. 


8. 155 Aus der Spannung S, des erften Seilſtückes A K, und deſſen Vleigunge: oder 
Fig. 235. Fallwinkel SAH, =, 

— v. folgt die Verticalſpan⸗ 

i nung Pı — Sı sin. o, 

und die Horizontalfpan- 

Var... nung H, == Sı cos. a. 

Transportirt man nun 
SX..v, x : den Angriffspunft die- 

EN fer Kräfte von A nad) 

' dem erften Knoten K,, 
f jo kommt zu Dielen 

> RT Kıy Spannungen das ver- 


N 9 tical abwärts ziehende 
6 \ nd Gewicht G,, und es 
8 


— 
Fu 


ft nun für das fol- 
G gende Seilftiid' K, K, 
* die Verticalſpannung 

V. = V, — G, = 81 sin. 0 — Gi, 
wogegen die Horizontalſpannung unverändert ZH. == H, — H bleibt. Beide 
Kräfte geben vereinigt die Arenſpannung des zweiten Seilſtückes: 
und die Neigung a, defielben durd) die Formel: 
Vꝛ 8. sin. 0, — Gı 


tang.ioz =7 = — — d. i. 
tang. og — tang. « G 
.Ug — U 7, ° 
H 


Trägt man den Angriffspuntt der Kräfte V, und H. von K, nad) Ar, 
fo erhält man in dem Hinzufommenden Gewichte @, nod) eine neue Berti- 
calkraft, und es entjteht jo die Verticalfraft des dritten Seilſtückes: 

V Va — G2 Vi — (Gi + 6) =Sı sin. — (Gi + G@), 
während die Horizontalfraft ZZ, — H bleibt. Die Gefammtfpannung diejes 
dritten Seilſtückes ift mithin: 

S=VV? + H:, 
und für den Neigungswinfel ; befielben hat man: 
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vs, Si sin. - (Gi + 62) 


tung. 4, = 7 S, 608. 6 
tang.&; — tang.cı — At, 
H 
Für den Neigungswinkel des vierten Seilftitdes ift: 
tang. 4 = tang.cı — ——— u. ſ. w. 


Fallt >tang.o, oder Gr Gs 4 Ga V aus, ſo 


wird fang. a, und folglich auch a, negativ, fo daß. bie entſprechende Poly- 
gonfeite K, K, nicht mehr abwärts gerichtet ift, ſondern auffteigt. “Daffelbe 
Verhältniß tritt natürlich) auch in jedem anderen Punkte ein, fir welchen 
G G2 4 G. P iſt. 

Uebrigens laſſen ſich die Spannungen Sı, S, 8, u. |. w., ſowie bie 
Neigungswintel &;, &, a; u. ſ. w. der einzelnen Seilträmer leicht geome- 
triſch darftellen. Machen wir die Horizontale OA — CB, Fig. 236, 

Fig. 236. — der Horizontaljpannung 7 und die 
Berticale CK, — der Verticalſpannung 

B Vr im Aufhängepunfte A, fo giebt die 
" Hypotenufe AK, die Totaljpannung S, 
des erjten Seilſtückes und der Winkel 
CAK, die Neigung deffelben gegen den 
Horizont an; tragen wir nun nod) die 
Gewichte Gi, Gꝛ, Gs u. ſ. w. als Theile 
K Aꝛ, X. Kʒ u. ſ. w. auf CK af 
und ziehen die Transverſalen AK,, AK 
u. ſ. w., jo erhalten wir in ihnen die 
Spannungen der folgenden Seilſtücke. 
und durch die Winkel CAR, CAR, u. ſ. w. auch die Neigungswinkel 
a, ag u. ſ. w. dieſer Seilſtücke. 


646. 
H 





K 
K 
K 
K, 


Aus den Unterfuchungen im vorigen Paragraphen ſtellt fid) als Gefeg für $. 156 
da8 Gleichgewicht der durch Gewichte gelpannter Seile heraus: 

1) die Horizontalfpannuug iſt an allen Stellen des Seiles eine 
und diefelbe, nämlich: 

H — 8, cos. = Sn 608. &y; 

2) die Berticalfpannung an irgend einer Stelle ift gleich der 
Berticalfpannung am darüber befindliden Ende minus der 
Summe der darüberhängenden Gewichte, alfo: 

MN (++ Gm-ı) 
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Allgemeiner läßt ic dieſer Sat auch fo ausdräden: Tie Berticafipannung 
an irgend einer Stelle ift gleich der Berticalipanuung an irgend einer tieferen 
oder höheren Stelle plus oder minus der Summe von den zwijchen beiden 
Vunkten hängenden Gewichten 

Kennt man außer den Gewichten den Winklel =, und die Horizontalſpan⸗ 
sung H, fo erhält man die Berticalipannung am Ende A: 

V, = H.tang.a,, 
und demnach die am Ende B: 
V. — (Gr +6, + -.-+6G) — Vı. 

Sind hingegen die Neigungswintel «, und a, an beiden Aufhängepunften 
A und B befannt, fo ergeben ſich die Horizontal- umb Berticalipanmungen 
zugleich; e8 ift nämlich: 





9 _ tang.a, 
V tang.a, ' 
und daher: 
V. — V tang. c, 
» ktanq. a, 
Da man noch P. 4 V. = 4 6, ..., d. i.: 
tang.a, + tang.a, — J 
a  )N=ht+m- 
hat, fo folgt: 
(Gi + Ga + --)tang.cı __ sin. &ı 0050, 
h= tang. cı + tang. ce, =Ahr@Hr I inc Fan)’ 
(6 4 @G3 + .. -)tang. Un __ sin. On C08. 0, 
= tang. &, + tang.o, =-Arhr I zin.(a, +0)’ 
und hieraus: . 
COS. &ı COS. On 
H=IJ, cotg. a, = V, coty. antrat) 
Haben die beiden Seilenben einerlei Neigung, ift aljo &, — «,, fo hat 
man IV, = V, = — ; dann trägt alſo das eine Ende 


A eben jo viel wie das andere Ende B. 


Diefe Formeln gelten natürlicy auch für jedes beliebige Baar Punkte 
oder Knoten des Seilpolygons, wenn man mur ftatt Gi + Ga + --- die 
Summe der zwifchenhängenden Gewichte u. ſ. w. einfegt. Für die Vertical 
fpannungen der Seile, welche ein und dafjelbe Gewicht @,,. zwiſchen fich Halten 
und die Neigungswintel & und am 41 haben, ift . B.: 
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Ä * nn L_ = Sin. COs. mir np | 
i sin.(om+ &mr+ı) — 1 + cofg. a. tang. Om+ı 
m ——— it (A sin. Om +1C0S. Om — Gm 

rei enter. SM (Am + &m+ 1) 1 + tang. a, cotg. ir 


Uchtigms: ‚gelten. Diefe Geſetze auch für durch Parallelfräfte angefpannte 
Seilpolygone uberhaupt, wenn man ſtatt der Verticalen die Kraftrichtungen 


einführt. .. 
br’ N 5; 
Beil bie ‚Das Seilpolygon AK,K,K,B, Fig. 237, iſt durch prei Gewichte 
6, = = =, = — 30 und G,; = 16 Pfund, ſowie durch die Horizontalkraft 
I Big. 997. H, = 25 Pfund gefpannt, man 
I Eu Ze Pure fucht die Arenfpannungen und 
Neigungswinkel der Seiten unter 
der Vorausfegung, daß die Seil: 
:6nden im A: und .B einerlei Neis 
gung haben. Die VBerticalfpan- 
‚nungen in beiden Enden find. bier. 
gleich, nämlich: u 


n=r,-Athr% Gt u 
w 
204 30 4 16 
— 2 
. 6, en 2 —33 Pfund, 
ı I 


- W bie Vertalfyannung des. zweiten 
" Seilſtückes iſt dagegen: 
Ken = 83: 90 — 13 3 Bam, = Zu 

und pie ned dritten | U 
i Ug⸗ — N _ 6, Cover G + FR — V,) — 88 — 16-—= 17 Pfunn; 





I .5 1. 


bie Neigungswinkel «und a, der Seilenden find beſtimmt durch: I 
 N.33° .i.: nt 

tang. ©, = tang.a, = J | 3 = 1,92, 

die der zweiten und dritten Seilftüde aber durch: 
tang. ag = tang.ı — 1,82 — 2 _ 0,52 u | 

ga tan dan gm 5 | 
‚@ ‚ 16 

tang. a; — tangqg. — HF = 1,32 = — 0,68; 

e8 ift hiernach: BE ; J . 27 


a = = 52081), @ = 27028, a a 340 18°; 
endlich find Die Arenfpannungen: | 
4 —S,=-VV?+ M=V332 + % A Vin —— — 41,40. Rfund, 
— YV,2 + = YV132 + 252 — V794 — 18,18 Pfund, und 
— VYV2+ B—=Y17 + 252 = 30,23 Pfund. | 
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Allgemeiner läßt fich diefer Sag auch fo ausbrüden: Die Verticaljpannung 
an irgend einer Stelle ift gleich der Verticalfpannung an irgend einer tieferen 
oder höheren Stelle plus oder minus der Summe von den zwilchen beiben 
Punkten hängenden Gewichten. 


Kennt man außer ben Gewichten den Winkel &, und bie Horizontalfpan- 
nung M, fo erhält man die Berticalfpannung am Ende A: 
V, = H.tang.oı, 
und demnad) die am Ende B: 
V. ⸗ (Gi 4 G +) NP. 
Sind Hingegen die Neigungswinkel «, und «, an beiden Yufhängepuntten 


A und B befannt, jo ergeben ſich die Horizontal: und Verticalſpannungen 
zugleich; e8 iſt nämlich: 


Vn __ tang.«, 

Vi tang.o, 
und daher: 

v. — Vi tang. u, 


tang. &ı 
\ Da man no V + V. — G + G, + .,d t 
tanq. . + tang. , — u 
( tang. 0; ) n=4+r6% 
bat, fo folgt: 
(6 + G3 +» «) tang. a — y 
h= tang. &ı + tang. 0, =Ahrhrt) 


V. — (Gi + Ga NMaungq. a, 


sen. & 005 On 
sin.(&, +0)" 


Sin. An COS. & 


tang. co, + tang. &, = Art) sin.(Ar +)’ 
und hieraus: . 
08. & COS. Ay 
HJ, cotg. a, =V, cotg. &,. = (G@ G . — —. 
ı c089. Kae (61 4 63 -4 — 75 
Haben die beiden Seilenden einerlei Neigung, iſt aljo «„ — «,, jo bat 
man FL — NV, = dl Bu nel ; dann trägt alfo das eine Ende 


A eben fo viel wie das andere Ende B. 


Diefe Formeln gelten natürlich auch für jedes beliebige Baar Punkte 
oder Knoten des Seilpolygons, wenn man nur ftatt GL + Ga + --- die 
Summe der zwifchenhängenden Gewichte u. ſ. w. einjegt. Für die Vertical 
fpannungen der Seile, welche ein und dafjelbe Gewicht @,.. zwilchen ſich Halten 
und die Neigungswinfel &„ und &m4+1 haben, ift . B.: 
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ıf 


"sin: tc cos. Um+ıı_ u . . Eu . a u FE Br 


uf 7 . ö— — ZZ — und . 

n m — sin.(üm + &mrı) — 1 + cofg. am tang.dy}ı h 

“ "sin. & COS. & @G 

men. Pati ı =& air 227. Om +1 008. im — ae, 
Sn. (Om + &m+ı) 1 + sang. cotg. et 


08 nn 


Hehrigens: ‚gelten. Diefe Geſetze auch für durch Parallelfräfte angeſpannte 
——— ubehanpt, wenn man ſtatt der Verticalen die Kraftrichtungen 


einführt. 

vıhbeif v. 

Beil piel, Das Seilpolygon AMK, K,K,B, Fig. 237, iſt vrhen vrei Gewichte 
—— = 20, Ga = — 30 und G, = 16 Pfund, ſowie durch die Horizontalfraft 

ee Big. 237. H, = 25 Pfund gefpannt, man 

RE Eu Te Fr fucht die Arenfpannungen und 
Neigungswinkel der Seiten unter 
der Vorausfegung, daß die Seil- 
-enden im 4: und B einerlei Nei⸗ 
gung haben. Die Verticalſpan— 


gleich, nämlich: oa 
non htGt6 
Yo 


240418 
— 2 
— 33 Pfund; 


die Verticalſpannung des zweiten 
Seilſtũckes iſt dagegen: | 
ya nie * 33 — 20 = 19 Pfund, 3 2 
ufbidie bed peitfen: u | ' N a 
2 W-— Y, —2 Gʒ (oder G 4 Ga — —9— — 88'— 16. * 17 ins; 1. 
die Neigungswinkel a, und c, der Seilenden find beſtimmt durch: 


tang. a, = tang. a, = = == 1 a 


+‘ 
vie 
ih 





+ . 
.. er . 
a). ji s . J , 1e » ’ er 


die der zweiten und britten Seilftüde aber durch: 


wird Y ' 
tand. , = bang, 4 — = ‚132 — = — 0,52 und 
(fg . 16 


tang. a; = tang.e, — 7 — 1,32 — 57 — 0,68; 
es iſt hiernach: u 
= = 52051’, &, = 27028, a; — 340 15 
endlich find die Arenfpannungen: 
1=-s,-VW + M-VERH- —— = 41,40, Mfund, 
— YV2 + ®—-V13 + 252 — V 79% — 18,18 Pfund, md 
= V92+ B=V17t+ 252 — 30,23 Pfund. 
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nungen. in beiden Enden find- Wer: 


- 
. 
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Die Parabel als Kettenlinie. Segen wir jest voraus, daß das Geil 
ACB, Fig. 238, durd) lauter gleiche, in gleichen Horizontalabftänden auf- 
Fig. 238. gehängte Gewichte Gꝛ, Gr, Gs 

| u. ſ. w. geſpannt ſei. Bezeid)- 
nen wir den Horizontalabftand 
AM zwiſchen dem Aufhänge- 
puntte A und dem tiefften 
Punfte C dur db, ſowie den 
Verticalabftand? CM burd a; 
feßen wir ferner für einen an- 
deren Punkt O des Geilpoly- 
gons die gleichliegenden Coor⸗ 
dinaten ON—yund ON—a. 





Iſt nun die Berticalfpannung in A, — V, fo folgt die in 0, — =- V, umb 


daher fr den Neigungswinkel NOT= ROQ = yp de Scilpädes 00 
gegen den Horizont: 


—y. I 
tang. 9 — H’ 
wo H die conftante Horizontalſpannung ausdritdt. 
Es ift hiernach QR —= OR.tang.p = OR-Z — ber Höhenabftand 


ziveier benachbarten Eckpunkte des Seilpolygons. ehe wir y der Reihe 


nah OR, 20R, 3OR u. ſ. w., fo giebt nun die Ießte Gleichung die ent- 
\prechenden Höhenabftände des erften, zweiten dritten Eckpunktes u. |. w., von 
unten nach) oben gezählt; und addiren wir endlich alle diefe Werthe, deren 
Anzahl — m jein möge, fo erhalten wir die Höhe CN des Punktes O über 
dem Fußpunkie C. Es ift nämlich: 

VOR 


4 








= 0N= 7 (OR+2OR+3ORH+-- -+m.OR) 
V OR: Vmm-+ 1) OR 
-7 7; 1+r2+3+ ) * 7„ 777 z 
der Theorie der een Keihen anfeige , 
Endlich OR = 2 gejegt, erhält man: 
„F/.mm+)y | 
HH 2m b’ 


oder, wenn man fr den Neigungswinfel & des GSeilendes A, 


tan e— 7 änf t: 
9. =7 njeßt: 
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n— m(m + 1) y!tang.a 
2m?b 
Iſt die Zahl der Gewichte fehr groß, fo fanı m + 1 — m angenom⸗ 
men werden, weshalb man erhält: 





vryv_ 9 
u SIT 
Für z — a iſt y=b, daher hat man aud): 
a vb btang. 
-H2 2 
. . c y? 
umd biernad) einfacher: 7 — p’ 


welche Gleichung nur der Barabel zufommt. 

Wird aljo ein Übrigens gewichtslofes Seil durch unendlich viele gleiche, in 
gleichen- Horizontalabftänden angreifende Gewichte gejpannt, jo geht das Seil- 
polygon in eine Parabel über. 

Fur den Neigungswinkel 9 hat man hiernad): 


y 2u a x 2% . 
tang.P=,'7 =2y 5 *29 5 *7ſowie 
24 
tang. 0 = 


. Die Subtangente für den Punft O ift: 
NT = ONtan.g -y 2:—20M. 


Wären die Ketten und Hängeifen einer Kettenbrücke ABDF, Fig. 239, 
Fig. 239. 





gewichtslos, oder fehr Leicht in Hinficht auf dag deshalb nur zu berückſich— 
tigende Gewicht der belafteten Brücke DEF, fo würde die Kette A OB eine 
Parabel bilden. 

Beifpiel. Es jei die ganze Belaftung der Kettenbrüde in Fig. 239, —=2V 
— 320000 Pfund, die Spannweite AB, =- 25 —=150 Fuß, die Bogenhöhe C M, = a 
— 15 Fuß, man fucht die Spannungen und übrigen DVerhältniffe der Kette. Die 


17* 
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Die Berticalfpannung an jedem Aufhängepunfte if: 
v— Gewicht — 160000 Pfund; 
die Gurizontalfpannung : 
H —= V cotg.« — 160000 - 54 = 400000 Pfund. 


endlich die Geſammtſpannung an einem Ende: 


s-Vr-+M-— Vı + eotg. ei == 160000 - Vi 


— 160000 V? — _ 80000 Ṽ — 430813 Pfund. 


8. 158 Die Kettenlinie. Wird ein an zwei Punkten aufgehängtes vollfonmen 
biegfames und unausdehnbares Seil, oder eine aus kurzen Gliedern beftehende 
Kette, durch das ‚eigene Gewicht gefpannt, fo bildet die Are derfelben eine 
krumme Linie, die den Namen Kettenilinie (franf. chainette; engl. catenary)’ 
erhalten hat. Die unvollfommen elaftifchen und ausdehnbaren Schnitre, Seile,: 
Bänder, Ketten u. f. w., wie file im praftifchen Leben vorkommen, geben 
frumme Linien, welche fich der Kettenlinie mır annähern, meift aber al ſolche 
behandelt werden können. Nach dem Vorhergehenden iſt die Horizontalſpannung 
der Kettenlinie an allen Punkten gleich ſtark, dagegen die Verticalſpannung in 
einem Punkte gleich der Verticalſpannung im darüber befindlichen Aufhängepunkte 
minus Gewicht des darüber befindlichen Kettenſtückes. Da bie Vertiealſpan⸗ 
nung im Scheitel, wo die Kettenlinie horizontal ift, fi) vernullt, alfo die Ver⸗ 
ticalfpannung im Aufhängepunfte gleich ift dem Gewichte der Kette vom Auf- 
bängepunfte bis zum Scheitel, fo ift die Vertiealfpannung an jeder Stelle 
auch gleid) dem Gewichte des darunter befindlichen Seil- oder Kettenftiides. 

Sind gleich lange Stüde der Kette gleich‘ jchwer, jo entfteht die fogenannte 
gemeine Kettenlinie, von welcher hier nur die Rede ift. Wiegt ein Seil 
oder Kettenftädf von 1 Fuß Länge, y, und ift der den Coordinaten CM= a 
und MA==b, ig. 240, entjprechende Bogen AO C==1, fo hat man das 
Fig. 240. Gewicht des Kettenſtückes A OC, 

G=Iy; 
ift dagegen die Ränge des ben 
‚ Coordinten ON und 
NO==y angehörigen Bogens 
— 5, jo hat man für das Ge— 
wicht diefes Bogens, Vs}. 
Segen wir endlich bie Länge 
eines gleichartigen Kettenftüdes, 
defien Gewicht gleich ift der. 
Horizontalfpannung H, — c, 
ſo haben wir nd Hr y, 





$. 159] Gleichgewicht an den Seilmaſchinen. ‚981 
und Deine für die Neigungswinfel « und 9 in Punks A and 0: 


G _1y 
. at — — m — — — 
Bu ".tang. ang. BSAH— ur und 
Zu Zen +,’ 8 8 
— .. t —t — — — —— — 2 
an omg. P tang. NOT= Fr" — 


Macht man die Horizontale CH, Fig. 241, gleich der Länge c des die Ho- $. 159 
rizontalfpannung meſſenden Kettenſtückes und CG gleich der Länge 1 bes 
Kettenbogens von der einen Seite, fo bekommt man, in Uebereinftimmung 

mit 8. 155, in der Hypotenuſe GH die Größe und bie Richtung der Seil- 
fpannung im Aufhängepunfte A, denn es ift: 


CG I 
ten, t — — Sund 
J ang. OHG= CH — un 


GH — Vvre + Om — V12 +c2, oder 
s=-V@+mR=Vr+ey=@GH.y. 

Theilt man nun C 6 in ‚gleiche Theile und zieht von ZI nach den Theil- 
nn Fig. 241. punkten 1, 2, 3 u. |. w. gerade Linien, fo 
geben biefe bie Maße und Richtungen der 
Spannungen derjenigen Punkte in der Ket- 
tenlinie an, welche man erhält, indem man 
die Ränge des Kettenbogens A Ü in ebenfo 
viel gleiche Theile theilt. So giebt 3.2. die 
Linie HK die Größe und Richtung der 
Spannung oder die Tangente im Theilpunfte 
(P) des Bogend AP C an, weil in diefem 
Punkte die Berticalfpannung — OK.Y ift, 
während die Horizontalfpannung unverän= 
dert — c. y bleibt, alſo fr diefen Punkt: 
CK.y_CK 

cy CH 
ift, wie die Figur au wirklich giebt. 

Diefe Eigenthitmlichfeit der Kettenlinie 
läßt fich benugen, um diefe Curve annähernd genau mechanifc zu conftruiven. 
Nachdem man die gegebene Länge C @ des zu conftruirenden Kettenlinienbo- 
gend in ſehr viele gleiche Theile getheilt, die die Horizontalſpannung mefjende 
Linie CO H=.c aufgetragen und die Transverfolen 71, H2,H8.u. |. m 
gezogen bat, trage man auf CH einen Theil O1 als Ca des Kettenbogens auf, 
ziehe nun durch den erhaltenen Theilpunkt (0) mit der Transverſalen Hl eine 
Parallele und fchneide von ihr wieder einen Theil ab — C1 ab, ebenſo 





tang. = 
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ziehe man durch den erhaltenen Edpunkt (db) eine Parallele zur Transver⸗ 
falen 72 und fchneide von ihr dc — C1 gleich einem Bogentheile ab; 
jet ziehe man durch den neuen Endpunkt c eine Parallele zu 773, mache 
cd wieder gleich einem Bogenftüd und fahre auf diefe Weife fort, bis man 
das Polygon Cubedef erhält. Nun conftruire man ein andere Polygon 
Caßyöcg dadurch, daß man Ca parallel H1, « ß parallel 72, By 
parallel 33 uf. w. legt un Ca—oß— BY uf. w., — (1 — 12 
— 23 u. f. w. macht. Führt man endlich durch die Mittelpunfte von ae, 
bß,cy...fy einen Zug COPA, fo erhält man in demfelben annä- 
bernd die gejuchte Kettenlinie. 

Durch Aufhängen einer feingegliederten Kette an einer ſenkrechten Wand 
läßt fih für praftifche Bedürfniſſe oft genau genug eine Kettenlinie ebenfalls 
finden, welche gewillen Bedingungen, 3. B. einer gegebenen Bogenweite und 
Bogenhöhe, oder einer gegebenen Bogenweite und Bogenlänge u. |. w. entfpricht. 


$. 160 Angenäherte Gleichung der Kettenlinie. In vielen Fällen, und 
namentlich auch bei Anwendungen in der Architektur und in dem Maſchinen⸗ 
wejen, ift die Horizontalfpannung der Kettenlinie jehr groß umd deshalb ihre 
Bogenhöhe Hein gegen die Weite. Unter diefer Vorausfegung ermittelt ſich 

eine Gleichung diefer Curve auf folgende Weife. 
Bezeichnet s die Länge, « die Abſciſſe CN und y die Ordinate N O eines 


Fig. 242. jehr gedrüdten Bogens CO, 

A M 8 Fig. 242, jo können wir der 
— —- — — bei ku 

De _.“ eigefügten Anmerkung zufolge, 





= annähernd 


| [HH] 


daher die Verticalfpannung in ‘einem Punkte O eines niedrigen Kettenlinien- 


bogen® : | 
2 (a\? 
r=|ı + (2) vr. 


und für den Tangentenwinkel TON —= 9 deſſelben: 
—:—_ 2 (21% 
tang.p — = E + (2) IE jeßen. 
Theilen wir die Ordinate y in m gleiche Theile, fo finden wir das einem 
folchen Theile OR entiprechende Stüd RQ — NUT der Abſeiſſe x, indem 
wir jeßen: 


RQ= OR. tung. p = oR.2|ı + :(@)} 
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Da x Hein fein fol gegen y, fo ift annähernd RQ — OR.Z 


_% y 2y 3y 

Sest man nun OR = * und ſucceſſiv für y Die Werthe 5, Bla 

u.ſ. w. A obefommt man nad) und nad) f u Theile von x, deren Summen nun 
= Zu +243+4..+m)= I rurdg 157) = 


"cm? 


iſt und wieder der Gleichung der Parabel entſpricht. 
Gehen wir aber noch genauer, fegen wir in 


or=0R.2ı +365)]. 


2 
ftatt x den letztgefnndenen Werth - ein, fo erhalten wir: 


— OR 1 y? 

OR=OR 644 - (+45) 
Nehmen wir nun wieder nad) einander y — v2 39 uf. w., und 
e nan ya m’ m .W., 


ſetzen wir ſtatt OR ebenfalls -" —, fo finden wir nad) und nach ſämmtliche 

Theile von x und hieraus die Summe jelbft: 

— |Har24544m4 (4) ar 24] 
Für eine jehr große Anzahl von Gliedern ift aber die Summe der natlir- 

lichen Zahlen von 1 bi m, — = und die Summe ihrer Cuben, — * 

(f. „Ingenieur“, Seite 88); es iſt demnach: 


-2(% 1, 
— * 755 


a ) 
„Dre rare + J)} 
die Gleichung einer ftarf yefpannten Kettenlinie. 


Durch Umkehrung folgt: 


y* 4.c? x? 
2 — Li — — — 2 4 — 
VRR gg TR — ge 
daher: 





x3 
— 2ct — 3 





—17 2 
2) y= \ 2 cı — 7. oder annähernd, 


PER 
y- Vrea(1 755) 
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Das Maß der Horizontalſpannung ergiebt ſich ferner: 


2» Yo" 2 4 2 u 
ng Y —_ I + —— I 4: ‚di. 
in Bm | 2.1200 27 2a 
u —W £3 
=, 6 Bu 


Der er Zangenienwirlel p wird d beftimmt Such die Formel J 


—— 
—“ 262 
tang. g = C 1 r 5 (*)]| = | rn ea Io 
ur u OH IE I En 
4) tang. == | 1 + >); nn 
Hierzu ift endlicd) noch die Kectificationsformel: | 
Seller ref Iunn 


Beiſpiele. 1) Für eine Spannweite 25 —= 16 Ruß und Bogenhöhe =); 
Auf iſt die Länge der Kettenlinie: 


=2j4 
— 16 + 16.0,065 — 17,04 Fuß, 
ferner hie, ae des Die Horizonfalfpannung meſſenden Kettenſtückes: 


= 2 +3 -% + 5 = 138 + 0,417 = 18,217 Fuß 0. 
bie Sangen des Bingen on 
5. — | 
tungen 143 Sy 1 +4 3 (3) — 0,6458. 


hiernach ver Kufkängemint felbft, « — 320 508. 
2) Eine Kette von 10 Kuß Länge und und 9, Fuß Spannweite hat vie. Bogenhoöhe: 


— 3 3 0 Eh) BT /3 19 - 18. 57 
u v: a-92=\ | 3*53 


— Y 1,7812 — 1,335 Fuß, ME een 
und das Maß der Horizontalfpannung: 
b2 a 4,752 1,335 
2a 6 2.135 4 6 
3) Wenn eine 30 Fuß lange und 8 Pfund ſchwere Schnur mit einer Kraft 


von 20 Pfund fo viel wie möglid worizontal ausgeſpannt wird, fo iſt die Ber: 
ticalfpannung: 


— 8,675 Ruß. 


=UG=4 Pfund, 
die Horizontalfraft: 


s 








— — 
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H=V#2— v?—=V20 — 2 — Vi = ; 19,596 Bund, 


die Tangente des Aufhängeroinfels: 
_ 14 4: ’ t In 
tang. 9 = fr 19, TOBO6 — 0,20412, 
der Winkel o felbft = 110 3%; "ferner das Map ver borizentalſpannung 


e= ut er ae Fuß, 


die Spannweite: 


Baal) Ye a) 0,208— 29,792 Fuß 


und d die Bogenhöhe: 


«=\V 2 a- )= 3 3 — V 39,792. 0,078 — 1,524 Auf, 


Anmerkung 1. Man finvet aus vem Halbmeſſer CA= CB=CD= 
und der Ordinate AM —= y eines Kreisbrgens A B, ig. 243, die Orbinate 
AN = BN = yı des halben Bogens AD —= BD, wenn man jegt: 


AB? — AM? + BM? = AM + (CB -- CM) 

= AW+(cB- VOR - AM) =204.-204V TA Am:, 

Fig. 248, d. i: | ty ar 2r VrR— ya 
J c Es it hiernach: 


1 





— 2 _ | 
9 = V. _ —— Mi * oder annähernd, wenn 


y Hein ift gegen r: 


. yı = Vuſun- [?-r( =, ar BEAT 


vn ze yEtrf)=%(04 Pi 


Dur. wieder holle aumenduns biefer Formel findet man bie Depinate des 
Biertelbogens: 


u ‚'Yı. 2 + ae) — ra + 5% Em (1 +), ) 
ferner. bie, des Achtelbogeng: 
Hr 


I 


* st HU +Y + | 


Da vie Ordinaten jehr, Heiner Bögen den Bögen gleichgefeßt werden Tonnen, fo 
erhalten, wir hiernach den Bogen AB annähernd: 
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y. 
s—=8,.y=y (1 +1+Y,+()?% 373) ober genauer: 
y 
= vl +44 Wr) 
Aber 1 +Y + (Vv+ WI + iſt (nah „Ingenieur“ Seite 82) 
7 _ 7, = %, daher folgt: 
a 
8 — (1 + 2) Yy; 
ober wenn man ftatt » die Abfeiffe BM = x einführt, und 2rx — y2 ſetzt: 


:=[1+% (@) jr 


Diefe Formel ift nicht bloß auf Kreisbögen, fondern auch auf alle gedrückte 
Eurvenbögen anzuwenden. 
Anmerfung 2. Vergleicht man die gefundene Gleichung 





a: / — —33 
Fig. 244. —E cn 2 
K 5 ® — 
BD 7 mit der Gleichung 
b — — — 
} II — 2 
| / yaz V2az—-x 


\ einer Ellipſe (1. „Ingenieur“ Seite 169), fo findet man: 


ia 
| 
ST — n 
y b2 b2 . 
57 are und Fre 1. folglich 


C 
a=3cwb— aV 1, = eV 3. 


Es läßt fih alfe eine ſtark gefpannte Kettenlinie als ein Bogen ACB, 
Fig. 244, einer Ellipfe anfehen, deren große Halbaren X ’=a=3c und Heine 
Saldare KD= KE=b= cY3 =a Vy = 0,577.a iſt. 
($. 161) Gleichung der Kettenlinie. Die vollftändige Gleichung einer gemeinen 
Kettenlinie läßt fich mittels des Höheren Calculs auf folgende Weife finden. 
Nach $. 158 ift für den Aufhängewinkel TON—=9Y, Fig. 245, welchen 
Fig. 248. die Berührungsfinie O T eines Punktes 
() der Rettenlinie AC B mit der ho- 
rizontalen Ordinate ON einſchließt, 
wenn der Bogen UO durd) s be- 
zeichnet und die Horizontalfpannung 
-H = cy gefegt wird: 


8 
tang. So = 7 


Nun iſt aber 9 auch gleich dem 
Winkel OPR, welchen ein Bogen⸗ 
element O P Os mit einem Ele 
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mente PR — 9 y der Ordinate ON = y einſchließt, und 

OR 0x 
da OR.al8 ein Element 0x der Abſciſſe CN — x anzufehen ift; demnad) 
folgt: 


Auch ift 05? — Ir? + 9y?, alfo oy? — 03? — 0r?, 
0 — 02 cd 

Oo er 
Durd) weitere Umformung ergiebt ſich: 


022 (3 + c?) = s?0s?, oder 0x — 


und daher : 


sOs 
Vs? + ec? 
Setzt man s? + 0? — u, fo erhält man: 
1 
2508 — Ou, und Or — eu — !,u 's0du; 
ur 
und durch Integration folgt nun (nach Art. 18 der analyt. Hülfslehren): 
Ya 
e —= nf Rou == 1. + Const. = Vu + Const. 
2 


—Vss + c?2 -+ Üonst,, 


endlich, da x und s zugleich Null find, alfo 0 — Ver + Const., d. i. 
Const. = — cf: 


)z: = V2+e— c; fowie umgefehrt, 





s?2 — x? 
2x 


Beiipiel. Wenn eine 10 Ruß lange und 30 Pfund fchwere Kette ACB fe 
aufgehangen wird, daß die Bogenhöhe CM — + Ruß beträgt, fo hat man: 
y=%o = 3 Pfund, 
82 —_ 22 52 _ 42 
| ur Tu 
und daher die Horizontalfpannung: 
H=cy=3.% = 3% Pfun. 


ce = 





cz 


Sowie wir im vorigen Paragraphen durch Entfernung von Oy auf eine ($. 162) 
Gleichung zwifchen dem Bogen s und der Abſeiſſe geftoßen find, ebenfo kön⸗ 
nen wir nun durch Eliminirung von 6x eine Gleichung zwijchen dem Bogen 

s und der Ordinate y finden. Man fest zu diefem Zwecke in der Gleichung: 


day? 2 
2 = ri 022 = 08? — .Oy., 
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und erhält fo die. Gleichung. ei U rem 
z — De oder Oy2 (3? + 0)-== 020 8}, alfo 
Er 7.7 u uf 
Ziegen 5 
Dividirt man im Zähler ımd Nenner durch c und ſetzt — — », fo 
erhält man: | 


7 8 En Be 5 DEE 
oy— (-) —8 
892 1 4 0 7 
. Vı+(@) vır 


und e8 liefert nun die Formel XII. im Art. 96 der analytiſchen Hurfs⸗ 
lehren das entſprechende Integral: 


—— er, Das. VER 
YVıt® nat 


2) y = e. bog. nat. ( + VeEB): 


Sept man in diefer Formel s — V 2eü + x?, fo erhält man die 
eigentliche Soordinatengleichung-der gemeinen Kettenlinitt iur. 














Oo. zaN J u 
3) y=o.Iag.na, (tet Vet, N 
auch ift: — 
4) y—= c Log. au. (et) 8 >" Log. nal. —) 


. 
“ 
. 


Eli) folgt. aber durch Umkehrung von 2. mb 3.: 


92=|1%(e +8) -1le V 
und es bezeichnet e die Grundzahl 2,71828 ... des natürlichen Logarith— 
menſpſtemes (ſ. Art. 19 der analyt. hulfblehren) 


Beiſpiel. Zwei zuſammengehörige Coordinaten einer Kettenlinie ſind 22 
Eyß'und:y = B. Fuß, man ſucht die Horizonalſpannung c diefer Curve⸗ 
Rynihernd iſt nach Nee. 8. des Paragraphen 160: J 


=, +3 =7+ m — 2,58. 


EEE 5 Es 
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"Ra Rec diefes Paragtabhen (16) iſt aber geh en N 
im (tet et 8)... ee 


57 e+2+Vie} ma 


Hierin e, —9g, 58 gefeht, bekommt man den Gehler: 


[4 








f=3-- 258In. 4,2108 82,58 En. 3) 
— 8 — 3,085 — — 0,085; 
nimmt man aber c — 2,53, fo erhält man ven Fehler: 
6* 3 — 2,58 In; {4,53 2 +23) 52001 ser) 


\= 3 — 3,002 = — 0,002. 

Um ri ben wahren Werth von c zu finden, feßen wir nach einer befannten 
Regel (I. Angenienr. Seite 76): 

ce — 2,58 _ F _ 0095 


— 5575 175. 
auf dieſe Weiſe folgt: 16,5.c —= 17,5.2,53 — Fr — 41,69, daher: * 
41,69 — 
e55* 2,527 Fuß. \ vn 
v u 


Anmerkung. Sehr einfach laſſen fih für die gemeine Kettenlinie s, x 
und y durch den Aufhängewinfel @ gusbrüden; es ift nämlich nach dem Vorfichenden:. 


e sin. e sin. p 


‚ac tang.P = ——— 205.9’ ‚ femer.: 
—— —— e (1—- eos. p) 
= NG, 2 — — mt 
RE 2 (Yıttag,a® -)D)=- und 


y=.e Log. nat. (tang.o + V1+ tang. Pi) = cLog.na 1. (ee 


c08. ꝙ 


Mittels dieſer Formeln kann man die Bogen⸗ und Coordinatenlängen für ver 
ſchiedene Neigungs⸗ ober Aufhaͤngewinkel herechnen, und es laͤßt ſich hierzu deicht 
eine zwestmäßige. Tabelle, wie ‚tim „Ingenieur“. ©. 353, anfertigen. Hierbei ‚bat 
man nur eine einzige Kettenlinie, Am beften diejenige, bei welcher das Maß c_der, 
Horizontalfpannung — — lit, zu Grunde zu legen; für eine andere Ketienlinie, 
welche der Horizontalfpannung e entfpriddt, findet man dann s, z’ınd y, indem 
man die durch vie Tabelle angegebenen Sehe von’ 8, 2 md y mit c:multipkicst::, 


Wäre tang. ꝙ nit — 7* ſondern = = 8, fo hätte man es mit der ge meinen“ 


Baras el zu thun, für melde 
* sinn Yyrtvw 
on s= a + Ln. Klee Fee TERRA u 


cos. 9° 


— / Sin. p\? En 
== 7 tang. p *75 5) und 
y= etang.g =? if. 


co8. 9 
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8. 163 Gleichgewicht der Rolle. Seile, Riemen u. f. w. find auch "die 
gewöhnlichften Mittel, wodurch Kräfte auf Rollen und Radwellen liber- 
tragen werden. Bon den Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge deshalb 
hier noch da8 Allgemeinfte, jo viel es ohne Berückſichtigung der Reibung umb 
Steifigkeit möglich ift, entwidelt werben. 

Eine Rolle (franz. poulie; engl. pulley) ift eine um eine Are drehbare 
freisföürmige Scheibe ABC, Fig. 246 und Fig. 247, um deren Umfang 
Fig. 246. Fig. 247. 





ein Seil liegt, defien Enden durd) Kräfte P und Q angefpannt werden. 
Bei einer feiten Rolle (franz. p. fixe; engl. fixed p.) ift da8 Gehäufe oder 
Lager (franz. chape; engl. block), worin ihre Axen oder Zapfen ruhen, unbe 
weglich, bei einer [ofen Rolle (franz. p. mobile; engl. moveable p.) hin⸗ 
gegen iſt dad Zapfengehäuſe beweglich. 

Im Gleichgewichtszuftande einer jeden Rolle find die Kräfte P und Q an 
den Seilenden gleich groß, denn jede Rolle ift ein gleicharmiger Winkelhebel, 
den man erhält, wenn man von der Are U Perpendikel CA und CB auf 
die Kräfte oder Seilrihtungen D P und DQ fällt. Auch ift klar, daß die 
Kräfte P und Q bei irgend einer Drehung um C einerlei Weg, nämlich r ß, 
zurüclegen, wenn r den Halbmeffer CA == CB und BP den Umdrehungs- 
winkel bezeichnet, und daß ſich auch hieraus auf die Gleichheit zwiſchen P 
und Q fchließen läßt. Aus den Kräften P und Q entipringt nod) eine vom 
Bapfenlager aufzunehmende Mittelfraft OR — R, die von dem Winkel 
ADB — a, unter welchem die Seilrichtungen zufammenftoßen, abhängig - 
ift und ſich als Diagonale des aus P und & zu conftruirenden Rhombus 
CP l R Qı ’ 


R=2P cos. = ergiebt. 
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Bei der feften Rolle, Fig. 246, wirkt die zu hebende Laſt oder der zu S. 164 
überwindende Widerftand Q an einem Seilende genau wie die Kraft P; «8 
ift daher hier Kraft gleich Laſt, und es bewirkt die Anwendung biefer 
Rolle nichts weiter als eine Richtungsveränderung, weshalb man fie auch 
eine Reitrolle nennt. Bei der loſen Rolle, Fig. 247, hingegen wirft 
die Laft R an dem hafenförmigen Ende des Zapfenlagers, während das eine 
Seilende an einem unbeweglichen Gegenſtande befeftigt ift; hier ift aljo die Kraft 
R 


P= 





& 
2 cos. — 
cos. 5 


zu fegen. Bezeichnen wir die Sehne A MB, welche dem mit Seil bededten 
Bogen entjpricht, dur) a und den Halbmefleer CA == CB, wie vorhin, 
durch r, fo ift: 


a— 23AM—2.0A cos. CAM—3CA cos. ADM — 2rcos. 
es läßt fich daher 


= 





"—_ —L_ und ebenfo 


Sy Ns 
nı% 


jegen. Dieſem nach verhält fich alfo bei der loſen Rolle die Kraft zur 
Laft, wie der Halbmeſſer der Rolle zur Sehne des Seilbogens, 
St a — 2r, bedeckt alfo das Seil einen Halbfreis, Fig. 248, fo fällt 
Fig. 248. die Kraft am Fleinften, nämlich P— 1, R aus; 
ft a = r, alfo 60° von der Rolle mit Seil be- 
dedt, fo hat man P= R. Ye Heiner nun a aus⸗ 
fällt, defto größer wird P, und für ein unendlich 
fleines a, d. h. fir eine unendlich Heine Seilbe- 
dedung ift die Kraft P unendlich groß. Bei den 
Wegen tritt ein umgefehrtes Verhältniß ein; ift s 
der Weg von P, welcher einem Wege A von R 
entjpricht, jo hat man Ps —= Rh, daher: 


8 


— 


— — — 


r 
Die lofe Rolle ift alfo ein Mittel zur Kraitver- 
änderung, weshalb fie aud) die Kraftrolle genannt 
wird; e8 läßt ſich durch diefelbe z. B. eine gegebene 
Laſt durch eine kleinere Kraft heben; in dem Ver⸗ 
hältniſſe aber, um welches man an Kraft gewinnt, 
verliert man an Weg. 
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8. 163 Gleichgewicht der Rolle. Seile, Riemen u. ſ. w. find auch "die 
gewöhnlichiten Mittel, wodurch Kräfte auf Rollen und Radwellen liber- 
tragen werden. Bon den Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge deshalb 
bier noch das Allgemeimfte, jo viel es ohne Berückſichtigung der Reibung und 
Steifigkeit möglich ift, entwidelt werden. 

Eine Rolle (franz. poulie; engl. pulley) ift eine um eine Are drehbare 
freisförmige Scheibe ABC, Fig. 246 und Fig. 247, um deren Umfang 
Fig. 246. Fig. 247. 





ein Seil liegt, deſſen Enden durch Kräfte P und Q angejpannt werden. 
Bei einer feften Rolle (franz. p. fixe; engl. fixed p.) ift da8 Gehäufe oder 
Lager (franz. chape; engl. block), worin ihre Aren oder Zapfen ruhen, unbe 
weglich, bei einer loſen Rolle (franz. p. mobile; engl. moveable p.) hin⸗ 
gegen iſt das Zapfengehäuſe beweglich. 

Im Gleichgewichtszuſtande einer jeden Rolle find die Kräfte P und Q an 
den Seilenden gleich groß, denn jede Rolle iſt ein gleicharmiger Winkelhebel, 
den man erhält, wenn man von der Are U Perpendikel CA und CB auf 
die Kräfte oder Seilrihtungen DP und D fällt. Auch ift Far, daß die 
Kräfte P und Q bei irgend einer Drehung um C einerlei Weg, nämlich r B, 
zurücklegen, wenn r den Halbmefier CA == CB und BP den Umdrehungs- 
winkel bezeichnet, und daß fich auch hieraus auf die Gleichheit zwiſchen P 
und Q fchliegen läßt. Aus den Kräften P und Q entjpringt noch eine vom 
Zapfenlager aufzunehmende Mittelfraft CR — R, die von dem Winkel 
ADB— a, unter welchem die Seilrichtungen zujfammenftoßen, abhängig - 
ift und fich als Diagonale des aus P und « zu conftruirenden Rhombus 
CP, RQı, 


R=2P.cos. = ergiebt. 
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Bei der feften Rolle, Fig. 246, wirft die zu hebende Laſt oder der zu S. 164 


iüberwindende Widerftand Q an einem Seilende genau wie die Kraft P; e8 
ift daher hier Kraft gleich Laſt, und es bewirkt die Anwendung diefer 
Rolle nichts weiter als eine Nichtungsveränderung, weshalb man fie auch 
eine Teitrolle nennt. Bei der lofen Rolle, Fig. 247, hingegen wirkt 
die Laft R an dem hafenförmigen Ende des Zapfenlagers, während das eine 
Seilende an einem unbeweglichen Gegenftande befeftigt ift; hier ift alfo die Kraft 


P= 





& 
2 cos. — 
2 


zu ſetzen. Bezeichnen wir die Sehne A MB, welche dem mit Seil bededten 
Bogen entfpricht, durch a und den Halbmefler CA = CB, wie vorhin, 
durch r, fo ift: 

a— 2 AM—2.CA cos. CAM—3CA cos. ADM — 27008. 2, 
es läßt fich daher 





1 
LEE und ebenjo 
@ 2 cos. & 
"92 
P_r 
Ra 


jegen. Diefem nad) verhält fich alfo bei der [ofen Rolle die Kraft zur 
Laft, wie der Halbmeſſer der Rolle zur Sehne des Seilbogens. 
St a — 2r, bedeckt alfo das Seil einen Halbfreis, Fig. 248, fo fällt 
Fig. 248. die Kraft am Kleinften, nämlih P— 1, R aus; 
ft a = r, alfo 60° von der Rolle mit Seil be- 
deckt, fo hat man P=R. Ye Heiner nun a aus⸗ 
fällt, defto größer wird P, und für ein unendlich 
fleines a, d. h. für eine unendlich Heine Seilbe- 


Wegen tritt ein umgefehrtes Verhältnig ein; ift s 
der Weg von P, welcher einem Wege A von R 
entjpricht, jo hat man Ps —= Rh, daher: 


8§ ad 


— 


— 
— 


I r 
Die loſe Rolle ift alfo ein Mittel zur Krajtver- 
änderung, weshalb fie auch die Kraftrolle genannt 
wird; es läßt fich durch diefelbe z. B. eine gegebene 
Laſt durch eine Heinere Kraft heben; in dem Ver- 
hältniffe aber, um welches man an Kraft gewinnt, 
verliert man an Weg. 





dedung ift die Kraft P unendlich groß. Bei den 
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ziehe man durch den erhaltenen Edpunkt (b) eine Parallele zur Transver- 
falen 72 und fehneide von ihr be — C1 gleich einem Bogentheile ab; 
iegt ziehe man durch den neuen Endpunkt c eine Parallele zu 273, mache 
cd wieder gleich einem Bogenſtück und fahre auf diefe Weife fort, bi8 man 
das Polygon Cubedef erhält. Nun conftruire man ein anderes Volygon 
Caßydsp dadurch, daß man Ca parallel Hl, « ß parallel H2, By 
parallel H3 u. ſ. w. legt und Ce=aß=PßyY u. |. w, — —=(1= — 12 
— 23 u. |. w. macht. Führt man endlich durch die Mittelpuntte von ae, 
bß,cy...fy einen Zug COPA, fo erhält man in demfelben annä- 
bernd die gefuchte Kettenlinie. 

Durch Aufhängen einer feingegliederten Kette an einer fenkrechten Wand 
fäßt ſich für praftifche Bedürfniſſe oft genau genug eine Kettenlinie ebenfalls 
finden, welche gewiſſen Bedingungen, z. B. einer gegebenen Bogenweite und 
Bogenhöhe, oder einer gegebenen Bogenweite und Bogenlänge u. |. w. entjpricht. 


Angenäherte Gleichung der Kettenlinie. In vielen Fällen, und 
namentlich auch bei Anwendungen in der Ardjiteftur und in dem Majchinen- 
weſen, ift die Horigontalfpannung der Kettenlinie ſehr groß und deshalb ihre 
Bogenhöhe Hein gegen die Weite. Unter diejer Vorausſetzung ermittelt ſich 
eine Gleichung dieſer Curve auf folgende Weiſe. 

Bezeichnet s die Länge, « die Abſciſſe CN und y die Ordinate NO eines 


Fig. 242. fehr gedrücten Bogens CO, 

A M 8 Fig. 242, fo fünnen wir ber 

A beigefügten Anmerkung zufolge, 
annähernd 





6 


daher die Verticalſpannung in einem Punkte O eines niedrigen Kettenlinien⸗ 


bogens: | 
2 /a\? 
r=|ı + (&) vr. 


und für den Tangentenwinkel TON = 9 deſſelben: 
— — 2(2\°|Y 
tang.p — = F + (2) 1? ſetzen. 


Theilen wir die Ordinate y in m gleiche Theile, fo finden wir das einem 
folchen Theile OR entiprechende Stück RQ — NU der Abfciffe x, indem 
wir feßen: 
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Da x Hein fein fol gegen y, fo ift annähend RQ— OR. 2. 


—? y 2y 3y 
Sebt man un OR = m und fucceffiv für y die Werthe mn 
u.ſ. w. fobefommt man nad) und nad) ſämmtliche Theile von x, deren Summen um 
—_ .. — I. mtl +1) 
= u+2434.. 4m) 6 8 = 


ift und wieder der Gleichung der Parabel ep. 
Gehen wir aber noch genauer, fegen wir in 


non. 4 2Q)], 


2 
ftatt © den letztgefundenen Werth : - ein, jo erhalten wir: 
— OR Try? 
OR=OR Ki 48) 6b + 5) 


Nehmen wir mım wieder nad) einander y — 2 =y, — u. ſ. w., und 


ſetzen wir ſtatt OR ebenfalls —* , fo finden wir nad) und nad) ſämmtliche 
Theile von x und hieraus die Summe felbft: 
_—_ 41% un. 1 (YA Los 33.1... |. 
— |Fa+r2+s+ w)455 (5) (132333 -+..-+m?) 
Für eine ſehr große Anzahl von Gliedern iſt aber die Summe der natlir- 
2 4 
fihen Zahlen von 1 bis m, — 2 md die Summe ihrer Euben, — ” 


(f. „Ingenieur“, Seite 88); es ift demnaqh 
_ 9(9 y’ 
Ae + - T) d. i. 


_# y* -#| 1 -)\ 
„vr TEABET TEE 7] ner l 


die Gleihung einer ftarf gefpannten Kettenlinie. 
Durch Umkehrung folgt: 
4.022? x? 


) — /ye — 2 — — — — — — — 
yon — 70, = 20a aa ne? rk 
daher: 





———— 


1. 
2) y= 1% 2 cz — 7. oder annähernd, 


ym- V2ea(1 _ 


12c 
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Das Waß der Horizontalſpannung ergiebt ſich ferner: 


2 FE 2 a am..." 
ir FH ar, 
—66 2x 2%. 1202 ‚22 24% ya VJ 
EN 
Be) Ken 6 7.0010. ‘ j ' ME Ba) 1 BE Bu 


Der er Tangentenwinkel Y wird beftimmt hc die Formel 


—Ilıı 2 (=\”]_ + ol. 
Br 
-7.1+3G) 1-36 sy] 2 

4) ang. g—E|ı + +] en 


Hierzu ift endlich noch die Rectificationsformel: 


1 ’ 2 ; : en 
5) s=jlı + 35) | —y k +42) zu feige 


"Beifpiele. 1) Für eine Spannweite 2516 Fuß und Bogenhoͤhe 
Ruß iſt die Länge der Kettenlinie: 


21=29[1+ (4 sy ]=1.[142(2 I 


— 16 + 16.0,065 —= 17,04 Zuß, 


ferner die, Länge bes Die Horigonfalfpannung meſſenden Kettenſtückes: 
b2 4 64 5 
«54 Was: 5:12 = 13,8 + 0,417 =.13,217. Buß; .. a 


ratıı,g 


eh 


die Tangente des Aufhängemwinfels: N) 


tung. «= |j1+3 (2) |=$-[ı+ +1&)]= 5. 5. LOBBBB _ gg... 


hiernach der Aufhängewinfel felbft, « — 320 508, 
2) Eine Kette von 10 Fuß Länge und und 9% Fuß Span Fuß Spannweite bat vie, Bogenhohe: 





Ve VERF V EV 


— V 1,7812 — 1,335 Zug, TEE 
und das Maß der Horizontalfpannung : 
b2 a 4,752 1336. 
=, rt = 8,673 Buß, Ä 


3) Wenn eine 30 Fuß lange und 8 * ſchwere Schnur mit einer Kraft 
von 20 Pfund fo viel wie möglich vortzontat ausgeſpannt wird, fo iſt die Ver: 


tiealſpannung: — EN , 
— 79 — un 





27 


die Horizontalkraft: 


un 


ar 


EG rem BEE U A TU TU 
. . 





* 
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H=V8— v2? —V208 — 2 = V34— ; 19,596 Bund, 


die Tangente des Buffet 


4; in: 
un Im 19,596 — 0,20412, 


der Winkel „ſelbſt = 110 sr; fer das Maß ver Gerigentalfpannung 
= =H..= 2 _ U 73,465 Ruf, 


die Spannweite: 


»=allı- 2. )1=. I - z — = - 0,208— 29,792 Fuß 
und bie ‚Dogenhöhe: 


FRA 


-V5 ZdU-d)= Agrerı 3.29, —— a 28 _ V 39,792. 0,078 — 1,524 Auf. 


Anmerfung 1. Man findet aus dem n Salbmefer CA=-CB=CD= 
und der Orbinate AM —= y eines Kreisbogens AB, ig. 243, die Ordinate 
AN=BN = yı des halben Bogens AD — BD, wenn man ſebt: 


AB — Am + Bm —- AM+ (CB — cM) 
.. 3 IM@+(cB- Va- - AM) —2042 -2C0AV TB AM:, 
Fig, 243. d. i. ayazarn 29 Va—y 
c Es ift hiernach: 
u I _ 2 __ 
Yyı. = Ve - — y. ‚ oder annäherud, wenn 





y klein iſt gegen r: 


Vale-r( 5:8 “|. Pre 


. 


I Yı 


— — nn nn 


SIT iM; 
Zu = V£G +) = (tr F FI 


Durch wieder holte Ben biafer Formel äntet man die Ordinate des 
—52* 


SEHR) 
krups, die des Achkelbogendz- ., - 
Ya -%(1 + 5) = *6 + + +: ) ( Pe 


u deu 5). i 


Da die Ordinaten ſehn kleiner Bögen den Bögen gleichgefeßt werden Fönnen, ſo 
erhalten, ir hiernach den Bogen AB annähernd: 
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y 
8.4 =y(l ++ Y+ W021 3), oder genauer: 
y 
= y(1 +44 WW) 
Ar I + Y + (U + UV) + --- if (nah „Ingenieur“ Seite 82) 
T-Y, — 4, daher folgt: 
2 
s— (1 + 2) V; 
oder wenn man flatt » die Abfeiffe BM = x einführt, und 27 x — y? ſetzt: 
— x 2 
»=|1+% (5) W 


Diefe Formel ift nicht bloß auf Kreisbögen ‚ ſondern auch auf alle geprüdte 
Burvenbögen anzumenden. 


Anmerkung 2. Vergleicht man die gefundene Gleichung 
Fig. 244. 





/ 2 
/ 
v=|\ 20 — 3 
K 


D DB: i 
4J — mit der Gleichung 


DD — 
| v2 I m2 
/ y=- V2axz-x 


\ u 
einer Ellipſe (1. „Ingenieur“ Seite 169), fo findet man: 
J 7” 22 IR 
\ [ a = cum a2. = Ya. folglich 
a—3cwb— av Yy, = eV 3. 
Es läßt fih alfe eine ſtark gefpannte Ketienlinie als ein Bogen ACB, 
Fig. 244, einer Ellipfe anfehen, deren große Salbaren KC=a=3e und kleine 
halbaxe KD=- KE=-b—=-cV3 =aVY — 0,577 u if. 
($. 161) Gleichung der Kettenlinie. "Die vollftändige Gleichung einer gemeinen 
Kettenlinie läßt fich mitteld des Höheren Calculs auf folgende Weiſe finden. 
Nach $. 158 iſt für den Aufhängewinfel TON p, Fig. 245, welchen 
Fig. 245. die Verührungsfinie oT eines Punftes 
(J der Kettenlinie ACB mit der ho- 
rizontalen Ordinate ON einfchliegt, 
wenn ‚der Bogen CO durch s be 
zeichnet und die Horizontaljpannung 
— = cy gelegt wird: 


8 
fang. g=—. 
e 


Nun ift aber ꝙ auch gleich dem 
Winkel OPR, welchen ein Bogen» 
element OP— Os mit einem Ele⸗ 
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mente PR — 9% y der Ordinate ON —= y einſchließt, und 


OR 0x 
tang. 0PR= 77 — öy’ 
ba OR.als ein Element 6x der Abfciffe CN — anzuſehen ift; bemnad) 
folgt: 


or 5 öoy 
Fre oder Im nm 
Auch iſt 032 — 222 + 0, alſo oy2 = 08? — or, 
os? — 02? c? 
und daher: ö—n — se 


Durch weitere Umformung ergiebt fich: 





sOs 
0x2 (s + ce?) = 82082, oder O2 = —— 
+) er: 
Sept man s? + c? — u, fo erhält man: 
— ’ — 15, 0u — ] -1%4 . 
2303 — Ou, und dr — — = jı u AQu; 


und durch Integration folgt nun (nad) Art. 18 der analyt. Hülfslehren) : 
ur - 
ı = —* Reu — Ug-— + Const. = Vu + Const. 
2 
.—V» + c?2 + ÜUonst., 
endlich, da x umd s zugleich Null find, alfo 0 — Ve! + Const., d. i. 
Const. = — c if: 
1) z&— Vs? + c: — c; fowie umgekehrt, 
s;s= V(@ +)? — = V2cz + x, und 
s2 — ı? 
2% 
Beifpiel. Wenn eine 10 Fuß lange und 30 Pfund jchwere Kette ACB fc 
aufgehangen wird, daß die Bogenhöhe ('M — + Fuß beträgt, fo hat man: 


y— 3%, = 3 Pfund, 
no a 2 BR 27 
2 — 8 18 
und daher vie Horizontalfpannung: 
H=cy=3.% = 3%, Pfund. 


Sowie wir im vorigen Paragraphen durch Entfernung von Oy auf eine ($. 162) 
Gleichung zwifchen dem Bogen s und der Abſeiſſe geſtoßen find, ebenfo kön⸗ 
nen wir nun durch Eliminirung von x eine Gleichung zwifchen dem Bogen 

s und der Ordinate y finden. Dan fegt zu diefem Zwecke in der Gleichung: 
yo 
0m 9 


N 


= 








‚02 = 098 — .9y:, 
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und erhält fo die. Gleyhung: 


” _ 08° — Oy? 42 (s2 — 2 
a = dyi ‚ ober Oy2 (3? + @) = 08}, alſo 


“.. . . [ur . 
Pi ) 1 ' rt’; Fe Ge 


eds 
Y= V®?+c 
Dividirt man im Zehler und Nenner durch c und jeßt — — 2, ſo 


erhält man: ST, 
y— 2) = ” 
"ve 


und es liefert nıın die Formel XII. im Art. 26 der analytiſchen Hulfs 
lehren das entſprechende Integral: 


‚0% 
'Yıtoa 


-2) y == c. Log. nal, —— 


Setzt man in dieſer Formel s = V2es + 2, jo erhält man die 
eigentliche Soordinatengleihung-der gemeinen Kettenlinik: 


yz=c 


, Log. nat. (v + VI +9 ri 


3) y == c.Log. nal, 
auch ift: 
st x 
4) y= c Log. nut. = ) = = ” Log. nat. 
Endlich jolgt aber durch untehrung von 2. * 3.: Zu F | E 


y ’ it u. IR 
5)s—=|e' —e *‘)-— " 
) (#- e 9.3 2° und 


6) —= — ( 4 5) — c, 


und e8 bezeichnet e die Grimdzahl 2,71828 ... des natürlichen Logarith— 
menſyſtemes (ſ. Art. 19 der analyt. Hüffglehren). 











Beiſpiel. Zwei zufammengehörige Coordinaten einer Kettenlinie find a2 
Fuß und y == 3 Fuß, man fucht die Horigentalfpannung c biefer Curve? 
Annaͤhernd fi nach Neo. 8 des Paragraphen 160: 
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Nach Rro.' 3 diefes Paragraphen (162) iſt aber gehn: 00? 
y=cIm. — + *), ni 


In. (et 24 fett — 


Hierin c = 2,58 gefeht, befommt man ven Fehler: 


f=3- 258m. “+2 V38\ — 8 —2,58 En. oo) 








— 3 — 3,085 — :— 0,085; 
nimmt man aber c — 2,53; jo erhält man den Fehler: 
6= 3 —_ 2,58 Im; (+2 +2 y2#\ — 3258 Ln. er) 


1 — 3 — 3,002 = — 0,002. 
Um run den wahren Werth von c zu finden, feßen wir nad einer befannten 
Regel (1. Vngenieur·. Seite 76): 
e—258_ ff — 102 — 
— 55 * An 17,5, 
auf diefe Weife folgt: 16,5.c = 17,5.2,53 — ss — 41,69, daher: = 


4169 _ 2,527 Fuß. —E 


ZT Ze 


v 

Anmerkung. Sehr einfach laflen fih für die gemeine Kettenlinie s, x 
und durch den Aufhängewinfel p ausprüden; es ift nämlich nad dem Vorftehenven : 
e sin. 
COS. ® 





„ı ,942c tangp —= ‚ ferner: 


m ——— —- 603. ꝙ) 
= ec ewi + tang. 9 )= es Zr rund 


y= c Log.nat. (tang. +V1+ tang. 22) — c Log. net. (er . 

Mittels dieſer Formeln Tann mam die Bogen- und Goorbinatenlängen für ver 
ſchiedene Neigungs⸗ over Aufhaͤngewinkel berechnen, und es läßt ſich hierzu leicht 
eine zweckmaͤßige Tabelle, wie im „Ingenieur“ S. 353, anfertigen, Hierbei hat 
man nur eine einzige Rettenlinie, aͤm beiten diejenige, bei welcher das Maß c der, 
Horizontalfpannung — 1 it, zu Grunde zu legen; für eine andere Kettenlinie, 
welche ver Horizontalfpannung e entfpricht, findet man dann s, 2 md y, indent 
man.bie. durch vie Tabelle angegebenen Werne von s, 0 und mit c:multipficen: . 


2 ii ’ .ı 


Wäre tang. & niit — —* ſondern = * 2, ſo haͤtte man es mit der gemeinen 


Parab el zu thun, für welche 
_ sin P pn, tang. „(te ER 





ws 


ze — 2:[.eos. 92 
c ce (sin. o\ 2 W 
= _ pa — —( — d 
== z tang.p 3 (cos ) un 
\ 
y= etang.p = Fr? if. 


co8. 9 
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8. 163 Gleichgewicht der Rolle Seile, Riemen u. ſ. w. find auch *die 
gewöhnlichften Mittel, wodurch Kräfte auf Rollen und Radwellen über- 
tragen werben. Bon den ‘Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge deshalb 
hier noch das Allgemeinfte, jo viel es ohne Berlidfichtigung der Reibung und 
Steifigkeit möglich ift, entwidelt werben. 

Eine Rolle (franz. poulie; engl. pulley) ift eine um eine Are drehbare 
freisfürmige Scheibe ABC, Fig. 246 und Fig. 247, um deren Umfang 
dig. 246. Fig. 247. 





ein Seil liegt, defien Enden durch Kräfte P und Q angefpannt werden. 
Bei einer feften Rolle (franz. p. fixe; engl. fixed p.) tft das Gehäufe oder 
Lager (franz. chape; engl. block), worin ihre Axen oder Zapfen ruhen, unbe 
weglich, bei einer Lojen Rolle (franz. p. mobile; engl. moveable p.) hin» 
gegen ift das Zapfengehäuſe beweglich. 

Im Gleichgewichtszuftande einer jeden Rolle find die Kräfte P und Q an 
den Seilenden gleich groß, denn jede Rolle ift ein gleicharmiger Winkelhebel, 
den man erhält, wenn man von der Are U Perpendikel CA und CB auf 
die Kräftes oder Seilrihtungen DP und DQ fällt. Aud) ift klar, daß die 
Kräfte P und @ bei irgend einer Drehung um C einerlei Weg, nämlich r ß, 
zurücklegen, wenn r den Halbmefier CA == CB und B° den Umdrehungs- 
winkel bezeichnet, und daß fich auch hieraus auf die Gleichheit zwiſchen P 
und Q fchließen läßt. Aus den Kräften P und Q entipringt noch eine vom 
Zapfenlager aufzunehmende Mittelkraft CR — ER, die von dem Winkel 
ADB -- a, unter welchem die Seilrihtungen zufammenftoßen, abhängig - 
it und fi) als Diagonale des aus P und « zu conftruirenden Rhombus 
CP i R Qı ’ 





R=2P.cos. 2 ergiebt. 


—— — 
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Bei der feſten Rolle, Fig. 246, wirkt die zu hebende Laſt oder der zu S. 164 


überwindende Widerftand Q an einem Seilende genau wie die Kraft P; es 

ift daher bier Kraft gleich Laſt, und es bewirkt die Anwendung diefer 

Rolle nichts weiter als eine Kichtungsveränderung, weshalb man fie auch 

eine Xeitrolle nennt. Bei ber loſen Rolle, Yig. 247, hingegen wirkt 

die Laft R an dem hafenförmigen Ende des Zapfenlagers, während das eine 

Seilende an einem unbeweglichen Gegenftande befeftigt ift; hier ift alſo die Kraft 
R 


P= 





& 
2 cos. — 
95 


zu jegen. Bezeichnen wir die Sehne A MB, welche dem mit Seil bederften 
Bogen entjpricht, dur) a und den Halbmeflee CA — CB, wie vorhin, 
durch r, fo ift: 

a—2AM—2.CA cos. CAM—3CA cs. ADM— 27008. —, 
es läßt fich daher 





1 und ebenfo 
2 cos. = 
2 
* 
a 
jegen. Diefem nad) verhält fich alfo bei der lofen Rolle die Kraft zur 
Laft, wie der Halbmeffer der Rolle zur Sehne des Seilbogens. 
St a — 2r, bedeckt alfo das Seil einen Halbfreis, Fig. 248, fo fällt 
Fig. 248. die Kraft am Heinften, nämlih P—= \/, R aus; 
ft a — r, alfo 60° von der Rolle mit Seil be- 
det, jo bat man P—=R. Se Heiner nun a aus⸗ 
fällt, defto größer wird P, und für ein unendlich 
feines a, d. h. für eine unendlich Heine Seilbe- 
dedung ift die Kraft P unendlich groß. Bei den 
Wegen tritt ein umgefehrtes Verhältnig ein; ift s 
der Weg von P, welcher einem Wege h von R 
entipricht, jo hat man Ps — Rh, daher: 


8 id 


— 
— — 8 
— 


j r 
Die loſe Rolle ift alfo ein Mittel zur Kraftver- 
änderung, weshalb fie aud) die Kraftrolle genannt 
wird; e8 läßt fich durch diefelbe z. B. eine gegebene 
Laſt durch eine Kleinere Kraft heben; in dem Ver⸗ 
hältnifje aber, um welches man an Kraft gewinnt, 
verliert man an Weg. 


P__ 
5 = 
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8. 163 Gleichgewicht der Rolle. Geile, Riemen u. f. w. find auch *die 
gewöhnlichiten Mittel, wodurch Kräfte auf Rollen und Radwellen über- 
tragen werden. Don den Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge deshalb 
bier noch das Allgemeinfte, jo viel es ohne Berückſichtigung der Reibung und 
Steifigkeit möglich ift, entwidelt werden. 

Eine Rolle (franz. poulie; engl. pulley) ift eine um eine Are drehbare 
freisförmige Scheibe ABC, Fig. 246 und Fig. 247, um deren Umfang 
Big. 246. Fig. 247. 





ein Seil liegt, defien Enden durch Kräfte P und Q angefpannt werden. 
Bei einer feften Rolle (franz. p. fixe; engl. fixed p.) ift das Gehäufe oder 
Lager (franz. chape; engl. block), worin ihre Aren oder Zapfen ruhen, unbe- 
weglich, bei einer lojen Rolle (franz. p. mobile; engl. moveable p.) hin» 
gegen ift das Zapfengehäufe beweglich. 

Im Gleichgewichtszuſtande einer jeden Rolle find die Kräfte Pund Q an 
den Seilenden gleich groß, denn jede Rolle ift ein gleiharmiger Winkelhebel, 
den man erhält, wenn man von der Are U Perpendikel CA und OB auf 
die Kräfte oder Seilrichtungen D P und DY fält. Auch ift Far, daß die 
Kräfte P und Q bei irgend einer Drehung um C einerlei Weg, nämlich r ß, 
zurücklegen, wenn r den Halbmefier CA == CB und PB! den Umdrehungs- 
winkel bezeichnet, und daß ſich aud) hieraus auf die Gleichheit zwiichen P 
und Q fchliegen läßt. Aus den Kräften P und Q entjpringt noch eine vom 
Bapfenlager aufzunehmende Mittelfraft OR — ER, bie von dem Winkel 
ADB — a, unter welchem die Seilrichtungen zujammenftoßen, abhängig - 
ift und fi als Diagonale des aus P und @ zu conftruirenden Rhombus 
CP, RQ,, 


R==2P.cos. 3 ergiebt. 
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Bei der feften Rolle, Fig. 246, wirkt die zu hebende Laſt oder der zu $. 164 
überwindende Widerftand Q an einem Seilende genau wie die Kraft P; e8 
ift daher Hier Kraft gleich Laſt, und es bewirkt die Anwendung diefer 
Rolle nichts weiter als eine Nichtungsveränderung, weshalb man fie auch 
eine Reitrolle nennt. Bei ber lofen Rolle, ig. 247, hingegen wirkt 
die Laſt R an dem hafenföürmigen Ende des Zapfenlagers, während das eine 
Seilende an einem unbeweglichen Gegenftande befeftigt ift; hier ift alfo die Kraft 


P—= 





& 
2 cos, — 
2 


zu ſetzen. Bezeichnen wir die Sehne A MB, weldje dem mit Seil bedediten 
Bogen entjpricht, duch a und den Halbmeſſe CA = CB, wie vorhin, 
durch r, fo ift: | 


a—= 23 AM—=2.CA cos. CAM—23C0Ac0s. ADM— 27008. —, 





2 
es läßt fich daher 
Io und ebenfo 
u 2 cos. — 
"2 
P_ r 
R a 


jegen. Dieſem nad) verhält fich alfo bei der loſen Rolle die Kraft zur 
Laft, wie der Halbmeifer der Rolle zur Sehne des Seilbogens. 
St a — 2r, bededt alſo das Seil einen Halbfreis, Fig. 248, fo fällt 
Fig. 248. die Kraft am Eleinften, nämlih P— I/, R aus; 
ft a = r, alfo 60° von der Rolle mit Seil be- 
deckt, ſo hat man P=R. Ye Heiner nın a aus⸗ 
fält, defto größer wird P, und für ein unendlich 
fleines a, d. h. für eine umendlich Heine Seilbe- 
dedung ift die Kraft P unendlich groß. Bet den 
Wegen tritt ein umgekehrtes Verhältnig ein; ift s 
der Weg von P, welcher einem Wege A von R 
entjpricht, jo hat man Ps —= Rh, daher: 


f r 
Die Iofe Rolle ift alſo ein Mittel zur Kraitver- 
änderung, weshalb fie auch die Kraftrolle genannt 
wird; es läßt ſich durch diefelbe 3. B. eine gegebene 
Laft durch eine Heinere Kraft heben; in dem Ver⸗ 
hältnifje aber, um welches man an Kraft gewinnt, 
verliert man an Weg. 
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le:b ; "Anmerkung, Bon ber Zufainmenfegung' ber Meilen zu Mollen⸗ und Flaſchen⸗ 
zügen ,. ſowie von dem Kinfuffe der Reihung und. des Gteifigfeitswiberfiguprt: auf, 

x Bern ‚ver Rollen ift. im dritten? Bande u ee 

heile SE a te 

8. 165 Radwelle, Die Rab weite —— rous sur ER wheel: and 
axle). iſt eine: feſte, um eine gemeinſchaftliche Are drehbare Verbindung/ 
a FÜ 248. 4BB.D, Fig. 249, nom 

= zwei feften Rollen oder Rä⸗ 

dern. Das Kleinere von die- 
fen Rädern heißt Welle 
(franz.. arbre; engl. axle), 
das größere aber Rad (franz. 
roue; engl. wheel). ‚Die. 
runden Enden E und F, 
womit 'die Vorrichtung aufs 
ruht, heißen Zapfen (franz, 
tourillons; engl. trunni- 
ons). Die Umdrehungsare 
einer Radwelle ift entweder 
horizontal, oder vertical, 
oder ſchief. Hier ſoll zu- 
nchſt nur von dyrjenigen 





| 7, Madipelle die. Rede Tai, 
welge fi ı um eine borkontale; Are. dreht; — wollen wir hier vorausiggen, 
daß ‚die Kräfte R wo .Q. oder die Rxaft:?. und, ‚die Laſt Q an den Enden 
vollkommen biegjamer, Seile wirken, melche um die Minfünge des Rades und der 
Delle .gelegt find. ; Die zu beantwortenden Fragen, find: in welchem Berhält- 
niſſe ſtehen Kraft P und Laſt Q. zu einander, u welche Drücke a die 
Zapfenlager bei. E. un F aufzunehmen? . Ä | 


"Denkt man fid i in dent Punbkte O, wo die Umdrehungsebene der Baf P 
die re EF ber Maſchine ſchneidet, noch zwei Gegenkräfte OP — und 
CP = — ‚pP wirkſam, welche der in 4 angreifenden Umdrehungdkraft gleich 
und ihr parallel gerichtet ſind, ſo erhält man aus der Zuſammenſetzung die— 
fer drei Kräfte eine Axenkraft &C P P und ein Kräftepaar (P, — P), 
defien Moment = P. CA — Pa ift, wenn a den Hebelarm der Kraft 
A.P — P,. ober. ven Halbmeſſer O A des Rades bezeichnet; und denfen wir 
und gleichfalls im Punkte D, wo die Umbdrehungsebene der Laſt Q von der 
Are EP. geschnitten: wird, die ‚Gehenfräfte D QO'— Q ımd DRQ= — — 0 
angebracht/ fo’ erhalten: wort auch noch eine Axenkraft DQ = Q und ein 
Kräftepaar (9, — Q), deſſen Moment — Q. DB —= Qb ift, wenn d 
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den Hebelarm der in B angreifenden Laſt Q oder den Halbmefler DB ber 
Welle bezeichnet. 

Da die Arenkräfte U P—= P und DQ — Q von der Are aufgenonmten 
werden, und folglid gar feinen Einfluß auf die Umdrehung der Maſchine 
ausüben, jo ift zur Herftellung des Gleichgewichts nöthig, daß die beiden im 
parallelen Ebenen wirkenden Kräftepaare (P,k, — P) und (Q, — Q) (vergl. 
8. 94) gleiche Momente haben, daß alfo 

Pa = ®@b, oder 
b 
a 


OS 


iſt. 

Es iſt alſo bei jeder beliebig langen Radwelle, wie bei jedem 
Hebel, im Gleichgewichtszuſtande, das Moment Pu der Kraft 
gleich dem Momente Qb der Laft, oder das Verhältniß der Kraft 
zur Laſt gleich dem des Taftarmes zu dem Kraftarme. 

Wirken mehr als zwei Kräfte an einer Radwelle, fo ift natürlich aud) die 
Summe der Momente der Kräfte, welche nad der einen Umdrehungsrichtung 
wirken, gleich, der Summe der Momente der Kräfte mit der anderen Umdre— 
hungsrichtung zu jeßen. 


Die Arenfräfte CP= Pumd DQO Q laflen fid) nur nod in die 8. 166 
Berticallräfte OP, = Pı und DQ, — Q,, und in die Horizontalkräfte 
CP, — P, und D% — Q; zerlegen; e8 geben num die erfteren Kräfte 
in Bereinigung mit den im Schwerpunkte S der Mafchine angreifenden 
Gewichte G der Maſchine den gefammten verticalen Zapfendrud, d. i.: 

Vr +h=P: +PR+ G, 
während aus den Horizontalfräften P, und Q, feitliche Zapfendrüde A, und 
H, hervorgehen. Iſt & der Neigungswinfel PC P, der Richtung der Kraft 
P gegen den Horizont, und 4 der Neigungdwinfel Q D Q; der Yaft, fo hat 
man: . j 
P, = Psin.a und P, — P cos. a, fowie 
Q, — Qsin.B und & —= Qcos.f. 

Iſt ferner 7 die ganze Arenlänge EF, d der Abſtanid CE, e ber Abftand 
DE und c der Abftand SH der Arenpunkte C, D und S von dem einen 
Arenende E, fo hat man.der Theorie des Hebels ($. 137) zufolge: 

1) Wenn man E als Stüßpunft des von den Kräften Pꝛ, Qı und G 
ergriffenen Hebels EF' anjieht: 

1, .EF—=P.EC+QA.ED+G.ES»i.: 
nBi=Pd+ge+r6Gs 


Weisbach's Lehrbuch der Mehanif. 1. ® 18 
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wonach ſich der Berticaldrud : 
N — Pıd-+ a + @s 


ergiebt, und 
2) wenn man F ale Stügpunft de des gedachten He Hebel8 behanbelt : 
n.FE=PM.FC+QA.FD+@.FSvi. 
n!I=PÜ—- LA —-—)+GEl— 5), 
fo daß der Verticaldrud: 
RN Beni ek U EEE A het) 


folgt. 
Fig. 249, 





IK 4 
“ Die Horizontaldrüde Z, und ZH, ergeben ſich aus den Horizontalfräften 
P; und Q, wie folgt. 
1) Wenn man E al8 Stiitpunkt de8 von P, und O, ergriffenen Hebels 
E F annimmt, und  hiernad) 
HB,.EF=P.EC—- Q.ED.i.: 
HRl=Pd— %c 


jest, folgt der Horizontaldrud: A, — Ai ee 
2) wenn man F' als Stügpunft be behandelt: 
H,. FE—P,. FÜC—®. FD,» i.: 
HY=BlÜ—)—- Q9(l- e), 
ergiebt ſich der Horizontaldrud: | | 
H, — (l Be a (l — e). 


‚und 
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Durch Anwendung des Kräfteparallelogrammes erhält man nun die ges 
fammten Drüde R, und R, an den Zapfen E und F, und zwar: 


-Vr+YEwWR=-VR+ EB: 


Sind * noch 6, und Ö, die Winkel A EH, und R F., um 
welche diefe Drüde von dem Horizonte abweichen, jo hat man: 


R N 1 
tang. I, = A und tang. o — H, 

Beifpiel. Die Laſt Q einer Radwelle zieht ſenkrecht nieder und beträgt 
365 Pfund; der Halbmefler des Rades iſt a — 1%, Fuß; der Halbmeſſer ver 
Welle, db — %, Fuß; das Gewicht der leeren Radwelle beträgt 200 Pfund; ihr 
Schwerpunft flieht von dem Zapfenlager E um s — 14, Fuß ab, das Radmittel 
it um d = %, Buß von diefem Zapfen Z und die Verticalebene, in welcher die 
Laft wirkt, ift um e — 2 Fuß von demfelben entfernt, während die ganze Aren- 
lange EF=1! = 4 $uß beträgt; wenn nun die zur Herftellung des Gleichge⸗ 
wichts nöthige Kraft P am Rabe, unter einem Winfel « von 50 Grad vom Hori⸗ 
zonte abweichend, nieverzieht, wie groß wird ‚Diefelbe ausfallen und welches werden 
die Zapfenprüde fein? Es iſt Q = 365, 4 — MP, folglich Q, = Q sin. = Q 
und 5, —=Q cos.ß=0, ferner P unbefannt und a —=50), daher PR = Psin. a 
— 0,7660.P und P, = P cos.a —= 0,6428. P; nun ift aber a=1Yy, = 
und 5b — %,, es folgt daher: 


P= > Q = 34.365 — 156,4 Pfo., PA, = 1198 und P, — 100,5 Po. 
Weil ferner — 4, d — , e — 2 ms = % if, fo folgt — d = 1%, 
1l— e — 2 und — s — 5%. Nun ergiebt ſich: 


1) Für den Zapfen F': 
der Verticaldruck 


V⸗ — 
und der Horizontaldruck: 


A, 1W. 4 —0.2 
2 4 


8 3 
198.3, + 365 2420. % 2800 Pfund, 


— 18,8 Pfund, 


folglich der Mitteldruck: 


R, = VV? + H2 = V 2802 + 18,82? — 280,6 Pfund, 
und für befien Neigung d, gegen den Horizont: 
Br ‚Log.tang. da = 1,17300, aljo d, = 860 9,5. 
2) Für den Zapfen E: 


13 ’ 5 
— 198% + 365 2420 .% _ 4048 Bund, | 


tang. d, = 


13/ —_ 
H = — nd — 81,7 Pfund, 


folglich der Mitteldruck: 
R, = VV: + H: = V 404,82 + 81,72 — 413,0 Pfund, 
. 18* 
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und für deſſen Neigung P. gegen den vorizem: 
1130 
rang. N. —- in. Log anq. J. = nun. I. 
. -L, . . 
Uekrigens ſt ehr rihtia: 
I. LM - 20 4 ui — tin P- 1. — fr. and ebeme 
H. : H, = «17: ko wei = pP, + 0. 


ll 


Fünftes JZapıtel, 
Die Widerftände der Neibung und Steifigkeit der Seile. 


s. 167 Widerstand der Reibung. Wir huven either angenommen ı3. 13), 
daß zmei Körper nur durch Kräfte winfetvecht zur gemetntchartlichen Verüh— 
rungsebene auf einander wirken fönnen. Wären dieſe Körper volkommen 
ſtarr und ihre Therflächen an Yen Stellen der Berührung vollkommen mathe- 
matiſche, d. 6. auch nicht von den kleinſten ungeiegmäßigen Erhabenheiten 
und Vertiefnungen unterorocen, jo würde Meres Veſetz auch durch die Erfah— 
rung vollfommen deitätigt werden: werl uber jeder muterielle Körper einen 
gewiſſen Grad von Slaſticität, oder nach Befinnen Weichbeit, befigt, und meil 
die I berfläche eines jeden Körpers, ſelbſt wenn 1te volirt oder in hohem Grade 
geglättet iſt, noch kleine Erhöhungen und Nertiefungen hat und in Folge der 
Borofität der Materie fein Continuum bildet, to findet bei der gegenteiti- 
gen Wirkung zweier sich berührenden Körper auch immer eim gegenieitiges 
Eindrücken ımd Eingreifen der Theile an dev PBerührunasitelle ftatt, wodurch 
jich ein Zuſammenhang zwiſchen beiden Körpern bildet, der nur duch eme 
befondere Kraft, deren Richtung in die Beriührungsebene teibft fällt, aufgeho— 
ben werden kann. 

Liefer, durch das Lindringen und Ineinandergreifen der ſich berührenden 
Körper hervorgebrachte Znſammenhang und der daraus entipringende, ın der 
Berührungsebene wirfende Widerſtand ift es, welcher den Namen Reibung 
(franz. frottement; engl. frietion) erhalten hat. Die Reibung tritt bei der 
Bewegung der Körper als eine paſſive Kraft oder als Widerfiand (Kei- 
bungswiderſtand) auf, weil fie nur Bewegungen verhindert oder hemmt, diefelben 
aber nie erzeugt oder befördert. Sie läßt ſich bei Unterſuchungen in der 
Mechanik ale eine Kraft einführen, die jeder Bewegung, deren Richtung in 
die (bene der Berithrung beider Körper fällt, entgegenwirtt. In welcher 
Richtung man aud) einen auf einer horizontalen oder geneigten Ebene ruhen⸗ 
den Körper fortbewegt, immer wird die Reibung in der Richtung der Bewe—⸗ 
gung entnegenwirfen, jie wird 3. ®. dem Hinabſinken auf der fchiefen Ebene 
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ebenfo viel Hinderlich fein als dem Hinaufgleiten auf derfelben. Bet einem 
im Öleichgewichtszuftande befizidlichen Kräftefyfteme erzeugt der Heinfte Zuſatz 
an Kraft Bewegung, fo lange die Reibung außer Spiel bleibt; influirt aber 
diefelbe, fo ift zur Störung des Gleichgewichtes ein größerer, von der Rei- 
bung abhängiger Zufag an Kraft nöthig. 


Während der Ueberwindung der Reibung werden die in Beriihrung gefom- $. 168 
menen Theile zuſammengedrückt, die vorftehenden Theile umgebogen, nad) Be: 
finden abgeriffen, abgebrochen u. |. w. Es hängt deshalb die Reibung nicht 
nur von der Rauhigkeit oder Glätte der treibenden Flächen, fondern auch von 
der materiellen Befchaffenheit der Körper felbjt ab. Härtere Metalle geben 
3. B. meift weniger Reibung als weichere. Uebrigens laſſen fich über die 
Abhängigkeit der Reibung von den natürlichen Eigenfchaften der Körper a 
priori feine allgemeinen Regeln dufftellen; e8 ift vielmehr nöthig, mit Kör- 
pern von verfchiedenen Materien Reibungsverſuche anzuftellen, um daraus die 
unter anderen Verhältnifien ftattfindenden Keibungen zwifchen Körpern von 
denjelben Materien ermitteln zu können. 

Einen befonderen Einfluß auf die Keibung und auf das daraus hervorge- 
hende Abreiben und Abnugen der ſich berührenden Körper üben die Schmie— 
ren (franz. les enduits; engl. the ungents) aus, mit denen man die ſich 
reibenden Flächen beftreicht. Durch die ganz oder halbflüſſigen Schmiermit- 
tel, wie Del, Unſchlitt, Fett, Seife u. f. w., werden die Voren der Körper 
ausgefüllt und andere Hauhheiten vermindert, und wird überhaupt das tiefere 
Eindringen der Körper in einander verhindert, weshalb fie meift eine bedeu- 
tende Berminderung der Reibung herbeiführen. 

Uebrigens ift die Reibung nicht mit der Adhäſion, d. h. mit demjenigen 
Zufammenhängen zweier Körper zu vermwechfeln, welches eintritt, wenn Kör- 
per in vielen Bunften in Berührung fommen und ein gegemfeitiger Drud nicht 
ftattfindet. Die Adhäfion wächft mit der Größe der Berührungsfläche und 
ift vom Drude unabhängig, während bei der Reibung das Gegentheil ftatt 
hat. Bei Heinen Preffungen tritt fie in Beziehung auf die Reibung bedeu- 
tend hervor; find aber die Preſſungen groß, jo ift fie nur ein kleiner Theil 
der Reibung und in der Regel ganz zu vernachläffigen. Schmieren, wie über- 
haupt alle flüffigen Körper, vermehren die Adhäfion, weil fie eine größere 
Anzahl von Berührungspuntten herftellen. 


Reibungsarten. Man unterjcheidet zwei Arten der Reibung von ein- $. 169 
ander, nämlich die gleitende und rollende oder wälzende. Die gleitende 
Reibung (franz. f. de glissement; engl. f. of sliding) ift derjenige Rei— 
bungswiderftand, welcher ſich herausftellt, wenn ſich ein Körper gleitend, d. h. 
fo bewegt, daß alle Punkte defielben parallele Linien bejchreiben. Die 
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rollende oder wälzende Reibung (franz. f. de roulement; engl. f. of 
rolling) hingegen tft derjenige Widerftand, welcher beim Wälzen, d. h. bei 
derjenigen Bewegung eines Körpers entjteht, wo fich jeder Punkt progreſſiv 
und drehend zugleich bewegt und der Berührungspunkt auf dem bewegten 
Körper einen eben jo großen Weg zurüdlegt als auf dem ruhenden Körper, 
Ein gegen die Ebene HR fid, ftigender Körper M, Fig. 250, geht 3. 2. 


Sig. 250. Fig. 251. 





gleitend über die Ebene hin und hat jomit gleitende Reibung zu überwinden, 
wenn alle Bunte deffelben, wie A, 3, C u. ſ. w., die parallen Wege A A,, 
BB,, CC, u.f.w. zuruücklegen und deshalb immer nur diefelben Punkte des 
bewegten Körpers mit anderen der Unterlage in Berührung fommen. Der 
Körper M, Fig. 251, rollt oder wälzt fich dagegen auf der Ebene H Rund 
bat dabei mälzende Reibung zu überwinden, wenn fich die Punkte A, B 
u. f. w. feiner Oberfläche jo bewegen, daß der Weg A EB, — dem Wege 
ADB = AıD, Bı, ebenfo der Weg AE — dem Wege AD, ber Weg 
Bk\E= BD, u |. w. ift. 


Eine bejondere Art der gleitenden Reibung ift die Axen- oder Zapfen— 
reibung, welche entfteht, wenn ſich ein cylindrifcher Zapfen in feinem 
Lager herumdreht. Man unterjcheidet aber zweierlei Zapfen, liegende und 
ftehende. Der liegende Zapfen (franz. tourillon; engl. axle, aud) 
gudgeon) reibt ji) an feinem Umfange oder Mantel, indem nad) und nad) 
andere Punkte defjelben immer mit denfelben Punkten des Lagers oder der 
Pfanne in Berührung Tommen. Der ftehende Zapfen (franz. und engl. 
pivot) hingegen drückt mit feiner Freisförmigen Baſis gegen das Lager, wäh- 
rend die Punkte der letzteren in concentrifchen Kreifen herumgehen. 


Bejondere Reibungen entftehen noch, wenn ein Körper über einer Schneide 
ojeillirt, wie 3. DB. beim Wagebalfen, oder wenn ein ſchwingender Körper in 
einer Spite aufliegt, wie z. B. die Magnetnadel. 


Ferner ift die Reibung einzutheilen in unmittelbare Reibung (franz. 
f. immediat; engl. immediate f.) und in mittelbare Reibung (franz. 
f. mediat; engl. mediate f.). Bei jener find die fich reibenden Körper in 
unmittelbarer Berührung; bei diefer find fie hingegen durch Schmieren, 3. B. 
durch eine dünne Delfchicht u. |. w. von einander getrennt. 
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Endlich unterfcheibet man noch die Reibung der Ruhe (franz. f. de 
repos; engl. f. of quiescence), welche zu überwinden ift, wenn ein ruhender 
Körper in Bewegung gefett wird, von Reibung der Bewegung (franz. f. 
de mouvement; engl. f. of motion), welche ſich der Fortfegung einer Bewe⸗ 
gung entgegenfegt. 


Reibungsgesetze. Die allgemeinen Geſetze, welchen die Reibung unter» $. 170 
worfen ift, find folgenbe: 

1) Die Reibung ift proportional dem Normaldrude zwiſchen den 
ſich reibenden Körpern. Wenn man einen Körper jet noch einmal jo ſtark 
gegen feine Unterlage drückt als vorher, fo fällt die Reibung auch noch ein- 
mal fo groß aus; der dreifache Drud giebt auch eine dreifache Reibung u. ſ. w. 
Wenn diefes Geſetz bei Heinen Drüden Abweichungen von den Beobadhtun- 
gen giebt, jo hat man dieje dem Hier verhältnigmäßig größeren Cinfluffe der 
Adhäſion beizumeffen. 

2) Die Reibung ift unabhängig von der Größe der Reibungs- oder 
Berührungsflähen. Je größer die Reibungsflächen find, defto größer ift 
zwar die Zahl der fich reibenden ‘Theile, allein. defto kleiner ift auch der Drud 
und deshalb auch die Reibung eines jeden Theiles; die Summe der Reibun- 
gen aller Theile ift deshalb bei einer größeren Fläche diefelbe wie bei einer 
fleineren, infofern der Drud und die übrigen Verhältniſſe diefelben find. 
Sind die Geitenflächen eines parallelepipedifchen Ziegelfteines von gleicher 
materieller Beichaffenheit, fo ift die Kraft zum Fortſchieben deſſelben auf 
einer horizontalen Ebene diefelbe, man mag ihn mit der Heinften oder mit der 
mittleren oder mit der größten Geitenfläche aufruhen laſſen. Nur bei fehr 
großen Seitenflächen und Kleinen Drüden jcheint diefe Regel in Folge des 
Einflufjes der Adhäfion eine Ausnahme zu erleiden. 


3) Die Reibung der Ruhe ift zwar meift größer al8 die der Bervegung, 
legtere aber ift von der Geſchwindigkeit nicht abhängig; fie ift bei großen Ge— 
ſchwindigkeiten diefelbe wie bei kleinen Geſchwindigkeiten. 

4) Die Reibung eingefchmierter Flächen (mittelbare Reibung) ift in ber 
Kegel Heiner als die uneingefchmierter Flächen (unmittelbare Reibung), 
und hängt weniger von den fid) reibenden Körpern als von der Schmiere 
jelbft ab. 

5) Die drehende oder Zapfenreibung ift Heiner als die gemeine gleitende 
oder fehiebende Reibung; die wälzende Keibung zwifchen glatten Flächen ift 
in den meiften Fällen jo Hein, daß fie in Rückſicht auf die gleitende Reibung 
nicht in Betracht zu ziehen ift. 

Anmerfung. Die vorftehenden Regeln gelten fireng nur dann, wenn der 


Zapfendrud auf die Flächeneinheit ein mittlerer ift, und wenn die Umfangsgeſchwin⸗ 
bigfeit des Zapfens gewiſſe Grenzen nicht überfchreitet. Diefer mittlere Drud auf 
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rollende oder wälzende Reibung (franz. f. de roulement; engl. f. of 

rolling) hingegen ift derjenige Widerftand, welcher beim Wälzen, d. 5. bei 

derjenigen Bewegung eines Körpers entfteht, wo fich jeder Punkt progreſſiv 

und drehend zugleich bewegt und der Berlihrungspunft auf dem bewegten 

Körper einen eben jo großen Weg zurüdlegt ald auf dem ruhenden Körper, 

Ein gegen die Ebene HR ſich ftiigender Körper M, Fig. 250, geht 3.2. 
Sig. 250. Fig. 251. 





gleitend über die Ebene hin und hat ſomit gleitende Reibung zu überwinten, 
wenn alle Bunte deffelben, wie A, B, C u. ſ. w., die parallen Wege A A,, 
BB, CC, u.f.w. zurüdlegen und deshalb immer nur diefelben Punkte des 
bewegten Körpers mit anderen der Unterlage in Berührung fommen. Der 
Körper M, Fig. 251, rollt oder wälzt fich dagegen auf der Ebene 7 R_und 
hat dabei mälzende Reibung zu überwinden, wenn fich die Punkte A, B 
u. f. w. feiner Oberfläche fo bewegen, daß der Weg A EB, — dem Wege 
ADB = A, D, B,, ebenfo der Weg AE — dem Wege AD, der Weg 
BE= Bi Di u. !. w. ift. 


Eine befondere Art der gleitenden Reibung ift die Axen- oder Zapfen- 
reibung, welche entjteht, wern fic ein cylindrifcher Zapfen in feinem 
Lager herumdreht. Man unterjcheidet aber zweierlei Zapfen, liegende und 
ftehende. Der liegende Zapfen (franz. tourillon; engl. axle, aud) 
gudgeon) reibt fid) an feinem Umfange oder Mantel, indem nad) und nad) 
andere Punkte deffelben immer mit denfelben Punkten des Lagers oder der 
Pfanne in Berührung kommen. Der ftehende Zapfen (franz. und engl. 
pivot) hingegen drückt mit feiner freisförmigen Baſis gegen das Lager, wäh- 
rend die Punkte der legteren in concentrifchen Kreifen herumgehen. 


Bejondere Reibungen entjtehen noch, wenn ein Körper über einer Schneide 
ojeillirt, wie 3. DB. beim Wagebalfen, oder wenn ein ſchwingender Körper in 
einer Spige aufliegt, wie z.B. die Magnetnadel. 


Ferner ift die Reibung einzutheilen in unmittelbare Reibung (franz. 
f. immediat; engl. immediate f.) und in mittelbare Reibung (franz. 
f. mediat; engl. mediate f.). Bei jener find die ſich reibenden Körper in 
unmittelbarer Berührung; bei diefer find fie hingegen durch Schmieren, 3. B. 
durd) eine dünne Delfchicht u. ſ. w. von einander getrennt. 
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Endlich unterfcheibet man noch die Reibung der Ruhe (fram. f. de 
repos; engl. f. of quiescence), weldye zu überwinden ift, wenn ein ruhender 
Körper in Bewegung gefett wird, von Reibung der Bewegung (franz. f. 
de mouvement; engl. f. of motion), welche fich der Fortfegung einer Bewe⸗ 
gung entgegenfeßt. 


Reibungsgesetze. Die allgemeinen Geſetze, welchen die Reibung unter» $. 170 
worfen ift, find folgende: 

1) Die Reibung ift proportional dem Normaldbrude zwifchen den 
fi reibenden Körpern. Wenn man einen Körper jet noch einmal jo ftart 
gegen feine Unterlage drückt als vorher, fo fällt die Reibung aud) nod) ein- 
mal jo groß aus; der dreifache Druck giebt auch eine dreifache Reibung u. f. w. 
Wenn diefes Geſetz bei Heinen Drüden Abweichungen von den Beobadhtun- 
gen giebt, fo hat man diefe dem hier verhältnigmäßig größeren Einfluſſe der 
Adhäfion beizumelfen. 

2) Die Reibung ift unabhängig von der Größe der Reibungs- oder 
Berührungsflähen. Je größer die Reibungsflächen find, defto größer ift 
zwar die Zahl der fich reibenden Theile, allein. defto Fleiner iſt auch der Drud 
und deshalb auch die Reibung eines jeden Theiles; die Summe der Reibun- 
gen aller Theile ift deshalb bei einer größeren Fläche diefelbe wie bei einer 
fleineren, inſofern der Drud und die übrigen Verhältniffe diefelben find. 
Sind die Seitenflächen eines parallelepipedifchen Ziegelfteines von gleicher 
materieller Befchaffenheit, fo ift die Kraft zum Fortſchieben deffelben auf 
einer horizontalen Ebene diefelbe, man mag ihn mit der Hleinften oder mit ber 
mittleren oder mit der größten Seitenfläche aufruhen laffen. Nur bei fehr 
großen Seitenflächen und Kleinen Drüden ſcheint diefe Regel in Folge des 
Einfluffes der Adhäſion eine Ausnahme zu erleiden. 


3) Die Reibung der Ruhe ift zwar meift größer als die der Bewegung, 
letztere aber ift von der Geſchwindigkeit nicht abhängig; fie ift bei großen Ge— 
ſchwindigkeiten diefelbe wie bei kleinen Gejchwindigfeiten. 

4) Die Reibung eingefchmierter Flächen (mittelbare Reibung) ift in der 
Kegel Heiner als die uneingefchmierter Flächen (unmittelbare Reibung), 
und hängt weniger von den fich treibenden Körpern als von der Schmiere 
jelbft ab. | 

5) Die drehende oder Zapfenreibung ift Heiner als die gemeine gleitende 
oder fchiebende Reibung; die wälzende Reibung zwiſchen glatten Flächen ift 
in den meiften Fällen fo Hein, daß fie in Rückſicht auf die gleitende Reibung 
nicht in Betracht zu ziehen ift. 

Anmerkung. Die vorflehenden Regeln gelten jtreng nur dann, wenn der 


Zapfendruck auf die Flächeneinheit ein mittlerer ift, und wenn die Umfangsgefchwin- 
digfeit des Zapfens gewiffe Grenzen nicht überjchreitet. Diefer mittlere Drud auf 
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ven Quadratzoll ift etwa 250 bie 500 Pfund, und die mittlere Umfangsgefchwin- 
digkeit 2 bis 10 Zell. Bei viel Heineren Drüden bilvet die Arhäflon einen anfehn- 
lichen Theil des Widerſtandes, welcher dann auch von der Größe der Reibungsfläche 
mit abhängt, und bei fehr großen Drüden und Geſchwindigkeiten finvet eine fo 
große Wärmeentwidelung itatt, daß die Schmiere fchnell verdampft, und der Zapfen, 
ſowie das Lager veflelben, ver Zerflörung entgegeneilt. Laſſen ſich große Gefchwin- 
digfeiten nicht umgehen, wie 3. B. bei cınbahnwagen, Turbinen u. |. w., jo 
muß man der Erhigung der Zapfen durch Vergrößerung der Reibungsfläde, d. i. 
durch größere Stärfe und Länge der Zapfen, entgegenwirken. 


8. 171 Der Reibungscoefficient. Aus dem erjten der inı vorigen Paragraphen 

Fig. 252. aufgeführten Geſehe laßt ſich zumichft 
Folgendes ableiten. Ein Körper A C, 
dig. 252, drücke gegen feine Unterlage ein 
Deal mit der Kraft N und erfordere zum 
Fortziehen, d. h. zur Ueberwindung fei- 
ner Reibung, die Kraft F', und ein zwei⸗ 
tes Mal mit der Kraft N, und made 
dann die Kraft Fi nothiwendig, um aus 
der Ruhe in Bewegung überzugehen. 
Nach dem Porigen ift nun: 





* 
Fr N 


N N 
— —, und daher F — wN 
Hat man durch einen Verfuch die einem gewillen Drucke N, ent|prechende 
Reibung F, gefunden, fo findet man hiernad), wenn die jich reibenden Kör- 
per und die Übrigen Umſtände diefelben find, die einem anderen Drude 
N entjpredjende Reibung F', indem man diejen Drud durd) das 


Verhältniß (2) zwiſchen den der erſten Beobachtung entſprechen— 
+) 


den Werthen F, und N, multiplicirt. 

Diejes Verhältniß der Weibung zum Drude oder die Reibung fir den 
Drud — Eine, 5. 3. 1 Pfund, Heißt der Reibungscoefficient (franz. 
coefficient du frottement; engl. coefficient of frietion) und foll in der 
Folge immer durd) 9 ausgedrückt werden, weshalb fich allgemein, 

F=9.N ſetzen läßt. 

Der Reibungscoefficient ift bei verjchiedenen Materien und verjchiedenen 
Zuftänden der Reibung verfchieden und muß deshalb durch befonders hierzu 
angeftellte Verſuche erniittelt werden. 

Wird der Körper A C um den Weg s auf der Unterlage fortgezogen, fo 
hat man die Arbeit F's zu verrichten; es ift alfo die von der Reibung be- 
anjprudte mechanische Arbeit ꝙ N s gleich) dem Producte aus Reibungs⸗ 
coefficient, Normaldrud und Weg auf der Berlihrungsebene. Iſt die Unterlage 
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ebenfall® beweglich, jo Hat man unter s — sı — 3, den relativen Weg bes 
Körpers zu verftehen und es ift dann Fs —= @ Ns die Arbeit der Reibung 
für beide Körper zufammengenommen. Der fehneller gehende Körper nimmt 
beim Durchlaufen des Weges s, die Arbeit ꝙ Ns, in Anfprud) und der lang- 
famer gehende Körper gewinnt bei Zutlidiegung des Weges s, durch die Rei⸗ 
bung die Arbeit ꝙ N x,; es ift alfo der durch die Reibung zwiſchen beiden 
Körpern entftehende Arbeitsverluft: 
Ns — 9 Ns —=gN (sh —s)=gNs. 


Beifpiele. 1) Wenn bei einem Drucde von 260 Pfund die Reibung 91 Pfund 
beträgt, fo ift der entiprechenne Reibungscoefficient m = Un = Yan = 0835. 
2) Um einen 500 Pfund ſchweren Schlitten auf einer horizontalen und fehr glatten 
Schneebahn fortzuziehen, it bei vem Reibungseoefficienten » — 0,04, die nöthige 
Kraft F = 0,04 . 500 = 20 Pfund. 3) Wenn der Reibungscoefficient einer auf 
dem Straßenpflaiter fortgezugenen Schleife 0,45 und vie Belaſtung diefer Schleife 
500 Pfund beträgt, je iſt die erforderliche Arbeit, um viefe Schleife 480 Fuß fort: 
zuziehen, Ns = 0,45 . 500 . 480 == 108000 Fußpfund. 


Der Reibungswinkel und Reibungskegel. fliegt ein Körper AU, $. 172 
xig. 258. dig. 253, anf einer fchiefen Ebene 
FH, deren Neigungewinfel FH KR 










LH = if, foläßtfich deffen Gericht @ 
p x » m ! in den Normaldrud N = G cos. « und 
N im die poralleltraft S= Esin. a ger— 






N 
|| 
u 


aim If 


Null] legen. Aus der erfteren Kraft entſpringt 
al MD) pn nun die Reibung F— 4 (@ cos. c, 
—r welche jeder Bewegung auf der Ebene 
entgegenwirft, weshalb die Kraft zum 
Hinauffchieben auf der Ebene: a 
P/=F!:Sm g@Geos.a + Gsin.e 
= (sin.« !} cos.) G, dagegen die Kraft zum Hinabjchieben : 
P, =F-—-S= (gcos.a — sin.a) (r 
ausfällt. Die letztere Kraft fällt Null aus, d. h. der Körper erhält fich durch feine 
Reibung auf der fchiefen Ebene, wenn sin. «= y cos. a, d. i. wenn tung. « 
— pift. So lange die fchiefe Ebene einen Neigungswinfel « hat, deſſen 
Tangente kleiner als @ ift, fo lange bleibt der Körper auf der fchiefen Ebene 
in Ruhe; ift aber die Tangente des Neigungswinkels wenig größer als @, jo 
gleitet der Körper auf der fehiefen Ebene herab. Mean nennt diefen Winkel, 
d. 1. denjenigen, deffen Tangente dem Reibungscoefficienten glei 
ift, Reibungs-, aud) Ruhewinkel (franz. angle du frotteinent; engl. 
angle of friction, angle of resistance). Es ergiebt jich hiernach durch Be- 
obachtung des Keibungswinfels 0, dev Keibungscoefficient (für die Reibung 
der Ruhe), wenn man feßt: 9 — taung.E. ı 
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In Folge der Reibung nimmt die Oberfläche FH, Fig. 254, eines Kor⸗ 

pers nicht nur den Normaldrud N eines anderen Körpers A B, fondern aud) 
Fig. 254. deſſen jchiefen Drud P auf, wenn nur die Ab- 
weihung NBP — « der Richtung diefes 
Drudes von der Normale B N nicht den Rei- 
bungswinfel itberfchreitet; denn da die Kraft P 
den Normaldrud: 
BN— Pcos. u 
und den Seiten- oder Tangentialdrud: 
. BS—-S= Psin.« 
giebt und aus dem Normaldrude P cos. « die 
jeder Bewegung in der Ebene FH entgegen- 
wirkende Reibung 9 Pos. « entjteht, jo wird S eine Bewegung nicht hervor⸗ 
bringen können, alſo im Gleichgewicht bleiben, ſo lange 
p Pcos. > Psin.o oder ꝙ cos. > sin.a, d. i. 
tang.a < p oder a <E 

ift. Dreht man den Ruhewinfel CBD=— 0 um die Normale CB, fo 
bejchreibt er einen Kegel, den man Reibungsfegel (franz. cone de fr.; 
engl. cone of resistance) nennen fann. Der Reibungskegel umfchließt alle 
diejenigen Kraftrichtungen, bei welchen eine vollftändige Aufnahme des fchie- 
fen Drudes ftattfindet. 

Beifpiel. Um einen gefüllten und 200 Pfund ſchweren Kübel auf einer unter 
50 Grad anfteigenden Holzbahn hinaufzuziehen, ift bei einem Reibungscoefficienten 
9 — 0,48 die nöthige Kraft: 

P = (pcos.a + sin.«) G = (0,48 cos. 50° +4 sin. 500) . 200 
— (0,308 + 0,766) . 200 = 215 Pfund; 
um ihn hinunterzulaflen, oder fein Hinuntergehen zu verhindern, ift Dagegen die 
erforderliche Kraft: 
P = (9cos.« — sin.e) @G = — (sin. 500 — 0,48 . cos. 500) . 200 
P, = — (0,766 — 0,308) . 200 — — 91,5 Pfund. 
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$. 173 Reibungsversuche. Berfuche iiber die Reibung find von Vielen ange- 


ftellt worden; am ausgedehnteften und im größten Maßſtabe ausgeführt find 
aber die Berjuche von Coulomb und Morin. Beide wendeten zur Erfor- 
ſchung der Keibungscoefficienten für die gleitende Bewegung einen auf einer 
horizontalen Bahn fortgleitenden Schlitten any der durch ein über eine fefte 
Rolle weggelegtes und durch Gewichte angefpanntes Seil fortgezogen wurde, 
wie in Fig. 255, wo AB die Bahn, CD den Schlitten, E die Rolle und 
F da8 ſinkende Gewicht vorftellt, zu erfehen ift. Um die Reibungscoefficienten 
für verjchiedene Mlaterien zu erhalten, wurden nicht nur die Schlittenläufe, 
jondern die die Unterlage bildenden Balken mit möglicht abgeglätteten Schie- 
nen aus den zu unterfuchenden Subftanzen, wie Holz, Eifen u. |. w. bekleidet. 
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Die Coefficienten fr die Reibung der Ruhe ergaben ſich aus dem Gewichte, 
welches nöthig war, um den Schlitten aus der Ruhe in Bewegung zu feben; 

Fig. 255. und die Coefficienten für 
die Reibung der Bewegung 
ließen jich mit Hilfe der 
Zeit ? berechnen, welche der 
Schlitten brauchte, um einen 
gewiflen eg s zu durd- 
laufen. Iſt G das Gewicht 





2 ie — 
——D 246 
SEEN NS N NSIIUISIISSSS des Schlittend und P das 
Gewicht zum Fortziehen 


deſſelben, ſo hat man die Reibung — 9 @, die bewegende Kraft — PP — gG 


und die Maſſe I — ‚e& folgt daher nad) $. 68 die Acceleration 





P+G 
9 


der entftehenden gleichförmig bejchleunigten Bewegung: 
_.P—gG 
P= pr 
und, durch Umkehrung, der Keibungscoeffticient: 


Es ift aber no s — !', pt? ($. 11), daher p — = und 
_#_P+@2s, 
<q G gt 
Läßt man den Schlitten von einer ſchiefen Ebene herabgleiten, fo ift die 
bewegende Kraft — G (sin. & — P cos. &), und die beſchleunigte Mafie 


=/, daher die Beichleunigung 


285 66in. & — P cos.) 

Pe = Pr (sin. e — Pcos.«). 
oder: AZ — sin.& — Pcos.a, und daher der Koefficient der glei» 
tenden Reibung 

— tung. & 2 
rang. 91? cos. « 


Bezeichnet h die Höhe, 7 die Yänge und a die Bafis der geneigten Ebene, 
jo hat mag auch 
h 2sl 
a gat? 

Zur Ausmittelung der Reibungscoefficienten für die Zapfenreibung wurde 
eine fefte Rolle A CB, ig. 256 (a. f.©.), mit einem umgelegten und durch 
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Gewichte P und Q angefpannten Seile angewendet. Aus der Summe 
P + Q der Gewichte ergab ſich der Drud 7, und aus der Differenn P— Q 
die Kraft am Umfang der Rolle, welche der Reibung F= ; (P+9Q) am 
Unfang des Zapfens das. Gleichgewicht hält; ift nun U A — a ber Rollen- 
halbmeſſer und? CD — r der Zapfenhalbmeffer, jo hat n man Wegen der 
- Gleichheit der ftatifchen Momente: 
P—-QJ)ı=Fr=g(P+Wr, 
und daher für die Reibung | der Ruhe: 
— — ga 
9 r +QY7’ 
dagegen für die der Bewegung, wenn das Gewicht 2 in der Zeit t um s 
finft und ( eben fo viel fteigt: 
_/(P— 9 23 a“ 
\pıg gR 
Zu den neueften Verſuchen über die Zapfemeibung hat der Ingenieur 
Hirn den in Fig. 257 7 abgebitbeten Apparat, welchen er eine Keibungswage 
dig. 2 ig. 257. 





(balance de frottement) nennt, angewendet. Es iſt hier C der durd) irgend 
eine Majchine, z. B. durd) ein Wafferrad, in ftetige Umdrehung zu fegende 
Zapfen, D da8 Zapfenlager und ADB ein gleicharmiger Hebel, welcher 
mittels, der Gewichte P und ( diefes Lager auf den Zapfen aufdrüdt. Der 
Zapfendrud R— P + Q erzeugt die Keibung 
F=oR-g(P+®) 

zwifchen, dem Zapfen und feinem Lager. Mit diefer Kraft ſucht der in der 
Richtung des Pfeiles umlaufende Zapfen das Lager fammt dem mit ihm feft 
verbundenen Hebel A D B umzudrehen, und es ift daher, um denfelben in 
horizontaler Rage zu erhalten, auf der einen Seite A defjelben das Gewicht 
P fo viel größer zu nehmen, als das Gewicht Q auf der anderen Seite, bie 
P — Q der Reibung das Gleichgewicht Hält. Nun wirft aber die Kei- 
bung F an den dem Zapfenhalbmeſſer gleichen Dehelarme CD=r, um 
die Gewichtsdifferenz P— Q an dem Arme CA =: u, welche dem Hori— 
zontalabjtande der Are C des Zapfens von der Berticnlen —* den Aufhänge⸗ 
punkt A gleich iſt; daher hat man: 


8.174.] Die Widerftände der Reibung und Steifigkeit ıc 285 


Fr=9Rr =o(P+Q)r=(P—Q) «u. 
und den gejuchten Reibungscoefficienten wieder 


_?=0®, 
FP=p5Igr 


Anmerkung. Bor Eoulomb Hatten fih ſchon Amontons, Camus, Bülf: 
finger, Mufchenbroef, Ferguſon, Bince u. A. mit der Reibung bejchäftigt 
und Verſuche über die Reibung angeftelli. Die Ergebniſſe aller diefer Unterfuchun- 
gen haben jevoch für die Praris wenig Werth, weil fie in zu Eleinem Maßftabe 
- angeftellt worden find. Denfelben Mangel haben felbft noch die Verſuche von 
Ximenes, welde mit denen von Coulomb faſt gleichzeitig angeftellt wurden. 
Die Ergebniffe des Zimenes findet man in dem Werfe „Teoria e Pratica delle 
resistenze de’ solidi ne’ loro attriti, Pisa 1782. Die Berfuhe Coulomb’e 
find ausführlich befchrieben in dem Werfe: „Theorie des machines simples etc. 
par Coulomb. Nouv. edit. 1821. Einen Auszug hiervon findet man in 
der Preisfrift von Metternich „vom Widerſtande der Reibung, Frankfurt und 
Mainz 1789“. Die neueren Berfuche über die Reibung wurden von Rennie und 
Morin angeftellt. Rennie wendete bei feinen Berfuchen theils einen Schlitten 
auf horizontaler Bahn, theils auch eine fehiefe Ebene an, von welcher er die Kör: 
per herabgleiten ließ und wobei er aus dem Meibungswinfel auf bie Größe ver 
Reibung ſchloß. Die Verfuche Rennie's erftreden fih auf mannigfaltige in ber 
Technik vorfommende Stoffe, als Eis, Tuch, Leder, Holz, Steine und Metalle; fie 
liefern auch wichtige Ergebnifle über die Abnutzung der Körper, allein der Apparat 
und die Art ver Ausführung viefer Verfuche laflen eine hinreichende Sicherheit, wie 
fie zumal die Verfuhe Morin’s erreicht zu haben fcheinen, nicht erwarten. ine 
deutfche Bearbeitung der Rennie’fchen Verfuche liefert ver 17. Band (1832) der 
Wiener Jahrbücher des K. K. polytechnifchen Inftitutes, auch der 34. Band (1829) 
von Dingler’s polytechnifchem Journal. Die ausgedehnteften und einen hohen 
Grad von Sicherheit verſprechenden Verſuche ſind von Morin zur Ausführung 
gebracht worden, obgleich nicht abgeleugnet werden kann, daß sie einige Zweifel und 
Unftherheiten, und noch dies und jenes zu wünfchen übrig laſſen. Es ift bier nicht 
der Ort, vie Methoden und Apparate bei diefen Verfuchen zu befchreiben, wir fün- 
nen hier nur auf Morin’s Schriften: „Nouvelles Experiences sur le frotte- 
ment“ u. f. w. verweifen. Cine vortreffliche Bearbeitung des Artikels „Reibung“ 
und eine ziemlich ausführliche Befchreibung aller Berfuche über die Reibung, namentlich 
auch der Morin’jchen, giebt Brir in den Verhandlungen des Vereins zur Beförs 
derung des Gewerbfleiges in Preußen, 16. und 17. Jahrgang, Berlin 1837 und 
1838. Neuere Verfuche über die mittelbare Reibung, namentlid mit Berüdfichti- 
gung der verfchierenen Schmiermittel, von M. ©. Ad. Hirn, find befchrieben im 
Bulletin de la societe industrielle de Mulhouse, No. 128 und 129, 1855, 
unter dem Titel: „Etudes sur les principaux phenome£ıfes que presentent 
les frottements mediats ete.“; im Auszuge: „polytechnifches Centralblatt, 1855. 


Lieferung 10”. Die neueften Berfuche über die Reibung von Bochet find unter. 


der Weberfchrift: „Nouv. Recherches experimentales sur le frottement de 
glissement, par M. Bochet“ in den Annales des Mines, Cingq. Serie, Tome 
XIX, Paris 1861, befchrieben. Weber die VBerfuche mit Waltjen’s Reibungswage 
giebt Herr Prof. Rühlmann im polytechnifchen Gentralblatt 1861, Heft 10 einige 
Nachrichten. ’ 

Reibungstafeln. folgende Tabellen enthalten eine gedrängte Zuſam⸗ 
menftellung der im Praktifchen vorzüglicd brauchbaren Eoefficienten der 


gleitenden Reibung. 


$. 174 
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Zafel L 


Reibungscoefficienten der Ruhe. 





ee ENGEN — — — — VR = EEE EEE — 


Zuſtand der Flächen und Natur ver 
Schmieren. 


— — — — — — — U 


— — — ⸗ — 





Namen 2. |» || 
sı=|2 ZıIE| 2 
der fich reibenden Körper. =|8 5 | 7 | = 
ud ._ te 
= | 28 Ele 
[8118| J&lsl® 
& * | 
fleinfter Werth |0,3010,65| — | — |o,14| 0,22|0,30 
Ho auf Holy... | mittlerer „  10,5010,68| — |0,21|0,19| 0,36 |0,35 
größter „ 0,7010,71| — | — 10,25] 0,44 | 0,40 


fleinfter Werth |0,15| — [0,11 
_ Metall auf Metall ! mittlerer 0,18| — [0,12[0,10|0,11]| — [0,15 
o \ größter n 0,24| — [0,16 
Holz auf Metall . 2... 2. .22.. 0,60|0,65|0,10[0,12|0,12] — 0,10 
Hanf in Seilen, ( Heinfter Werth | 0,50 
Zöpfen oder Gur= $ mittlerer 0,63|0,87 
ten auf Holz... ! größter „19,80 
Dies Sohlenleder | 





hodhfantig ... . [0,43[0,62|0,12 


u Liderungen au 
Ä en. 0,621080l0,13| — | — | — | — [097 


Holz od. Gußeiſen 

Schwarze Lederriemen ( von Holz... | 0,47 

über Trommeln ... von Metall. 10,541 — | — | — | — | — 10,281 0,38 
Steine oder Siegel | " 

auf Steinen oder ) Heinfter Werth | 0,67 

Ziegeln, glatt bes ) größter „ 19,75 


arbeitet ...... 
Steine auf Schmie- | kleinſter Werth | 0,42 
deeiſen ...... größter „ 0,49 


Hirnholz auf Steinen ...... .... [0,64 
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KReibungscoefficienten der Bewegung. 
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a | — 





Namen 


ver fich reibenden Körper. 








fleinfter Werth 
Holz auf Holz { mitllrr „ 
größter — 

i Wert 

Metall auf Me⸗ Kanne — 
mittlerer „ 

ale 43:4 Ä 

größter = 


Hleinfter Werth 


Holz auf Metall | mittlerer 





größter » 

Hanfjeile, Zöpfe | auf Holz .. 
u.f.w. ....t auf Eifen . 
Sohlenlever, flach voh..... 
auf Holz oder | geflopft 
Metall... . . fettig 
Dr hochkan⸗ Beh 

tig, für Kolben- 

fettig 
liderung .... 


Anmerkung. 


[4 


- 


Zuftand der Klächen und Art der Schmieren. 


—* 


PL — — 1 — 
| | 
— 
Fin - 
—2 2 
:.sıiels|$ 
Er = = — * 
—5—5881100 
* * 
— Pe pie ee 1 — 
1] — („} Eu 
| = 
| | 14) 
| | 
a 
| | 
| 
L_ 
0,20| — | — |0,060,06 


- 10,36|0,25| — |0,07|0,07 


0,481 — | — |0,07|0,08 


U — 


Scmeinefett u, Graphit. 


— 


Meine Wagenichmiere. 


— 


0,14 
0,15 
0,16 


0,15| — |0,06 [0,07 |0,0710,06[0,12) — 
0,18|0,31|0,070,09|0,09|0,08|0,15|0,20 
0,24 — |0,08|0,11/6,1110,09[0,17| — 
0,20] — [0,05|0,07|0,06| — 
0,42|0,24|0,06|0,07|0,08| 0,08|0,10|0,20 


0,62] — |0,08|0,08|0,10 
0,45|0,33 
— l0,15| — [0,19 
0,54|0,3610,16| — 0,20 
0,301 — 
— 10,25 


— 


0,%4|0,31 [0,14] — [0,14 
0,24 


Trodene Seife. 


Fettig. 


Vollſtaͤndigere Tabellen der Reibungscoefficienten enthält ver 


„Ingenieur“, Seite 403 u.f.w. Die KReibungscoefftcienten loderer Maſſen u. |. w- 
werden im zweiten Theile, bei der Theorie bes Erddruckes, mitgetheilt. 











‘ 


288 Dritter Abfebnitt. Fünftes Gapitel. [$. 175. 


$. 175 Die neuesten Reibungsversuche. Durch Bochet's Berfuche ber 
die gleitende Reibung erhalten die im Vorſtehenden enthaltenen Ergebniſſe älterer 
Berfuche von Coulomb und Morin nod; einige wefentliche Ergänzungen. 
Diefe wırrden auf einer Jöhligen Eifenbahnftrede mit Eifenbahnmwagen von 6 bis 
10 Tonnen Gewicht angeftellt, welche entweder mittel® ihrer feftgefeilten Räder, 
oder mittels bejonderer Schuhe (patins) auf der Schienenbahn fortglitten. Dieſe 
Schuhe_waren vor, hinter und zwifchen den Rädern an dem Wagengeftelle be- 
feftigt und bei verjchiedenen Verfuchsreihen mit verfchiedenen Sohlen von Holz, 
Yeder, Eifen u. ſ. w. befleidet, wobei der Drud pro Duadratcentimeter nad) 
Belieben auf 2, 4, 6, 10 und 15 Kilogramm gebracht werden konnte. Die 
Bewegung diefes zu einem Schlitten umgefchaffenen Vehikels erfolgte durch 
einen vorgejpannten Dampfwagen, und ein zwifchen beiden eingefchaltetes 
Federdynamometer gab mittel eines Zeichnenapparates die der gleitenden 
Reibung des Schlittens gleichzufegende Zugkraft an. Um den Widerftand 
der Luft fo viel wie möglich zu befeitigen, gab man dem Wagen, welcher dem 
Schlitten vorauslief, einen Querſchnitt, welcher den des letzteren nod) 
itbertraf. 

Durch diefe Verſuche wird die Richtigkeit der Formel F — N, wonad) 
die Reibung F dein Drud proportional ift, von Neuem beftätigt; was aber 
den Reibungscoefficienten betrifft, jo iſt derjelbe nicht allein von der Art und 
dem Zuftande der Keibungsflächen, fondern auch von anderen Berhältnifien, 
namentlid) aud) von der Gejchwindigfeit des Gleitens und nächftdem von 
dem fpecififchen Drude, d. i. dem Drude pro Flächeneinheit, abhängig. 

Herr Bochet ſetzt: 


ru +9, 


wobei = die Gefchwindigkeit der Bewegung, x den Werth von g für eine 
unendlich langjame und dagegen y den Werth von 9 für eine ſehr ſchnelle 
Bewegung bezeichnet. Hiernach nimmt alſo der Reibungecoefficient mit dem 
Wachſen der Gefchwindigfeit allmälig von z auf Y ab. Der Coefficient « 
ift im Mittel — 0,3 zu fegen, wenn ınan v in Meter ausdrüdt, dagegen 
— 0,094, wenn man v in Fußen giebt. Man kann hiernad) nur bei Ge- 
ichwindigfeiten von O bis höchſtens 1 Fuß den Keibungscoefficienten bei übri- 
gens gleichen Berhältnifien als conſtant annehmen. Die Coefficienten x und 
y find verfchieden bei verfchiedenen Stoffen, und abhängig von dem Grade 
der Glätte der Keibungsflächen, von der Schmiere, von dem fpecififchen 
Drude u. f. w. 

Den größten Werth hat der Reibungscoefficient x beim Gleiten von Holz, 
zumal weichem, jowie von Leder und Guttapercha auf trodenen und unge 
ichmierten Eifenfchienen. Hier ift x — 0,40 bi8 0,70; im Mittel für 
weiches Holz, x — 0,60 und für hartes, x — 0,55. 
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Für die Reibung von Eifen auf Eifen ift x ebenfalls fehr verfchieden 
ausgefallen, find die Reibungsflächen nicht polirt, fo hat man: x — 0,25 
bis 0,60, dagegen bei polirten Reibungsflächen: x — 0,12 bis 0,40. Die 
Reibung von Eifen auf Eifen wird durch das Benegen mit Waffer nicht 
vermindert, dagegen fällt die Reibung von Holz, Leder und Guttapercha auf 
naſſen Eifenfchienen beträchtlich Heiner aus als auf 'trodenen Eifenfchienen. 
Bei eingeölten Flächen finkt x bis auf 0,05 bis 0,20. 

Der Coefficient y ift ftets Heiner als x; bei großen Gejchwindigfeiten, 
großer Glätte der Flächen, gehörig angemwendeter Schmiere und mäßigem 
ſpecifiſchen Drucke nähert ſich fir alle Stoffe y einem und demfelben Werthe. 

Die Reibung der Ruhe ift nur in den Fällen größer und zwar doppelt fo 
groß, als die der Bewegung, wenn Holz oder Leder auf benetzten oder einges 
ſchmierten Eifenfchienen gleitet. 

Nach diefen Verſuchen ift: 

1) für trodenes weiches Holz, bei mindeftens 10 Kilogramm 
Drud pro Duadratcentimeter, oder 137 Pfund pro Ouadratzoll: 


0,80 
— T103% + 0,3% + 0,80; 
2) für trodenes hartes Holz, bei demfelben Drude: 
0,30 
I= Tom tr 


3) für halbpolirtes Eifen, troden oder naß, bei mehr als 300 
Kilogramm Drud pro Duadratcentimeter oder 4103 Pfund pro 


Duadratzoll. 
0,15 


9 TI080 

4) für daffelbe, entweder troden unter dem Drude von wenigftens 

100 Kilogramm pro Quabratcentimeter, oder polirt und gefchmiert, 

bei einem fpecifiichen Drude von mindeftens 20 Kilogramm, fo 

wie für nicht harziges Holz beim Schmieren mit reinem Waſſer, 
unter demfelben Drude: 


+ 0,15; 


0,175 
—1+08v 
5) für Holz mit fettigem Waffer oder Fett geſchmiert, bei gehöriger Po» 
fitur und unter dem Drude von mindeftend 20 Kilogramm pro 

Duadratcentimeter (274 Pfund pro Duadratzoll): 
0,10 
1 + 0,30 
Iſt v in Fußen gegeben, jo muß man im Nenner ftatt 0,3v, 0,094 v 
feßen. 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 19 





+ 0,075; 
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Anmerkung. Es ift fehr zu wünfcen, daß viefe in fehr großem Maßftabe 
ausgeführten Verſuche, welche zum größten Theil von dem feither Bekannten ganz 
abweichende Refultate gegeben haben, noch von Anderen wiederholt werben. 


$. 176 Schiefe Ebene. Die Theorie der gleitenden Reibung findet ihre vor- 
züglichfte Anwendung bei der Unterfuchung des Gleichgewichtes von einem 
Körper AC auf der ſchiefen Ebene FH, ig. 258. ft, in Ueberein- 


Fig. 258. 





ftimmung mit 8. 146, FHR= «a 
der Neigungswinkel der jchiefen Ebene, 
und POSı = ß, der Winfel, wel- 
hen die Kraft P mit der fchiefen 
Ebene einschließt, jo Hat man die 
aus dem Gewichte G des Körpers 
entfpringende Normalkraft 

N, — 6 cos. 0, 
dagegen die Kraft zum Herabgleiten 
— 8 —6 sin.e, ferner die Kraft 
N, , mit welcher P den Körper von 
der Ebene abzuziehen fucht, — Psin.ß, 


und die Kraft S,, mit welcher fie den Körper auf der Ebene hinaufzieht, 
— P cos.ß. Der übrig bleibende Normaldrud ift: 
N=-N — M — 6 cos. « — P sin.ß, 


folglich die Reibung: 


F=9(@G cos. — P sin. ß). 
Kommt ed darauf an, die Kraft P zum Hinaufziehen des Körpers auf der 
ſchiefen Ebene zu finden, fo ift die Reibung zu überwinden, c8 muß alfo fein: 
=S5+Fbi Pcos.ß = Gsin.a+ (G cos. — Psin.ß). 
Soll aber die Kraft beftimmt werden, welche den Körper am Herab- 
gleiten verhindert, fo kommt die Reibung der Kraft zu Hülfe, e8 ift alfo: 
S+F=-Sd.i Pco.ß-+ $(Gcos.a — Psin.ß) = @sin. a. 
Hiernach beftimmt fich die Kraft für den erften Fall: 


sin. + @ cos. & 





= cooß + psin.ß 
sin. — 9 cos. 0 
— e0s.ßB— psin.ßB 


- G, und für den zweiten: 


Führt man den un — ein, indem man 


9 = tangq. o=- 





cos. 0 


© fett, fo erhält man: 


sin.. a sin.Q 


— 20:.ß. c08.0 + sin. ß. sin. 0 
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ober, nach befannten Sägen ber Trigonometrie: 

sin(@te), 5. 
cos. 6.F 0) 

und es gelten die oberen Zeichen, wenn es darauf ankommt, Bewegung her⸗ 
vorzubringen, dagegen die unteren, wenn Bewegung zu verhindern iſt. 


sin.(& — 0) 
c0s.(ß + 0) — 
sin. (a& +0). 
iſt, 
kann natürlich der Körper weder auf: noch abwärts gleiten. . 
Iſt « <o, fo erfordert da8 Herabfchieben die Kraft: 
__. Gsin(g — 0) 
 .cos.(@ + P) 


Die legte Formel findet man auch durch eine einfache Anwendung 
des Kräfteparallelogranmee OPQG, Fig. 259. Da ein Körper nod) 
Fig. 259. diejenige Kraft eines anderen Kör— 
perd aufnimmt, welche um den Xei- 
bungswinfel g von der Normale einer 
Oberfläche abweicht ($. 172), fo findet 
in dem vorliegenden Falle Gleichgewicht 
ftatt, wenn die Mittelkraft OQ — Q 
aus den Kräften P und G mit der 
Kormale ON den Winkel NOQ =o 
einjchliegt. Set man nun in der allge- 
meinen Yormel: 
P__sin.GOQ 


GG” sin.POQ’ 
GOQ=GON+HNOQ=«-+ eo, und 
POQ=POS+SOQ = PB + 90° — eo, fo erhält man: 


P_ _sn.(l@+—g)  __sin.(a+e) 
-.@  sin.(B—e+90%)  cos.(B— 9) 

Wenn. die Kraft P, das Herabgleiten von der fchiefen Ebene verhindern 
ſoll, fo fällt die Mitteltraft Q, auf die untere Seite der Normale ON, und 
es ift der Reibungswinfel E negativ in Rechnung zu bringen, wonad) 
dann folgt: 


So lange P> 





P __ sin. (e— 0) 
G cos.(ß + 0)’ 
ganz in Mebereinftimmung mit dem Obigen. 
19* 
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Ruht der Körper auf einer Horizontalebene, fo ift « = 0, daher 
die Kraft zum Fortſchieben: - . 
pPpG. sSin. 
veos. 6 En osin.B cos.(ß— 0) 0) 
Wirft die Kraft parallel zur ſchiefen Ebene, d. h. in der Richtung 
ihrer Yalllinie, jo hat man 8 — 0, und daher: 


P=(sin.a+9Pcos.c) G = sin. (eE 0). @ (vergl. $. 172). 


. c08. @ 
Wirkt endlich die Kraft horizontal, jo hat man: 
B= — u; cos.ß — cos. @ und sin. —= — Sin. «, daher: 
. p_ maetgyose, „_ lang. & + 9 bi 
cos. & + @ sın. & 1 + 9 tang. 


P = tang. («a + 0) G, tie aud) die Auflöfung des Barallelo- 
grammes OPQG unmittelbar giebt, 

Hebrigens fällt die Kraft zum Hinauffchieben am Heinften aus, wenn der Nenner 
c08. (ß — 0) am größten, nämlich — 1, alſo B— 0 0, d. i. 3 60 ift, 
Wenn alſo die Kraftrichtung um den Reibungswinkel von der ſchiefen 
Ebene abweicht, ſo iſt die Kraft ſelbſt am kleinſten, und zwar: 

P=sin(e +0).0 %„ 

Beifpiel. Welden Arendrud hat die Spreize A, Fig. 260, auszuhalten, 
wenn bdiefelbe einen Selsblod (eine Wand) AB CD vom Gewichte & — 5000 
Pfund von dem Herabgleiten von einer ſchiefen Ebene C.D (dem Liegenvden) ab- 
balten foll, vorausgefeßt, Daß die Neigung der Spreize gegen den Horizont 359, 
die der fchiefen Ebene CD aber 50° und der Reibungseoefficient @ — 0,75 bes 
trägt? Es ift hier: 


G — 5000, « — 500, ß = 35° — 50° — — 15° nd 9 = 0,75, 
baher giebt die Formel: 
sin. æ — @9C08. a __. sin. 500 — 0,75 cos. 50° 
= cos.ß — 9 sSin. = cos. 15° + 0,75 sin. 156 5000 
0,766 — 0,482 1420 
RO * 1224 Pfund. 


MWäre die Spreize horizontal, fo hätte man 
ß = — 50°, und tang. oe = 0,75,daher: 0 —36052°, 
endlich: 


Fig. 260. 


= Gtang. (« — eo) 
5000 tang. (5009 — 36° 52°) 
5000 tang. 130 8° 
— 5000 . 0,2333 —= 1166 Pfund. 

Um diefelbe Wand durch eine horizontale Kraft 
auf dem Liegenden hinaufzufchieben, mwäre unter 
übrigens gleichen Umftänden die Kraft: 
P= (Gtang.(« + o) 

— 5000 tang. 86° 52’ 

= 5000 . 18,2676 = 91338 Bf. 





nöthig. 
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Der Normaldrud, welchen der Körper A C auf der fchiefen Ebene FH, 8. 177 
dig. 261, ausübt, ift beim Hinauffchieben: 

Gsin.OP G sin. (909 — «a — 
N=%0 coso = og ee ie 

Gocos. (& -+ PB) cos. o 

— cos. (ßP — ) 
und dagegen in den Fällen, wenn der Körper am Herabgleiten verhin- 
dert wird: | 
G cos.(@ + ß) cos. @ 

c0s.(ß + 0) 

Iſt die Richtung der Kraft parallel zur Falllinie der Ebene, fo hat 
man 6 = 0, und N = @ cos: a; ift dagegen die derfelben 
horizontal, fo hat man B = — « und daher 

G c08. 0 
eos. («+ 


Fig. 261. 


cos. @ 


N, =Qı cos. Qı ON = Qı 008.0 — 


7, zu fegen. 





Der Normaldrnd fällt — Null aus, wenn cos. (x + B) = 0,: aljo 
© + = 90 Grad ift, und wird negativ, wenn « + ß > 90°, oder 
ß > 90 — a wird. Im leßteren Falle ift natürlich die ſchiefe Ebene nicht 
unter, fondern, wie Fig. 262 darftellt, über den Körper zu legen. Es 
finden natürlich auch hier wieder die beiden extremen Fälle des Gleichgewichtes 
. ftatt, wobei die Richtung der auf die fchiefe Ebene FH übergehenden Mittel: 
kraft Q oder Qı entweder auf der oberen oder auf der unteren Seite von 
der Normalen um den Reibungswinkel NOQ = NOQ9, = 0 abweidt. 

Bei den vorftehenden Entwidelungen der Formeln für das Gleichgewicht 
eines Körpers auf der fehiefen. Ebene ift noch vorauszufegen, daß die Mlittel- 
kraft Q volllommen vom Körper 40 auf die eine fchiefe Ebene bildende 
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‚Stüge FHR übergehen könne; dies tft jedoch (nach $. 146) nur dann mög- 
ih, wenn die Richtung diefer Kraft die Auflagersfliche C D des Körpers 

Fig. 268. AC felbit durchfchneidet. Außerdem 
hat der Körper, wie 3. B. AC, 
Fig. 263, in Folge der Kraft Q 
ein Beftreben zum ‘Drehen ober 
Kippen um die äußerſte Kante C, 
welches um fo größer ausfällt, je 
größer der Abftand OK — e dieſer 
Kante von der Richtung OQ der 
Mittelkraft Q ift. 

Bezeichnet a den Abftand CL der 
Kraftrichtung OP, und b den Abftand 
CE der verticalen Schwerlinie OG 
des Körpers von der äußerften Kante C 
deſſelben, fo ift da8 Moment, mit 
welchem fich der Körper von links nad; rechts um C zu drehen fucht: 

9e=Pa— Gb. 

Wäre nın Pa —= Gb, oder z — z jo ginge die Mittelkraft Q gerade 
durch C, wobei fie eben noch von ber fchiefen Ebene aufgenommen würde; und 
wäre Pa < Gb, fo würde ſich der Körper um C von rechts nach links zu 
drehen fuchen, woran ihn aber die Undurchdringlichkeit feiner Maſſe verhindert. 

Wenn dagegen Pa > @b ift, fo muß der Körper nod) eine zweite Un⸗ 
terftügung erhalten, 3. B. nod) von einer zweiten geneigten Ebene F, Hı ge 
leitet werden. Wenn diefe zweite Ebene in A einen Drud N und die dar- 
aus erwachjende Neibung ꝙ N aufnimmt, alfo die geneigte Ebene Fi Hi mit 
den Gegenfräften — N und — @N auf den Körper in A zurückwirkt, 
welche die Umdrehung des Körpers um O verhindern, jo muß die Summe 
der Momente diefer Kräfte gleich fein dem Umdrehungsmomente von Q, alfo: 
Ni+g9gNd=Q9c= Pa— Gb, der 

. DNl+ogd)=Pa— Gl, 
wobei ! und d die Abftände CD und CB der Kante A von C in den Rich— 
tungen parallel und winfelvecht zur geneigten Ebene bezeichnen. 

Iſt überdies nod) N, der Drud des Körpers auf die geneigte Ebene 
FHin C, fo wie ꝙ N, die demfelben entjprechende Reibung, fo — man 


ſetzen: 





2) Pcos.ß = Gsin.a - (VA N) um 
3) Psin.ß = @cos.a + N — N.. 
Eliminirt man aus den legten beiden Gleichungen N, , fo erhält man die 
Beitimmungsgleichung: 
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P (cos.ß + psin.ß) = G (sin.a + Pcos.c) + 2YpN, 
Pa— @b 
I+ od 


und wenn man hierein den Werth N — 
fett, fo folgt die Gleichung: 


P (cos.ß + psin.ß) = @ (sın.a + 9 cos. c) + 
oder: 


aus Öleihung (1) ein 


29(Pa— Gb) 
+ od 


x 


(ee (cos. ß + $ sin. D—F«) 





— 40 EP in & + @ cos. &) — vb), 
woraus ſich endlich ergiebt: 

_ (+9 Mkina+gpcos.a) —2pb , 
(!+g@d)(cos.ß +psin.B) — 2pa 
_ (+ 9Yd)sin. (a +0) — 2Pbcos.E 
— (FF pA)eos.(B—e)— 2pacos.o 

Sol N — Null fein, fo hat man Pa — Gb md 
sin.( 0) db 


(80) a’ 
daher, wie auch oben gefunden worden ift: 
_Sin.(@ + 9) G 
eos.(B—o) 


Zurückführung der Theorie des Gleichgewichtes unter- $. 178 
stützter Körper auf die des Gleichgewichtes freier Körper. 
Bei der Unterfuhung des Gleichgewichtes eines Körpers mit Beriidfichti- 
gung der Reibung gelangt man auch ficher zum Ziele, wenn man ſich den 
Körper ganz frei denkt, und annimmt, daß jeder andere Körper, mit welchem 
er in Berührung ift, zwei Kräfte auf ihn ausübt, und zwar eine Kraft N; 
normal von der Berührungsfläche deffelben ausgehend, und eine andere Kraft 
p N, der vorausgefeßten Bewegung des Berührungspunktes in diefer Fläche 
entgegengefegt und der Keibung zwifchen beiden Körpern entſprechend. Da⸗ 
durch erhält man ein feites Syftem von Kräften, deſſen Gleichgewichtszuftand 
nach den Regeln in 8. 90 u.f. w. zu beurtheilen ift, wie im folgenden fpeciellen 
Valle gezeigt werden foll. 

Eine prismatifche Stange AB, Fig. 264 (a. f. ©.), ſtützt fid) unten auf 
einen horizontalen Boden CH und lehnt ſich oben gegen eine verticale Wand 
CV; bei welcher Neigung BA C= « verliert diefelbe ihre Gleichgewichtslage ? 
Hier können wir die Rüdwirfung des Bodens auf den Körper durd) eine Ver⸗ 
ticalkraft R und durch die horizontal wirkende Reibung PR, und dagegen die 
Rückwirkung der Wand durch eine Horizontalfraft N und durch eine von unten 
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nad) oben wirkende Reibung ꝙ N ausdrüden. Iſt folglich & das im 
Schwerpunkte S niederziehende Gewicht der Stange, fo haben wir es mit 
Fig. 264. einem Syſteme von den Verticalfräften @, R, N 

j und einem folchen von den Hortzontalfräften N 
und pR zu thun. 

Der Gleichgewichtszuftand unter diefen Kräften 
fordert nun, daß 

)G=R+YN, 

2) YR=N um 








Nun ift aber der Hebelarm A E 
—AScos.a—=!1',ABcos.«, 

& ferner der Hebelarm AD 

| —= AB sin. e, 
und der, Hebelarm AC 
— ABcos. &, daher ift die dritte Gleichung einfach: 
1), @ cos. — N (sin. a + @ cos. a) gu fchreiben. 
Aus den beiden erften Sleihungen folgt: 


G=R+ — 4097) A, alſo 


9G 
‚und N= 
4 1+9 
und ſetzt man diefen Werth von N in die Gleichung (3) ein, fo ergiebt ſich: 





l/a G cos. ed = 1 ur 
1+ 9° 


29. — tung. + 9, - 





(sin. @ + @ cos. &),. oder 





alfo für den gefuchten Neigungswinfel: 
1+9?—29? 1— 9° _1— tung. g%. 





lang. «= 99 —25 07 2tang.Q. 
2 — 9 2 
_ 008. Q sin. 0" __ 008.20 _ gotg.2o 
2 sin. 0 cos. O sin. 2 Q- 


— tang.(90° — 20); daher iſt 
/_BAC= «= 90% — 20, und /_ ABC=ß= 20. 


179 Theorie des Keiles. Auch bei dem Keile (ſ. $.149) bat die Reibung 
einen großen Einfluß auf die Gleichgewichtsverhältnifie. Segen wir voraus, daß 
der Duerjchnitt defjelben ein gleichichenfliges Dreied ABS, Sig. 265, mit der 
Schärfe A SB— « bilde, daß die Kraft P inder Mitte M des Keilrückens A.B 
und winkelrecht gegen denſelben wirfe, und daß ebenfo der Körper CHK 
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mit einer gewiffen Kraft N redjtwinflig gegen die Keilfläche BS drüde, 
ua der Keil mit der Fläche AS auf einer horizontalen Ebene aufruht. 
Fig. 265. Uebrigens foll der Kör- 
pr CHK von zwei 
Baden G und K um⸗ 
geben fein, welche ihn 
nöthigen, fammt der 
Laſt Q beim Forts 
fhieben des Keiles auf 
der Horizontalebene, in 
der gegen die Keil- 
flähe BS rechtwinklig 
ftehenden Richtung EC 
aufzufteigen. 

Da die Richtung der Kraft P von den Keilflächen AS und BS gleidj- 
viel abweicht, fo find die Normaldrüde N, N gegen beide Flächen und folg- 
lic auch die aus denſelben entfpringenden Reibungen @ N, ꝙ N in benfelben 
einander gleich, und es müſſen daher auch die Kräfte P, N, N, ꝙ N und 
PN einander das Gleichgewicht halten. Zerlegt man die legten vier Kräfte 
parallel und rechtwinklig zur Nichtung der Kraft P in je zwei Seitenkräfte, 
jo muß folglich) auch die Summe derjenigen diefer Kräfte, welche mit P 
gleichgerichtet find, mit P allein im Gfeichgewichte fein. Nun weichen aber 





die Richtungen von N, N um 90 — > und die von ꝙ N, ꝙ N um > 


von der Richtung MS der Kraft P ab, daher find die Componenten von N, N 
in der Richtung MS, N sin. 2 und N sin. Z fowie die von ꝙ N und 


PN, Y@N cos. > und @N cos. > und es ift zu feßen: 


P=2Nsin. — + 29 Neo. —2N(sin.z + 908.7). 


In Folge der Reibung PN zwifchen der Keilflä_he BS und der Grund 
fläche des Körpers CHK vwoird diefer Körper noch mit einer gleichen Gegen⸗ 
kraft — PN gegen den Feitbaden GH gedrüdt, woraus eine Neibung 
F=9.9N=9pyıN entfteht, welche dem Aufichieben des Körpers 


. CHK entgegenwirft, und weshalb 


N—- FR, =0Q oder N(l — Y9gı) = 9, allo 
N=, 


Führt man nun diefen Ausdrud fir N in die obigen Formeln ein, fo 
erhält man die zum Aufheben der Laft Q nöthige Kraft: - 





zu ſetzen iſt. 
1 
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— 20 ..& 2) A 
P= — sin. & 40 cos. 5) annähernd 


—=2Q0(1-+9pı) (sin Z + @ cos. 5) 


/. 0 & . a 
=20Q sin. Z + 9cos. n + 2 sin. 2). 
oder wenn man den Coefficienten p, der Reibung längs GH gleich dem 
Coefficienten 9 der Reibung an den Seitenflähen AS und BS feßt: 


_ _29 (si a ) 
P== — sin.z + 9.cos. 5) annähernd 


—20 (d 4 p) sin. + @ cos. 3) 


Bei einem Keile ABC, Fig. 266, wie er zum 
Zerjpalten und Zerdrüden der Körper gebraucht 
wird, ift die dem Normaldrud Q gegen die Sei- 
tenflähen AC und BC entiprechende — auf 

Q den Rücken AB: 





‘ 


L=20 sin. + 9.5). 
2 2 
Beifpiel. Es fer die Laft des in Fig. 265 abge- 
bildeten Keiles: Q = 650 Pfund, die Schärfe des 
Keiles: « — 25°, und der Reibungscoefficient: P= 9, ; 
man fucht vie mechanifche Arbeit, melche erforderlich ift, um bie Laft Q in ihrer 
Leitung um Y, Fuß fortzubewegen. 





Die Kraft ift: 
2.650 
mern 1/,0 1/,0 
P== I (0,36% (sin. 121/,0 + 0,36 cos. 121/40) 
1300 
= 10% (0,2164 + 0,36 . 0,9763) 
1300 738,27 


= 4 0. 2164 + 0,3515) = Zaygg — 9482 Pfund. 
Dem Laſtwege EE, — sı = Yz Fuß entſpricht der Kraftweg: 








— a _ EE @ __ 5] — 0,25 
BL=s=BB, cos Deere ge sin. 12,0 
2sın.Z 
0,25 __ 


demnach ift die gefuchte mechanifche Arbeit: 
Ps = 8482 . 1,155 = 979,6 $ußpfund. 
Ohne Rückficht auf Reibung wire Ps = Qs, 6. 660 —= 325 Fußpfund, 
es wird alfo in Folge der Reibung der Arbeitsaufwand beim Heben von Q, nahe 
verbreifacht. 
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Auf gleiche Weife läßt fi die Kraft P eines Keiles ABC, Fig. 267, 8. 180 
beftimmen, durch welchen eine Laſt Q emporgehoben wird, während der Keil 
fich auf der horizontalen Ebene HO fortjchiebt. Nehmen wir an, daß der 
Normaldrud zwifchen dem Keile ABC und dem Blode D, welcher durch die 
Laft Q vertical abwärts gedrlicdt wird, — N fei, daß ferner der Normaldrud 
des Keiles auf die Unterlage HO,— R und ber Normaldrud des Blockes 

Fig. 267. auf die Seitenführung E_E, — S betrage. 
Dann muß P den Kräften R, Qı RB, 
— NXund — YN, und ebenſo Q den 
Kräften S, 9, S, N und ꝙ N das Gleich⸗ 
gewicht halten. 

SM nun noch « der Reigungswintel 
A BC der Reilflähe A B gegen den 
Horizont, fo läßt fi) N in die Bertical- 
fraft Ncos.« und Horigontalfraft Nsin c, 
und @ N in die Berticallraft $ N sin. « 
und Horizontalfraft ꝙ N cos. zerlegen, 
und daher fegen: - 

1) P=9, R+Nsin.a+@ Ncos.«, 
2) R=Ncos.a— op Nsin.o, 
3) Q=Ncos..a—p Nsin.a— 95 
fowie 

4) S= Nsin.a + 9 Ncos.«. 
Aus den beiden erften Gleichungen refultirt: 


P=[1 — p9)sin.e+(P + 9ı) cos.e] N, 

und aus den beiden lebteren: 

= Il — Pp:) cos. « — (P + 9%) sin. el! N; 
und e8 ergiebt fid) durch Divifion diefer Formeln: 

P_(1L— 99) sin.a +(P + 9) cosa 

a (1— pp) cos.a — (pP + 92) sin.“ 

Wäre @ == 9, —= 9a, fo hätte man, da @ — tang.e und 
29 








— tang.2o it, 
9, E 


1 — . 
pP sin.« + cos.a@tang.!@ _ tang.a + tung. 20 
Q c08.u — sin.atang.20 1 — tangatang?2o 
— tang.(@ + 20). 
- Sieht man von den KReibungen an den Unterftügungspunften ab, fo fann 
man 9, und 9 — Null jegen, und es folgt: 
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= — = Er — ER rang. («+ 0). ergl 8.176.) 
Wenn die Laſt Q rechtwinklig gegen die Keilfläche wirkt, fo find die Glei⸗— 
Hungen (3) und (4) durd) folgende zu erfegen: 
9=N— 985m 
S=gN. 
Es folgt dann @ = (1 — 99%) N, daher umgefehrt: 


J— und 
1 99 
P_(1— pYı)sin.a + (pP + 91) cos.a 
1—- pm 


Wäre y — 9, — 9.,, fo würde dann 
= sin.a + cos. . tang.2 0 


ausfallen. 

Die Formel P= Q tung. (a + 20) findet ihre Anwendung bei Beur- 
theilung der Befeftigung zweier Körper M und N durd) einen Keil AB, 
ig. 268, IL. und II. Aus der 
Kraft P gegen den Rüden des 
Keiles folgt dre Spannung, mit 
welcher fie beiden Körper gegen 
eina‘ider gezogen werden: 

= Pcotg.(@ +20). 

Dagegen ift die Kraft, welche 
auf den Fuß B des Keiles drücken 
muß, um den Keil zu löfen, d. i. 
in ber Richtung BA zurückzutrei⸗ 
ben, weil hier & negativ ift: 

P,= 0 tang. 20 — e), 
oder wenn man den legten Werth 
für Q einfegt: 

P— tang. (20 — a) 
1 tang. (20 + e) 
Damit der Keil nicht von felbft zurlidigehe, muß natürlih « < 20 jein. 


Fig. 268. 








$. 181 Zapfenreibungscoefficienten. Bei Zapfen ift nur die Reibung der 
Bewegung von Wichtigkeit, weshalb auch nur iiber diefe Beobachtungsrefultate 
vorliegen. 
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Zafel I. 


Coefficienten der Zapfenreibung, nah Morin. 





Zuftand der Reibungsfläden und Gattung 
der Schmieren. 





| Del, Talg I. ‚|. 
Angabe = ls je, te 888 
5 * = & —— 
der ſich reibenden Koͤrper. x = g ES Schweinefett. 2 ——A——— 
- 23 I & » an | u \ o 5 E82 & 
ie > |e SI & 5808 51 2 
z3538 86— 
E |e 268 23—33 
äm—8858328 
8 * & |® 5 
| 
Slodengut auf Slodenguut .I| — | — | — 10,9 — | — — I — 
Glockengut auf Gußeifen ..| — | — | — | — [9099| — | — | — 
Echmie deeiſen auf Glocken⸗ 
gut ............. 0,251|0,189| — (0078 0, 084 10,000 0, 1111 — 
Schmiedeeiſen auf Gußeiſen. — | — | — |0,07510,054| — | — | - 
Oußeifen auf Gußeifen ...I — 10,13710,079|0,075}0,054| — | — |0,137 
Gußeiſen auf Glockengut .. |0,194|0,161| — |0,07510,054|0,065| — 0, 166 
Schmiedeeifen auf Guajak⸗ 
holz. ............ 0188| — — 0125 — | — — | — 
Bußeifen auf Guajafholz . . 10,185] — | — |0,100)0,092]| — |0,109| 0,140 
Guajak auf Gußeifen ....1 — I — | — (0,116 — | — | — 10,158 
Guajak auf Guajaf ..... — — | — I — [0070| — 1 — | — 


_ Aus diefer Tabelle ift folgendes fiir die Praris fehr ‚wichtige Verhältnig 
zu entnehmen: bei Zapfen aus Schmiede» oder Gußeiſen, Iaufend in Lagern 
aus Gußeifen oder Glodengut (Meffing), gefehmiert mit Del, Talg oder 
Schweinefchmalz, ift der KReibungscoefficient: 
“ bei ununterbrochener guter Unterhaltung, — 0,054, 
bei gewöhnlicher Abwartung, — 0,070 bis 0,080. 
Die von Coulomb gefundenen Werthe weichen hiervon zum Theil ab. 
Anmerkung. Dur die Verſuche über die mittelbare Zapfenreibung mit 


Hülfe der Reibungswange find vom Herrn Hirn mehrere, zum Theil von dem bis 
dahin Bekannten abweichenne Refultate erlangt worden. Der Zapfen, welchen er 
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hierzu anmwenvete, beñand in einer beblen gußeiiernen Trommel von 0,23 Meter 
Durchmeſſer und 0,22 Meier Länge, un? wurte von augen durch Gintauchen in 
Del geſchmiert, jowie von inmen mittels durchlließenden Wanſers abgeküblt. Das 
bronzene Zapfenlager (3 Kupfer, 1 Zinn) wurde mittels eines 11, Meter langen 
Hebels von 50 Kilogramm Gewicht auigerrädt, währen? ver Zapfen 50 bis 100 
Umdrehungen pro Minute madte. Es int leicht zu ermenen, daß bei ven mit die 
fem Apparate angeftellten Beriuchen vie Alaiigfeit und Arbiien ver als Schmiere 
dienenden Dele eine große Rolle jvielen mußten, va bier nicht allein vie Umfange- 
gefhwindigfeit, jondern auch die Reibungstlähe in Hinficht auf ven Drud eine ſehr 
große war. 

Die Umjangsgefhwindigfeit der Trommel betrug, da die legtere einen Umfang 
von 72 Gentimeter hatte, und in der Serunde 5/, bis 1%, mal umliei, 60 bis 120 
Gentimeter — 23 bis 46 Zell, während fie bei ven gewöhnlichen Maſchinen nur 
2 bis 6 Zoll mißt. Ferner der horizontale Arenjchnitt ver Trommel betrug 22.23 
— 506 Duadratcentimeter, folglih kam auf ein Duadratcentimeter dieſes Schnittes 
nur ein Drud von —* Kilogramm, d. i. auf einen Quadratzoll 6,86. 0,214 
— 1,5 Pfund, während diefer Drud bei gewöhnlichen Arbeitsmajchinen mehrere 
hundert Pfund beträgt. Die Berhältniffe der Berjuche des Herrn Hirn waren 
daher zum großen Theil abweichend von ven Reibungsverhälniflen, wie fie bei 
großen und flarfen Mafchinen vorlommen, und wie fie auch bei anveren Verſuchen, 
3. DB. bei denen von Morin, flattfanden, umd es find folglich vie ſich bei denſelben 
herausgeftellten Abweichungen vollftändig erflärlid. Die Hauptergebniffe ver 
Hirn’fchen Verſuche beftehen ungefähr in Folgenden. 

Die mittelhare Reibung hängt nicht allein von dem Drude und ver Natur und 
Beſchaffenheit ver fich reibenden Körper und des Schmiermittels, ſondern auch von 
ver Sefhwindigfeit und von der Temperatur der Reibungsflächen und der Umge- 
bung, jowie auch von der Größe diefer Flächen ab. - Es it bei conftanter Tempe- 
ratur die Reibung der Gefchwinvigfeit direct proportional, und es wächſt dagegen 
diefelbe nur wie die Duadratwurzel aus der Geſchwindigkeit, wenn die Temperatu- 
ren unbeachtet gelaflen werden. Aus anderen Berfuchen folgert endlich auch noch 
Herr Hirn, daß die mittelbare Reibung der Duadratwurzel aus der Reibungs- 
fläche, fowie au der Quadratwurzel aus dem Drude proportional ift. 

Was insbefondere den Einfluß der Temperatur anlangt, fo ließ fih aus den an- 
geführten Verſuchen die Formel: 


folgern, in welcher t vie Temperatur ver Reibungsfläce, F, die Reibung bei 0° 
und F' die bei & Grad Temperatur bezeichnen. 

Ein Hauptergebniß dieſer Verfuche ift noch die Ermittelung des Arbeitsvermö- 
gens dev Wärme. Hiervon wird erit weiter unten, und zwar bei der Theorie der 
Wärme gehanbelt. 


$. 182 Arbeit der Zapfenreibung. Kennt man den Drud R zwilchen 
einem Zapfen und feinem Lager, und ift noch der Halbmefler r des Zapfens, 
Fig. 269, gegeben, jo läßt fich die Arbeit, welche die Zapfenreibung bei 
jeder Umbdrehung des Bapfens in Anſpruch nimmt, leicht ermitteln. Die 
Reibung F ift — PR, und der ihr entjprechende Weg der Umfaug 2 ur des 
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Zapfens; e8 folgt daher die bei einer Umdrehung durch die Reibung verloren 
gehende mechanifche Leiſung A= PYR.2 ar =2nrypRr. Madt der 
Zapfen in einer Minute u Umdrehungen, fo ift die in jeder Secunde ver⸗ 
brauchte Arbeit 


=. u _ nupRr _ 
L = 2xypRr . 60 — 320 7 — 0,105 ö upRr. 

Die Arbeit der Reibung wächſt aljo mit dem Zapfendrude, dem 
Zapfenhalbmeffer und der Umdrehungszahl gleichmäßig. Es iſt da- 
ber eine praftifche Regel, bei rotirenden Mafchinen den Zapfendrud nicht 
unnöthig durch große Gewichte zu erhöhen, die Zapfen nur fo ftark zu machen, 
als die Feſtigkeit auf die Dauer es verlangt, und endlich auch nicht ſehr viel 
Umdrehungen in einer Minute zuzulaſſen, wenigſtens dann na wenn es 
nicht andere Berhältnifie erfordern. 


Fig. 269. Fig. 270. 





Durch Amadung von Frictionsrädern, welche man ſtatt der Zapfen⸗ 
lager anwendet, wird die Arbeit der Reibung vermindert. In Fig. 270 iſt 
AB eine Welle, die mit ihrem Zapfen CEE, auf den Umfängen EH, 
E, H, dicht Hinter einander liegender und um D und D, drehbare® Räder 
(rietionsräder) ruht. Aus dem gegebenen Drude R der Welle folgen die 
Prefiungen. 


N=N= - y 


20 = 
08. 5 





wofern a den Winfel DC D, bezeichnet, welchen die Central⸗ oder Drud- 
finien CD und CD, zwifchen ſich einfchließen. Vermöge der wälzenden 
Reibung zwifchen dem Zapfen C und den Radumfängen laufen die Räder 
mit diefem Zapfen um, und es entftehen in den Lagern von D und D, die 
Reibungen ꝙ N und ꝙ N,, weldhe zuſammen 





F=y(N+M)= 


co8. Dy 
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betragen. Werden nun die Radhalbmefir DE — D, E, buch a, und 
die Zapfenhalbmeffer DK — D, A durch r, bezeichnet, fo erhalten wir die 
Kraft am Umfange der Räder oder auch am Umfange des auf diefen Liegen- 
den Zapfens C, welche zur Ueberwindung von F' nöthig ift: 


a ie pn. 
2 EL 
2 
während diejelbe — ꝙ R beträgt, wenn der Zapfen U unmitttelbar in einer 


Fig. 271. Pfanne ruht. 

: Wenn man die Gewichte der Frictionsräder 
unberüdfichtigt läßt, fo ift folglich die Arbeit der 
Reibung bei Anwendung von diefen Rädern, 

vd — — mal fo groß, als ohne diefelben. 


ca 609. 
1 3 





Stellt man dem Zapfendruck R ein einziges 
Frictionsrad GH, Fig. 271, entgegen und verhin- 
dert man die zufälligen, übrigens nicht zu beachten- 
den Seitenfräfte durch feſte Baden AX und L, fo 


fällt & = 0, 008. = 1 und obiges Verhältniß v—- aus. 
1 





Beifpiel. Ein Kunftrad wiegt 30000 Pfund, der Halbmefler a feines Umfan- 
ges itt 16 Fuß und fein Zapfenhalbmefler r = 5 Zoll, wie groß ift die Kraft am 
Umfange des Rades, um die Zapfenreibung zu überwinden, um dieſes Rad alfo 
leer in einer gleichförmigen Bewegung zu erhalten, und wie groß ift ver entfpres 
chende Arbeitsaufwand, wenn es in einer Minute 5 Umdrehungen macht? Den 
Neibungscoefficienten » können wir hier — 0,075 annehmen, weshalb die Reibung 


oR = 0,075 . 30000 = 2250 Pfund beträgt. Da der Raphalbmefler 2. 


5 >» 
— a — 38,4 mal fo groß ift, als ver Zapfenhalbmeſſer oder Hebelarm der Rei- 





bung, fo ift die auf ven Rabumfang reducirte Zapfenreibung: 


_ 9ER __ 2250 _ 
u ar 58,59 Pfund. 
Der Zapfenumfang ift 2 — 2,618 Fuß; folglid der Weg der Reibung in 


einer Secunde: 





2,618.5 _ a 
0 > 0,2182 Fuß, 


und die Arbeit der Reibung während einer Secunde: - 
L = 0212. R — 0,2182 . 2250 — 491 Fußpfund. 
Lägen die Zapfen dieſes Rades auf Frictionsrädern, deren Halbmefler nur 5mal fo 


groß find als die Halbmefler ihrer Zapfen, wäre alfo = Y,, fo würde die Kraft 
1 
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am NRadumfange nur 1, . 58,59 = 11,72 Pfund und die von der Reibung con: 


jumirte Arbeit nur 491), — 98,2 Fußpfund betragen. Allerdings. würde aber dann 
auch das Rab weit unftcherer aufliegen. 


Reibung in ausgelaufenen Zapfenlagern. Die Reibung eines $. 183 
Zapfens ACB, Fig. 272, ineinem ausgelaufenen Zapfenlager, melches 
. nur in einem Punfte A aufliegt, ift kleiner als die bei einem neuen, nod) in 
aller Punkten des Lagers aufruhenden Zapfen. Findet keine Umdrehung 

Fig. 272. ftatt, jo drüdt der Zapfen in dem Punkte B, wo 
die Richtung des Mitteldrudes R hindurchgeht; 
tritt aber Umdrehung nad} der Richtung AB ein, 
jo wird der Zapfen vermöge feiner Reibung im 
Zapfenlager fo weit in die Höhe fteigen, bi® ſich 
die Kraft S zum Herabgleiten mit der Reibung 
F ins Öleichgewicht fegt. Der Mitteldrud R zer- 
legt fich in eine Normalfraft N und in eine Tan⸗ 
gentialkraft S, N geht auf das Lager über und er⸗ 
zeugt die tangential wirkende Reibung F— PN, S aber fegt fi) mit F 
ins Gleichgewicht; es ift aljo auch S— PN. Nad) dem pythagoräifchen 
Lehrfage ift 2? — N? + 82, daher hier: 

| R=(1 +9) N, 
umgefehrt der Normaldrud: 
R . :@R 
= — — und die Reibung !=— , 
u vı + 9? ” g — —— 
oder, wenn man den Reibungswinkel o einführt, alſo 9 — tang. o ſetzt: 
F— ‚Rtang.o 
vi + tang. 0? 

Wenn der Zapfen anfängt fich zu bewegen, fo rückt ‚folglich der Drud- 
punkt B um den Keibungswinfel A C B=0 im Lager nad) der entgegen- 
gejegten Richtung fort. 

Uebrigens ift natürlich das Moment F. CA—Fr der Zapfenreibung 
gleich) dem Momente Rr sin.o des Zapfendrudes R, beide auf die Dre- 
hungsare CO bezogen. Fände das Fortrüden nicht ftatt, jo wäre 

R sin. 0 


F=9R= Runge. 


es ift folglich die Reibung nach dem Fortrücken cos.g mal fo groß,i als 
die vor dem Kortrliden. In der Kegel ift = tang.o noch nicht Y/ıo 
und cos.o > 0,995, alfo die Differenz noch nicht 5/,o0o — /aoo; man 
bat daher in den gewöhnlichen Fällen der Anwendung auf den Einfluß 
dieſes Fortrückens nicht Rückſicht zu nehmen. 


Beisbach’s Lehrbuch der Mechanik. I. 20 








— Rtang.o 008.0 — Rsin.d. 








8. 184 
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Läuft das Rad, AB mit einer Nabe oder einem Auge, Fig. 273, um 


Fig. 273. eine feite Are AC, fo ift die Reibung diejelbe, als 
— wenn ſich die Aren in Pfannen bewegen, nur ift bei 


ER einem ausgelaufenen Auge der Hebelarm der Reibung 
AN nicht der Halbmefler des feften Zapfens, fondern der 
des Auges. 





J Reibung in einem dreiseitigen Lager. 
A Legt man den Zapfen in prismatifche Lager, fo 
erhält man größere Drüde und deshalb auch mehr 
Reibung als bei einem runden Yager. Iſt das Lager ADB, Fig. 274, 
Fig. 274. dreifeitig, jo liegt der Zapfen in zwei Punkten 
A und B auf, und e&8 if® an jedem der- 
jelben Reibung zu überwinden. Der Mit- 
teldrud R zerlegt fi) in zwei Seitenfräfte 
Q und Q,, umd jede diefer giebt einen Nor- 
maldruck N und N; und eine der Reibung 
F=9NwF,—9gN, gleiche Tangen- 
tialfraft. Dem vorigen ‘Paragraphen zu= 
folge laſſen fich aber diefe Reibungen aud) 
— Qsin.o und Qı sin.o feßen; man hat daher für die Gefammtreibung: 
F+HRFR—=(Q0 + Qı) sin. o. 
Die Kräfte Q und Q, ergeben fi) durd) Auflöfung eines aus Q und Qı 
gebildeten Kräfteparallelogrammes mit Hülfe des Mitteldrudes R, des Rei— 
bungswinfels g und des Winkels A CB —= 2«, welder dem im Lager lie- 
genden Bogen AB entſpricht. Es ift: 
QOR=ACD—- CAO =a— ou 
QOR=BCD+CBO=a«a+ 0; folglid: 
90 =Re—e+te+e=2u. 
Die Anwendung der Formeln in $. 78 giebt nun: 
sin.(& — 0) sin. (@ + ).n 
dı = sin.2 a RNIT sin.2 c 
daher folgt die gefuchte Reibung: 
: Rsin.Q 


F+PF=(Q + Q)sin.o = (sin. [ae — 0] + sin. je +e) sin. 2 


Aber sin. (a — 0) + sin. (@ + 0) iſt, der analytiſchen Trigonometrie 
zufolge, — 2 sin. cos.o und sin.2a — 2sin.acos.a, es ergiebt fid) 
daher: 





R; 





2 sin.aRsin.0cos.0 _ Rsin.2_ 


Nr 2 sin. u 72.008. 0 


) 


wofür fich wegen der Kleinheit von o aud) = —- et jegen läßt. Die Rei— 
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bung bei Anwendung des bdreifeitigen Zapfenlagers iſt hiernach — 7 mal 
jo groß, als die beim cylindriſchen Lager. Iſt zJ. B. ADB = 60°, alſo 
ACB = 180° — 60° — 120° md ACD—= — 60°,fo hat man 


cos. 600 — mal — 2 mal jo viel Reibung, als bei einem runden Lager. 


Reibung in einem neuen Lager. Mit Hülfe der legten Formel 8. 185 
. läßt fi) nun auch die Reibung in einem neuen runden Zapfenlager finden, 
worin der Zapfen an allen Stellen nod) aufliegt. Es ſei ADB in Fig. 275 
Fig. 275. ein folches Lager. Theilen wir den Bogen ADB, 
in welchem ſich Zapfen und Lager berühren, in 
viele Theile, wie AN, NO u. f. w., welche glei- 
hen Projectionen in der Sehne AB entiprechen, 
und nehmen wir an, daß jeder dieſer Theile gleich 


viel vom ganzen Drade R, nämlid) — —, wobei 


n die Anzahl der Theile bezeichnet, vom Zapfen 
auf das Lager übertrage. Nach dem vorigen Pa- 
ragraphen ift die Reibung für zwei gegenüberliegende Theile NO und N, O:: 





IR sin2g 
mdeos. NCD 
NP 
Aber cos. NCD ift aud) = cos. ONP = Yo wofern N P die Pro- 
jection des Theiles NO auf AB repräfentirt, und 
Nr — ie Li, 


es folgt daher jene den Theilen NO und N, O, entfprechende Reibung: 
Rsin.20 n.NO _ Rsin.20 ‚Yo 
n Sehne Sehne 


Um nun die Reibung für den ganzen Bogen ADB zu finden, hat man 
ftatt NO den Bogen 437 — 1/3 ADB einzuführen, weil die Summe 








aller Reibungen gleich ift en ° mal Summe aller Bogentheile; es folgt 
alfo die Reibung in einem neuen Zapfenlager: 
Bogen AD 
F = Rsin. 2 0° Sehne AB’ 


oder, wenn wir den Centriwinfel AO B, welcher dem im Lager liehenden 
Bogen entſpricht, — 2 «0, alſo Sehne A B — 2AC. sin. feßen: 
20* 
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F= Rein.20, 0 ‚ oder sin.20 — 28in.o 
2 sin. & 
angenommen, annähernd: 
F=R sin. 0- — . 
Hiernach iſt die anfängliche Reibung um fo größer, je tiefer der Zapfen 
in feinem Lager liegt. Umfaßt z. B. da8 Zapfenlager den halben Bapfen- 
umfang, ift aljo « — !/, m und ſonach sin. « — 1, fo hat man 





F= > Rein. o, alſo n — 1,57 mal jo groß, als beim ausgelaufenen 
Zapfenlager. Bei einem Zapfen, welcher nicht tief im Lager ruht, ift a 

3 2 
Hein, daher sin. a — u — 7 —a ( 1 — 5) zu fegen, weshalb folgt 


2 
F= ( 4 5) Rsin.g, oder = Rsin.g, wenn « ſehr klein iſt. 


($. 186) Poncelet's Theorem. Der Zapfendrud R ergiebt fic in der Regel 
als Mittelfraft vorn zwei rechtwinkelig gegen einander gerichteten Kräften P 


und Q, ift alfo = V PP — Q2. Imfofern man ihn nur zur Beftimmung 


der Reibung 

F=gR=g9VP+gQ 
bedarf, kann man fich mit einem Näherungswerth defjelben begnügen, theils 
weil fchon der Coefficient ꝙ niemals fo ficher beftimmt werden kann und 
von.fo jehr vielen Zufälligfeiten mit abhängt, theils aud), weil das "ganze 
Product oder die Reibung PR meift nur ein Feiner Theil ift von den 
übrigen Kräften an. der in YJapfenlagern ruhenden Maſchine, wie Hebel, 
Rolle, Radwelle u. ſ. w. Der Lehrſatz, welcher einen Näherungsausdruck 
von VPra@ — 09? zu finden lehrt, ift unter dem Namen „das Poncelet'ſche 
Theorem“ bekannt, und läßt ſich auf folgende Weife- ‚entwideln: 


vPF@=r\Vı+ (S)=rViF® 


wobei x —= x, und vorausgejegt wird, daß Q die Kleinere Kraft, alfo x 
> ein Ächter Bruch ift. Segen wir nun: 


Vitz2=u-+vs, 
und beftimmen wir die Coefficienten u und v gewiflen Forderungen ent⸗ 
ſprechend. Der relative Fehler ift: 


_Yi+t®opov_ _Mtv8% 
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Diefer Gleihung entfpricht eine Cure OS P, Fig. 276, welche für bie 
Abſeiſſe z — 0, die Ordinate AO=y— 1 — Pr und für die Abjcifie 


AB=1, die Oninte BP=y—=1— 7a ” Hat, welche ferner in 





zwei Bunkten X und N durd) die Abfciffenare geht, und bei S ihren größten 
ig. 276. Abftand CS von diefer Are erreicht. 
Segen wir y — 0, alfo: 





0) 
Vi+te=u+vs, 
x K — N 4 und löſen wir dieſe Gleichung in 
Beziehung auf x auf, ſo erhalten 
8 wir in 
_wEVetn-i 
——— — — 


die Abſeiſſen AK und AN der Durchſchnittspunkte X und N, und alſo 
auch diejenigen Werthe, bei welchen der Fehler Null ausfällt. 


Um aber die Abfcifje A C des größten negativen Fehlers OS zu finden, 
fegen wir das Differenzialverhältniß: 


dy _ (tv) + mM) "rx —v (1 + ar, 
ds 1-+ ı2 — Null 


(ſ. Art. 13 der analytischen Hülfslehren). " 
Diefer Forderung wird entfprochen, indem man 
utr)a tz —v(l 4 22%, ober 
utv)ds=vitm)bie =, ſetzt. 


Hiernach giebt alfo die Abſciſſe AC — mn die größte negative Ordinate: 


(S=1— ——— — = (a! 1)= (Ver For 1). 


Um nun weder einen großen pofitiven noch einen großen negativen 
Fehler zu begehen, fegen wir die drei Ordinate AO—I1— u, 


BP=1— b * und CS—= Yu: + v2? — 1 einander gleich, und 


ad 





beftinnmen hiernach die Koefficienten u und v. Es ift: 
„—ttr .i.v— v3 — 1) u = 0,414 u um 


— 
2 — eV? + di.2=ulı +VıH+ 0,414?), folglich 





Li 


8. 187 
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u — — 0,96 und v — 0,414 . 0,96 — 0,40. 


1 + Vom 1714 

Wir können alfo annähernd Vı+a + 22 = 0,96 + 0,40.x, und ebenfo 
die Mittelfraft 

R — 0,96 P + 0,40 Q 

fegen, und willen, daß wir hierbei höchftens den Fehler 
+y=1-—u= 1 -— 096 = 0,04 — vier Procent des wahren 
Werthes begehen. 

Diefe Beftimmung fegt voraus, daß wir willen, welche von den Kräften 
die größere ift; ift uns dies nicht befannt, fo können wir 
Vıte=u(-+a) 


annehmen und befommten fo 
el +) 


— 


Hier giebt nicht nur die Grenze — 0 den Fehler — 1 — u, ſondern 


y=1— 


aud) die Grenze x — © benfelben — 1 — — — 1 — u; feßen wir 
aber x = mn — 1, fo befommen wir den größten negativen Fehler: 
— - (7 — 1)=— wV2 — 1), 


und e8 ergiebt ſich durch Gleichſetzen vier Fehler: 
1 —u—uV2— 1, alfo u = —— 





1 + Vi” 2 2414 1 
wofür 0,83 gefeßt wird. Im he Falle alſo, wo man nicht weiß, welche 
von den Kräften die größere ift, läßt fich fegen: 


R— 0,83 (P+ Q), 
und man erhält dabei den größten Yehler: 


+ y=1 — 0,83 — 0,17 Brocent — !/, des wahren Werthes. 
Weiß man endlich, daß x nicht über 0,2 ift, fo läßt man richtiger x ganz 
außer Acht, und fchreibt VP+Q=Pp, ift aber x über 0,2, fo ift 
ebenfalls richtiger 
VP: + Q: = 0,888 P+ 0,490. Q; 
in beiden Fällen ift nämlich der größte Fehler ungefähr zwei Procent *). 


Der Hebel. Die im Obigen entwidelte Theorie der Reibung findet beim 
materiellen Hebel, bei der Radwelle und anderen Maſchinen ihre Anwen⸗ 


) Polytechniſche Mittheilungen, Band I. 
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dung. Handeln wir zunächft vom Hebel, und nehmen wir im Wintelhebel 
ACB, Fig 277, gleich) den allgemeinften Yall vor. Bezeichnen wir wie 
früher ($. 136) den Hebelarm CA der Kraft P dur a, den Hebeların 
CB der Laſt Q durd) b, und den Zapfenhalbmeſſer CH durch r, fegen wir 
" Fig 277. j “ das Gewicht des Hebels = @G, den 
Hebelarm CE deſſelben = s und bie 
„Winkel A PK und BQK, um welde 
die Kraftrichtungen vom Horizonte ab- 
weichen, —= a und B. Die Kraft P 
giebt den Verticaldrud P sin. x, und 
die Laft © denfelben = Q sin. P; e8 
ift daher der geſammte Verticaldrud: 
V=@G+Psin «+ Qsinß. 
Die Kraft P giebt auch nod) den Horizontaldrud P cos. & und die Laſt einen 
Gegendrud Q cos. B; e8 bleibt daher als Horizontaldrud H — P cos. « 
— 0 cos. B übrig, und es läßt fi) nun der Totaldryd im Zapfen: 
R=uV+vH=u(6 + Psin.«+ Qsin.) + v (Pcos.« — Qcos.ß) 
fegen, wober aber der zweite Theil v (Pcos.a — Qcos.B) nie negativ zu 
nehmen, und deshalb in dem Falle, wenn Qcos.ß > P cos. « ift, das Zeis 
hen zu ändern oder vielmehr Pcos. a von Q cos. ß zu fubtrahiren if. Um 
num denjenigen Werth der Kraft zu finden, welcher dem labilen Gleich— 
gewichte entipricht, jo daß beim kleinſten Zufag Bewegung eintritt, ſetzen 
wir ftatifches Kraftmoment gleich ftatifches Laſtmoment, plus oder minus 
Montent des Gewichtes der Mafchine ($. 136), fowie plus Moment ber 
Reibung, alfo: 





Pa—=0b+Gs + 9Hr 
—0b+Gs + y(uY-+vH)r, woraus folgt 
p_ Es + pla(@ + Qsin.B) + VCcos BIr 
a— uprsin.a + vor cos. - 
Wirken P und Q vertical, fo it end R=P-+0Q-+G, daher 
Pa=Qb+Gs+9(P+ 9 + Wr. Ift der Hebel einarmig, fo 
- wirken P und Q einander entgegen, dann ift ao R= P— 9+G mw 
deshalb auch die Reibung Feiner. Uebrigens muß R ftet8 pofitiv in Rech⸗ 
nung kommen, weil die Reibung ꝙ R nur Bewegung verhindert, aber nicht 
erzeugt. Mean fieht auch hiernad), daß ein einarmiger Hebel mechaniſch voll- 
fommtener tft, al8 ein doppelarmiger Hebel. 


Beifpiel. Sind die Hebelarme bei dem in Fig. 277 abgebildeten Winfelhebel: 
a — 6 Fuß, b = 4 Fuß, s = Ya Buß und r == 1%, Zoll, die Neigungswinfel 
« —= 70%, $ = 50°, ift ferner die Laft Q — 5600 Pfund und das Gewidt G 
des Hebels, — 900 Pfund , fo beſtimmt fic die Kraft zur Herftellung des labilen 
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Gleichgewichts wie folgt. Ohne Rüdfiht auf Reibung ft Pa+ Gs= Qb, 
daher: 


_ AI TE _ DW. 9 — — 3658 Pfund. 


Segen wir «x = 0,96 und » — 0,40, fo befommen wir: 
u(G@G + Qsin.8) — 0,96 (900 + 5600 sin. 500) — 4982 Pfund, 
»() cos. 8 = 0,40 . 5600 cos. 500° — 1440 Pfund; 
usin.a — 0,96 . sin. 70° —= 0,902, 
vcos.« —= 0,40 . cos. 700 — 0,137. 
Es ift leicht einzufehen, daß hier Pcos. « Kleiner als Q cos. ß ift, denn da annaͤ⸗ 
hernd P— 3658 ausfällt, fo hat man Pcos. «—= 1251 Pfund, wogegen Q cos. ß 
= 3600 Pfund beträgt; deshalb nehmen wir hier für » Q cos. und » Pr cos. « 
das untere Zeichen und feßen: 
p — 560. 4 — 90. % + or (4982 + 1440) 
6 — or (0,902 — 0,173) 
Nehmen wir nun noch den Reibungscoefficienten ? = 0,075 an, fo erhalten wir: 
por = 0,075 . 3% = 0,009375 fowie 6422 9r = 60, 
und die gefuchte Kraft: 
_ 22400 — 450 + 60 _ 22010 _ 
= 77 9,00683 5,9955 = 9673 fund. 
Mebrigens ift hier ver Verticaldruck, wenn man die ohne Nückficht auf Reibung 
beftimmte Kraft P — 3658 Pfunv einführt: 
V = 3658 sin. 70° + 5600 sin. 500 4'900 = 3437 -+ 4290 4 900 
— 8627 Pfund, 
dagegen der Horizontaldruck: 
H = 5600 cos. 50 — 3658 cos. 70 —= 3600 — 1251 — 2349 Pfund. 
Hier it ZI > 0,2 V, daher ift richtiger: 
R = 0,888. H + 0,490 V = 0,888. 8627 + 0,480.2349 —= 8811 
zu ſetzen, und es folgt fo das Moment der Reibung: 
= pr R = 0,009375 . 8811 — 82,6 Fußpfund, 
und endlich die Kraft: 


P— 22400 — 450 + 82,6 — 3672, Pfund, 


6 , 
welcher Werth vom obigen allerdings nur wenig abweicht. 


‚8.188 Beibung an stehenden Zapfen. findet bei einer Radwelle ein 
Drud in der Richtung der Are ftatt, wie e8 z. 2. bei ftehenden Wellen 
in Folge des Gewichtes derjelben jedesmal der Fall ift, fo giebt e8 nod) eine 
Reibung auf der Bafis des einen Zapfens. Weil hier in allen Punkten 
Drud zwifchen dem Zapfen und der Pfanne vorhanden ift, fo fteht dieje 
Reibung der einfachen gleitenden näher, als der feither betrachteten Zapfen- 
veibung und man hat deshalb für diefe die in Tab. II. (S. 287) aufge: 
führten Reibungscoefficienten einzuführen. Um die Arbeit diefer Reibung zu 
finden, muß man den mittleren Weg fennen, den die Baſis AB, Fig. 278, 
eines folchen ftehenden Zapfens bei einer Umdrehung zurädlegt. Nehmen 
wir an, daß der Drud R auf der ganzen Fläche gleichförmig vertheilt fei, 


g. 188.] Die Widerftände ber Reibung und Steifigkeit ıc. 313 


fegen wir alfo voraus, daß gleich großen Theilen der Bafis gleiche Reibun⸗ 
gen zufommen. Theilen wir num die Baſis durch Halbmefler CD, CE 
u. ſ. w. in lauter gleiche Sectoren oder ‘Dreiede, wie DCE, jo entſprechen 
diefen nicht nur gleiche Reibungen, fondern auch gleiche Momente, es ift 
di 978. daher nur da8 Neibungsmoment von einem  biefer 
Dreiede zu finden. Die Reibungen eines folchen 
Dreiecks laſſen ſich aber als Parallelfräfte anfehen, 

da ſie alle tangential, d. i. winkelrecht zum Radius 
CD wirken; und da nun der Schwerpunkt eines 
Körpers oder einer Fläche nicht? weiter als der An- 
griffspunft der Mittelfraft von in diefem Körper 
oder in diefer Fläche gleichmäßig vertheilten Parallel» 
fräften ift, jo läßt fich demnad) auch hier der Schwer- 
punkt S des Sectord oder Dreiecks DCE als An- 
griffepunft von der aus ſämmtlichen Reibungen deflel- 
ben entfpringenden Mittelfraft anfehen. Ift nun ber 





Drud auf diefen Sector, — - und der Halbmeſſer CD — CE ber Baſis 


— r, fo folgt (nad) $. 113) das ftatifche Moment der Keibung diefes 
Sectors: 
—û Cs: — —?’,r- PR 


3 
und endlich das ftatifche Moment der vollftändigen Zapfenreibung: 
M=—=n.’yr 2 — 2 @Rr. 


Zuweilen ift die ſich reibende Fläche ein Ring ABED, Fig. 279. 
Fig. 279. Sind die Halbmefler deſſelben CA=rn und CD=r,, 
jo hat man es mit der Beſtimmung des Schwer- 
punktes S von einem Ringftüde zu thun, und erhält 
deshalb nach $. 114 “ He 
- — r? 
08 — F — os 
daher das Moment der Reibung. 
gr 
M=YoR(, N"). 
—— 


Yg 





n tr 

2 
und die Breite des Ringes rı — r, — bein, fo erhält man dieſes Mo— 
ment der Reibung auch ’ 


M=oR(r + 7,) 








Führt man den mittleren Halbmeſſer —r 
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Die Arbeit der Reibung für eine Umdrehung des Zapfens ift im erſten Falle 
A=2n.2/);,pRr = ta npRr, und im zweiten: 


ze, N Zr)= (r 5) 
A napR (5 22zpR Er 

Hiernach ift auch die Reibung an den aus einem oder mehreren Ringen 
beftehenden Hals- oder Kammzapfen zu beredinen, wenn die ftehende 
Welle an demfelben aufgehangen ift. 

Dan fieht auch hier leicht ein, daß wegen Verminderung dieſes Arbeits- 
verluftes die ftehenden Zapfen oder Stifte möglichjt ſchwach zu machen find, 
und daß mehr Arbeitsverluft entfteht, wenn unter Übrigens gleichen Verhält-- 
niflen, die Reibung in einem Ringe als in einem vollen Kreife ftatt hat. 

Beifpiel. Bei einer 1800 Pfund fihweren Turbine, welche in der Minute 
100 Umprehungen macht, ift die Stärke des Stiftes an der Baſis 1 Zoll, wie viel 
Arbeit confumirt die Reibung diefes Stiftes in einer Secunde? Den Reibungscoef- 
firienten = 0,100 angenommen, erhält man die Reibung: 

oR= — 0,100 . 1800 = 180 Pfund; 
der Weg pro Umdrehung ift: 
= Y,nar=HY,.314. Ya = 0,1745 Fuß, 
daher die Arbeit pro Umprehung: 
— 180 .0,1745 — 31,41 $ußpfunv. 
Nun macht aber dieſe Maſchine in der Secunde 100, , = %, Umdrehungen; es folgt 
daher ver gefuchte Arbeitsverluft: 


— — — 52,3 Fußpfund. 


$. 189 Reibung an Spitzzapfen. ft der Zapfen A BD, Fig. 280, co- 

Fig. 280. niſch zugeſpitzt, fo fällt die Reibung größer 
aus als bei einem unten ebenen Zapfen; weil 
ji) der Arendrud R in die die Reibung erzeu- 
genden Normalkräfte, wie N, N, u. f. w. zer 
legt, die zufammen größer al8 2 allein find. Iſt 
der halbe Somvergenzwinfel ADC—=BDC 
— 0, fo hat man: 





R 
sin.’ 


und dethalb die Reibung dieſes Spitzzapfens: 
R 


N—= 











De re 


Bezeichnet man num den Halbmeſſer CA CB bes Zapfens an der Stelle 
des Eintrittö in die Pfanne durch r,, fo hat man nach dem Obigen, das I 
tische Reibungsmontent: 

pEK 


u K —; 
sin. & 








ln = sp - 


Di Ze 


% 
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71 — CA — 
oder, da — — — der Kegelſeite DA —= u iſt, daſſelbe auch: 
— 3 9 Bu. 


Läßt man — Zapfen nur wenig in die Pfanne eintauchen, ſo wird die 
Arbeit ſeiner Reibung kleiner als bei einem Zapfen mit ebener Baſis ES 
deshalb die Anwendung des Spigzapfens dennoch von Nugen fein. It 5.2 

ge =5 ‚alfor = !ırsin.ao, 
sin. 
jo giebt der Spibzapfen mit = Halbmefler r, nur halb fo viel Arbeitsver- 
luft durch die Reibung al8 der eben abgeftumpfte Zapfen mit dem Halb- 
meller r. 

Bildet der Stift einen abgefürzten Kegel, Fig. 281, fo findet Reibung 
an dem Mantel und an der Abftunpfungsfläche ftatt und es ftellt ſich das 
ftatifche Reibungsmoment 


M — (ri + r> = R 2/, Laer 








sın.& r? 
heraus, wenn r den Halbmefler C.1 an der Stelle des Kintrittes in die 
Pfanne, r, den Halbmeſſer DE an der Bafis und &° den halben Conver- 
genzwinfel bezeichnet. In Folge des großen Seitendrudes N wird die Pfanne 
bald jo ftarf abgerieben, daß endlich nur Drud auf der Baſis Z.F übrig 
bleibt und da8 Moment der Reibung M — ?/;@ Rr, ausfällt. 


Fig. 281. Fig. 282. dig. 283. 





Sehr oft find endlich ‚noch die ftehenden Zapfen oder Stifte, Fig. 282 
und Fig. 283, abgerundet. Wenn auc) durd) diefe Abrundung die Reis 
bung felbft keineswegs vermindert wird, fo läßt fich doch dadurch eine Vermin— 
derung des Reibungsmomentes erzielen, daß man die Tiefe des Eintauchen 
in die Pfanne herabzieht. Setzt man eine fugelförmige Abrundung voraus, 
jo erhält man mit Hilfe des höheren Calcüls für eine halbkug J— 
Pfanne das Moment der Reibung: 

M= Eau -R 7; 
ſowie für die ein niedriges Segment bildende Pfanne annähernd: 


3 
M= 2a E + 0,3 (= | pRr,, 


e 
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wenn r den Kugelhalbmeſſe MA — MB, und r, den Pfannenhalbmefler 

CA = CB bezeichnet. 
Anmerfung. Bei den Rörnerfpigen ADB, Fig. 284, an den Drehbanfipin- 
Fig. 284. 





deln zerlegt fih der Drud R rechtwinfelig 
gegen die Arenrihtung DX in einen Nor: 
maldruck N und einen Seitendrud S pa- 
rallel zur Are. Gelten viefelben Bezeich— 
nungen wie oben bei dem Spigzapfen ftehen- 
der Wellen, fo hat man: 


— 





und N = R tang.«. 
08. & 


Das Moment der Reibung, weldhe aus 
N entfprinat, ift: 


Rr 
— 2 — — — 
M=9oN.%ır = %V — 


oder dar, —0C4A DA sin. ADC 


— asin.« ift, wenn a die Länge CD des eingelegten Zapfenftüdes bezeichnet, 


M = 3, p Ratang.«. 


Die Seitenfraft S wird ganz oder zum Theil durch eine Gegenfraft S, an der 


anderen Spitze aufgehoben. 


Beifpiel. Wenn das Gewicht der armirten Welle eines Pferdegöpels, R 6000 
Pfo., der Halbmeffer feines conifch gefpigten Stiftes, = r = 1 Zoll und der Con: 
vergenzwinfel 2 « des leßteren, — 90° ift, fe beträgt das ftatifche Moment ver 


Reibung an diefem Stifte: 
— 4, .0,1 


Rr 
M=i.9 — 


.— — ——— — 471 $ußpfund. 


Macht dieſe Welle während des Ausförderns einer Tonne aus der Grube 
— u —= 24 Umdrehungen, fo ift die Arbeit, welche die Reibung am Stifte in die: 


fer Zeit aufzehrt: 


A=2nu.%9 ZT 2m. . 47] = 7103 $ußpfund. 


$. 10 Der sogenannte Antifrietionszapfen. Unter det Vorausfegung, 
daß der ariale Drud eines ftehenden Zapfens ABBA, Fig. 285, ber 


Fig. 285. 





Querſchnittsfläche proportional iſt, 
können wir den Verticaldruck pro 


Quadratzoll Querſchnitt, Ri — * 


ſetzen, wofern R den ganzen Vertical: 
oder Arendrud, und G den Inhalt 
der verticalen Projection AD DA 
der ganzen Reibungsfläche ABB A 
bezeichnet. Iſt nun & der Neigungs- 
winkel CTO des Flächenelementes 
O gegen die Are CT des Zapfens, 
jo folgt der Normaldrud, welchen der 
Zapfen pro Quadratzoll Querſchnitt 
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gegen das Nager ausübt, N, — * ‚ daher die entſprechende Reibung 





sin.a 68sin. 
und wenn noch y den Abſtand oder Reibungshalbmeſſer MO bezeichnet, das 
Moment diefer Reibung: 
Y 





R 
Fy—9 @ sin. «’ 
oder, da Y _ — der Tangente OT ift, aud) 


sin. a 
R —— 
Fy=9a' 09T 


Soll, um ein gleihmäßiges Abführen des Zapfens und jeiner Pfanne 
zu erlangen, da8 Moment F, y an allen Stellen des Zapfens dafjelbe fein, 
jo muß folglich die Tangente OT längs der ganzen Erzeugungscurve A OB 
des Zapfens eine und biefelbe Größe a haben, und es ift daher dann das 
Moment der Reibung des ganzen Zapfen®: 
M=Fy.@G=9Rau. 
Die Curve AOB mit conftanter Tangente OT, vom Berührungspunkte 
O bis zur Are C X gemeflen, ift eine Tractorie oder Zuglinie, und entfteht, 
wenn ein auf einer horizontalen Ebene liegender jchwerer Punkt A, Fig. 286, 
Fig. 286. durch einen Faden A C in Bewegung 
gejegt wird, deflen Ende C auf einer gera- 
den Linie CX fortrüdt. Diefer Faden 
bildet bier die conftante Tangentenlinie 
AC=el1l=ß2=y3 u f. w. 
— a. Um diefe Curve zu conftruiren, 
errihte man OA = a rechtwinkelig 
auf die Are COX, nchme in CA, « 
nahe bei A an, trage al =a auf, 
nehme 4 in @1, nahe bei @ an, trage 
B2 = a auf, nehme wieder in dieſer 
Linie y nahe bei B an, trage 3 = a 
auf u. ſ. w.; endlich führe man einen 
die Seiten Aa, aß, By, yO ... 
u. |. w. berüihrenden Zug. Derfelbe giebt 
die Zuglinie um fo volllommener an, 
je Heiner die Stüde Au, «ß,ßy,yÖ... 
u. f. w. find. Herr Schiele nennt diefe Linie die Antifrictionscurve 
{f. The Practical-Mechanies Journal, Juniheft 1849, überfegt im poly. 
Gentralblatt, Jahrgang 1849). 





X 
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Laßt man, wie Fig. 285 darftellt, die Antifrictionscurve am Umfange der 
Welle rechtwinfelig auslaufen, fo ift der größte Reibungshalbmefler CA=r 
zugleich) die conftante Tangente a, unb daher da8 Reibungsmoment 
M —= Er, ganz unabhängig von der Yänge des Zapfend. Bei ber ebe- 
rien Reibungsfläche A A von demfelben Halbmefjer ift da8 KReibungsmoment 
M, =’, Er, aljo um ein Drittel Heiner, und vermindert ſich im Laufe 

der Zeit noch mehr, da hier der äußere Umfang mehr abgeführt wird als der 
‘“ innere, und die Berührungsfläche noch Heiner ausfällt. 

Man corjtruirt auch Hähne und Hahngehäufe nad) der Antifrictions- 
curve, da hier diefelben Verhältniffe vorfommen, wie bei den Stehzapfen. 

Anmerfung. Wenn fih der Zapfenprud R fo vertheilt, daß die Größe ver 
Abnutzung, in der Richtung diefes Drudes gemeflen, an allen Stellen des Bapfen- 
umfanges gleich groß ausfällt, jo ift 

N1ıYı _ NY _ Nsy . 


— — 


sin. a; SIN. Gig SIN. Gg 
alfo für den conifchen Spibzapfen, wo 
11mm el, N, Yyı = Nayy = Na 4%» 
Bezeichnen ferner O,, Og, Oz - - - die Oberflächentheile,” in weichen \ die Nor⸗ 
maldrüde N,, No, Na - - » wirken, fo hat man: 


R= N, 0, sin.a, + Na Oz sin. ag + N; O5 8sin.ag + - 
alfo für den conifchen Spibzapfen: 
R=(N,O, + N 02 + N,0; + -- -) sin. a zu feßen. 
Die Flächentheile O,, Oy, Oz --- laſſen ſich als Ringe von einer und verfelben 
Höhe 2 ,‚ der Breite a, und den Halbmeflern %Y,, %, Vg u. f. w. anfehen; 
es ift daher: 


0, = — 2ny —— ‚G,=2n Ya — h ‚O0, =2n% — u. ſ. w. und 


nsin.a’ nsin.c 
=, Oi, =, O, u. f. w., fowie 


1 1 
N} 0, — N; O⸗ — N, OÖ; -*», und R=n.N, O, sin. c. 
Es find alfo unter der gemachten VBorausfegung die Normalvrüde in gleich hohen 
Ringen des Zapfenumfangs gleich groß. 


Umgefehrt folgt N, O0, = ai, und daher das Moment der Zapfenreibung: 
M= VO 0, Yı+ N3 02 ya + N3 Os y + .9)= PN 0, WıtY+- +9.) 
—— (yıtY+'':+%). 


n sin. 





— Gina 
Hat man es mit einem abgeftumpften Kegelzapfen zu thun, deſſen beiden 
Halbmefler 7, und 7, fd, bit y Hy +. Im = nt zu feßen, 
F 0R(T.TS)) . 
ſo daß ſich M = one ergiebt. 
Für den vollftändigen Spipzapfen, wo 1,3 = o ift, folgt daher R — 5 nn 





während wir oben ($. 189), M — %, ur I gefunden haben. 
if 
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©. den Auffag von Heren Reye zur Theorie der Zapfenreibung in Band 6 
des Civil⸗Ingenieur, fowie den betreffenden Auffak vom Herrn Director Gras hof 
in Band 5 ver Zeitſchrift des Vereines deutſcher Ingenieure. 


Reibung an Spitzen und Schneiden. Um die Arenreibung dre 8. 191 
hender Körper möglichft zu vermeiden, unterftligt man diefe durch zugeſpitzte 
Stifte, [harfe Schneiden n. |. w. Hätte man e8 hierbei mit vollkom⸗ 
men ftarren und unelaftifchen Körpern zu thun, jo witrde bei diefer Methode 
des Aufhängens dder Unterftigens gar Fein Arbeitsverluft in Folge der Kei- 
bung entftehen können, weil hier von der Reibung kein meßbarer Weg zurid- 
gelegt wird; allein da jeder Körper eine gewifle Elafticität befigt, jo wird 
beim Aufliegen eines folchen auf einer Spige oder Schneide ein Fleines Ein- 
drüden derjelben eintreten und ſich dadurd) eine reibende Fläche herausftellen, 
auf welcher von der Reibung Wege befchrieben werden, die allerdings zu 
einem, wenn auch nur jehr Heinen Arbeitsverlufte Veranlaffung geben. Bei 
lange anhaltenden Drehungen und Schwingungen der auf diefe Weife unter- 
ſtützten Körper ftellen ſich ſolche Reibungsflächen ohnedies noch ein in Yolge 
des Abreibene der Spige oder feharfen Kante, und es ift dann die Reibung 
nach dem Früheren zu beurtheilen. Man wendet aus diefem Grunde diefe 
Unterftügungsmethoden auch nur bei Inſtrumenten, wie bei der Bouffole, 
.Wage u. f. w. an, wo e8 auf die Herabziehumg der Reibung wejentlid) an- 
fommt und nur von Zeit zu Zeit Bewegungen zugelaflen werden. 

Berfuche über Reibung eines auf einer harten Stahlfpige ruhenden und 
um diefe drehbaren Körpers hat Coulomb angeftellt. Nach diefen Verfu- 
hen wächft diefe Reibung etwas ftärfer als der Drud und verändert ſich mit 
der Stärke der Zufpigung des unterftiigenden Stiftes. Sie ift bei einer 
Granatfläche am Heinften, größer bei einer Achatfläche, größer bei einer Fläche 
von Bergkryſtall, noch größer bei einer Glasfläche, am größten aber bei 
Stahlflächen. Bet fehr einem Drude, wie bei der Magnetnadel, kann der 
Stift bis auf 10° bis 129 Konvergenz zugefpigt werden. Iſt der Drud 
aber groß, jo muß man weit größere Convergenzwinfel (30% bis 450) an- 
wenden. Die Reibung ift Heiner, wenn der Körper mit einer ebenen Fläche 
auf einer Spige ruht, als wenn er mit einer conifchen oder ſphäriſchen Höh- 
lung auffigt. Bei einer fcharfen Schneide, wie fie bei Wagebalfen vorkommt, 
finden jedenfall8 ähnliche Beziehungen ftatt. Schwer zu belaftende Wage- 
balfen befommen jchneidige Axen von 90% Konvergenz, leichte Wagen können 
eine Schärfung von 30° vertragen. 

" Nimmt man an, daß die Nadel AB, Fig. 287, am Stifte FC GE die 
Spitze DCE von der Höhe CM — h und den Halbmeſſer DM —= r 
eingedrüdt habe, und fest man voraus, daß das Volumen !/; wr?h dem 
Drude R proportional fei, fo läßt fic das Maß der Keibung auf folgende 
Weiſe finden. Segen wir /;ır?h = uR, wo u eine Erfahrungszahl 


8. 192 
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ift, ımd führen wir den Convergenzwinkel DCOE— 2« ein, fegen alſo 
h = r.cotg.«, fo erhalten wir den Halbmefier der Baſis: 


— y irrt u Rtang.a np 
4 — — 
9Rr = ‚Verw: ang. a _ —— % .V R*tang. a. 


Hiernady ijt alfo anzunehmen, daß die Reibung auf einem Stifte mit der 
Cubikwurzel aus der vierten Potenz des Drudes und der Eubifwurzel aus 
der Tangente des halben Convergenzwinlels gleichmäßig wächſt. 


Fig. 287. Fig. 288. 





Ebenſo läßt ſich das Maß der Reibung eines Balkens AB, Fig. 288, 
finden, welcher über einer ſcharfen Kante CC, oſcillirt. Iſt & der halbe 
Sonvergenzwinfel D CM, 7 die Yänge CC, der Schneide und R der Drud, - 
jo ergiebt fic) dag Maß des Reibungsmomentes: . 


\V «es. tang. &.)3 
J u 


Wälzende Reibung. Die Theorie der wälgenden Reibung ift nod) 
feineswegs feft begründet, man weiß, daß diefe Reibung zunimmt mit dem 
Drude und daß fie bei einem Heineren Durchmeſſer der Walze größer ift als 
bei einem größeren Durchmefler; in welcher algebraifchen Abhängigkeit diefe 
Keibung aber zum Drude und Durchmeſſer des fich wälzenden Körpers fteht, 
fann nnd nicht als ausgemacht angefehen werden. Coulomb machte nur 

Fig. 289. einige DBerfuche mit 2 bi 12 Zoll 
dien Walzen aus Guajac (Boden) 
oder Franzoſenholz und aus Ulmen- 
holz, die er auf Unterlagen von 
Eichenholz wälzen ließ, indem er die 
Enden eines dünnen, um die Walze 
AB gelegten Fadens durch ungleiche 
Gewichte P und Q, Fig. 289, an⸗ 
jpannte. Nach den Ergebniffen die- 
jer Berjuche fcheint die wälzende Reis 
bung dem Drude direct und dem 
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Durchmefler der Walze umgekehrt proportional zu wachſen, fo daß die Kraft 
zur Ueberwindung der wälzenden Reibung durd) F rl auszudrücken 


iſt, wenn R den Druck, r den Halbmeſſer der Walze und / den durch Ver— 
fuche zu ermittelnden Keibungscoefficienten bezeichnet. Giebt man r in 
preuß. Zollen, fo ift nach diefen Verſuchen 
fitr die Walzen aus Podenholz / —= 0,0184, 
für die aus Ulmenholz f = 0,0311. 
Für gußeijerne Räder von 20 Zoll Durchmeſſer, welche auf gußeifernen 
Schienen laufen, fand der Verfaſſer: 
F — 0,0178, und Herr Sectionsrath Rittinger 
f = 0,0187. 
Nach Pambonr ift für Eifenbahnräder von ungefähr 38 Zoll Höhe: 
f = 0,019 bis 0,021. 


R 
Die Formel F = f = jeßt voraus, daß die Kraft F zur Ueber⸗ 


mindung der Reibung an einem dem Walzenhalbmeſſer gleichen Hebelarm 
HC= HL= r wire, und daher mit der Walze einerlei Weg zurid- 
lege; wirft diefelbe aber an einem Hebelarm Z K — 2r, fo ift auch der 


Weg derfelben doppelt jo groß als der der Walze auf der Bahn, und daher 
die Reibung: 


F — F F — FR 
27 


Die Gleichgewichtsverhältniſſe der wälzenden Reibung ſind auf folgende 
Weiſe zu beurtheilen. In Folge des Druckes Q der Walze ACB auf die 
Baſis 40, Fig. 290, drückt ſich die letztere etwas zuſammen, und es ruht 
deshalb die Walze nicht im tiefſten Punkte A, ſondern in einem etwas vor- 
wärts gelegenen Punkte O auf. Verlegt man nun die Angriffspunfte A 
. und B der Kräfte Q und F’, wovon F’ die zur Meberwindung der Reibung 

nöthige Umdrehungskraft bezeichnet, nad) dem Durchſchnitte D, und con- 


Fig. 290, * ftruirt man aus Q und F das Kräfte 
D parallelogranım, fo erhält man durch deſſen 

* Diagonale DR die Kraft R, mit welcher 

| | die Walze in O auf ihre Unterjtigung 


drückt, und es ift daher zur Erhaltung des 
Gleichgewichts nöthig, daß die Kraftmomente 
eines Winkelhebels AON einander gleich) 
find. Seßt man nun den Abftand ON des 
Stüßpunftes O von der Richtung der Kraft, 
— a, und die Entfernung OM. deijelben 


Bunftes von der verticalen Schwerlinie des 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 21 
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Körpers — f, fo hat man folglid): 
Fa of 
und daher die gefuchte Be 
fg 
Der Sehen f ift eine Erfaßrungsgröfe und jo Hein, daß ftatt 4 aud) 
der Abftand des Fußpunktes A von der Richtung der Kraft F, fowie ftatt 
Q der Sefammtdrud R eingefegt werden fann. 


Hiernad) ift F— ER, und folglic, in dem alle, wenn die Kraft hori- 


zontal wirft und * den Mittelpunkt C geht, alſo a — r ift: 
F — ER, £ 
und dagegen dann, wenn diefe Kraft im Scheitel X ber Walze tangential 
wirft, a — 2r, und daher: 
F 
| — — R. 

Der ſogenannte Reibungscoefficient f der wälzenden Reibung iſt 
folglich feine unbenannte Zahl, ſondern eine Linie, und muß daher mit a in 
gleichem Maße ausgedrückt werden. 

Wird ein über Walzen C und D, ig. 291, liegender Körper A SB 
fortgezogen,, fo fällt die erforderliche Kraft P jehr Fein aus, weil nur zwei 

Fig. 291. wälzende Reibungen, nämlich die 
zwiichen AB und den Walzen und 
die zwilchen den Walzen und der 

—? Bahn HK, zu überwinden find. 
Uebrigens ift der progreffive Weg 
der Walzen nur Halb fo groß als 

. der Weg der Laſt R, und es find 

deshalb beim ferneren Yortgehen im- 

mer wieder nene Walzen vorn unter 
zufchieben, weil die Berührungspunfte A und B zwifchen den Walzen und 
dem Körper AB vermöge des Wälzens ebenfo viel rückwärts gehen, als die 
Are der Walze vorwärts. Hat fi) die Walze AH um den Bogen A O 
gedreht, fo ift fie auch um einen dieſem Bogen gleichen Weg A A, vorwärts 
gegangen und O mit O, in Berührung gefommen, der neue Berührungs— 
punkt O, aljo um AO, — AO Hinter dem vorigen (A) zurüdgegangen. 
Bezeichnet man die Coefficienten der Reibung auf HK und AB durch f und 
Fı, 10 hat man die Kraft zum Fortziehen der Laſt R: 


P=(/+n; 
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Anmerfung. Die von Morin in großer Ausdehnung angeftellten Verſuche 
über den Miverftand der Wagen auf Straßen ftimmen mit dem Gefeke, wonach 
diefer Widerstand mit dem Drude gleichmäßig und mit der Dicke ver Walze umge: 
fehrt wächft, überein. Gin anderer franzöfiicher Ingenieur, Dupuwit, hingegen lei: 
tet aus feinen Verſuchen ab, daß die wälzenne Reibung zwar dem Drude direct, 
aber übrigens nur der Duarratwurzel aus dem Walzenhalbmefler umgekehrt pro= 
portional wachſe. Die neueren Verſuche von Boiree und Sauvage mittelft Ei- 
jenbahnmwagen führen ebenfalla darauf, daß vie rellente Reibung umgefehrt wie die 
Duadratwurzel des Radhalbmeſſers wählt. S. Comptes rendues de la societe 
des ingenieurs civils à Paris, 5. et 6. annee. Befondere theoretifche Anfich- 
ten über wälzende Reibung findet man in v. Gerfiner’s Mechanik, Bd. I. $. 537, 
und in Brir’ Abhandlung über die Reibung, Art. 6, entmwicelt. Ausführlicher 
wird hierüber im dritten Theile bei der Förderung auf Straßen und Schienenwegen 
gehanvelt. 


Seilreibung. Wir haben nun die Reibung eines biegfamen Körpers $. 193 
Fig. 292 fennen zu lernen. Wird ein Übrigens voll» 
Fig. 292. 
fommen biegfames, durd) eine Kraft Q an- 
7 geſpanntes Seil um die Kante C eines 
feften Körpers ABE, Fig. 292, gelegt 
und dadurch um einen Winkel DC B—=a® 
von feiner anfänglichen Richtung abgelentt, 
jo entfteht in diefer Kante ein Drud R, aus 
dem wieder eine Reibung F' hervorgeht, 
welche verurfacht, daß die Kraft P zur 
Herftellung eines labilen Gleichgewichtes 
größer ober Fleiner ald Q ift. Der Drud 
ift ($. 77): 
R—=VP? + Q — 2P0cos. a, folglich, die Reibung: 
—— oVP + 92 — 2PQ cos... 


Setzen wir nun nd P—-Q +Fum P: an — QW?+2QF, 
jo erhalten wir: 


F=9V 0? +20F + Q° — 20° cos. — 2FQ cos. « 
— p V2(ı co.) (@HQM=2psn— VQ*+QF, 





wofür wieder — 2 9 sin. > (Q+ 1’; F) anzunehmen ift, wenn man von 
der Quadratwurzel nur die erjten zwei Glieder berückſichtigt. Jetzt ergiebt ſich: 
F=@Fsin.- +29 Qsin.—, 


folglich die gefuchte Reibung: x 
21* 
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F= — —, pofür meift genügend genau 
1 — 9 sin. F 


F = 29 Qsin. > (1 +9 sin. 9). und ſogar ſehr oft 


F— 2pQ sin. 


gejett werden kann, wenn der Ablenkungswinkel « Heim ift. Um aljo das 
Seil über die Kante C wegzuziehen, ift eine Kraft 


P=Q+F=|1 + ———]Y 


.. & 
1 — 9 sin. 2 
nöthig, und um umgefehrt, durch das Seil das Niedergehen d der Laſt Q zu 
verhindern, ift eine Kraft 


1 2@sin. > 
Pı = @:|1+ Pr 
1 — opSın. 2 
erforderlich; annähernd läßt ſich 


P= J -H2@sin. (i + 9 sin. «)| Q, oder nod) einfacher: 
r=(1.: 29 sin.) Q um 


— — — oder: 
1+295n%(1 + 9H9s$in. &) \ 


P = — — — (1- — 29psin. 3) Q jegen. 
1-+29 sin. 5 

Geht da8 Seil über mehrere Kanten, fo laffen ſich durch wiederholte 
Anwendung diefer Formeln die Kräfte P und P, am anderen Seilende + 
ebenfall8 berechnen. Nehmen wir den einfachen Fall an, daß das Seil 
ABC, Fig. 293, um einen Körper mit n Kanten gelegt fei und an jeder 
Kante um denjelben Heinen Winkel & abgelenkt werde. Die Spannung in 
erften Seilftüde ift: 


a={(1 +29 sin.) Ö, 


wer die des Endes — Q beträgt; Die des zmeiten 


— 


$. 193] Die Widerſtände der Reibung und Steifigkeit ıc. 325 


— 2 
| (1 29 sin.) )ı = (i +29 sin. 2) Q, 
die des dritten: 
/ & 3 
91 +29 sim. &) Me — ( +29 sin. *) Q, 
daher allgemein, die Kraft am legten Ende: 
P — ( +29 sin. °) 


infofern e8 auf eine Bewegung in der Richtung der Kraft P ankommt. 
Vertaufcht man /’ duch) Q, fo erhält man dagegen die nöthige Kraft: 


BR 
& Rn 
( +29 sin. 9 
wofern nur eine Bewegung in der Richtung von Q zu verhindern iſt. 
Fig. 298. Fig. 294. 


m 


it .. 
ur 


| 





‚ Die Reibung ift in einem Yalle: 
F=P-0= Ci 129 sin.) | Q 


und im zweiten: 


F=0-P= RK +29 sin.) —ı] P, 


— — ( +29 sın. "| d. 


Diefelben Formeln finden auch ihre Anwendung bei einem um einen Cy—⸗ 
(inder gewidelten, gegliederten Körper, 3.3. bei einer Kette ABE, Fig. 294, 
wo dann n die Zahl der aufliegenden Glieder angiebt. Iſt die Länge AB 
eines Kettengliedes — Jund die Entfernung OA der Are A eines Gliedes 
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von dem Mittelpunfte C des bebediten Kreisbogens, — r, fo hat man für 


. I 
den Ablenkungswinkel DBL—= AUB= 0, sin. — =, 


Beifpiel. Wie groß ift die Reibung am Umfange eines 4 Fuß hohen Rades, 
wenn daffelbe von zwanzig 5 Zoll langen und 1 Zoll dicken Glievern einer Kette 
bedeckt wird, deren eines Ende feitgehalten und veren anderes Ende mit 50 Pfund 
Kraft angefpannt wird? Hier ift: 


P, = 50 Pfund, n = 20, sin. !- —_ — —..; 


feßen wir nun noch für 9 den mittleren Werth 0,35 ein, fo erhalten wir die Rei⸗ 
bung mit der die Kette dem Rade in feiner Umprehung entgegenwirft: 


F=[(1 42.08.) -ı]. = |[(1 + — = >) — 1]. 0 


15 \ 20 " 
= (2 — ı| .50 = 2,974 . 50 = 149 Pfunb. 


8.194 Liegt ein gefpanntes Seil AB, Fig. 295, um einen feftliegenden, cylin- 
drifch abgerundeten Körper ACB, fo läßt ſich die Reibung durch die 

Fig. 295. im vorigen Paragraphen gefundene Kegel ebenfalls 

finden. Es ift hier der Ablenfungswinfel EDB 
— 0° — dem Centriwinkel ACB des Geil 
bogens AB; theilt man. denfelben in n gleiche 
Theile und fieht man den Bogen AB als aus n 
geraden Linien beftehend an, jo erhält man aud) 


0 
n. Eden, jede mit der Ablenkung —, und deshalb 
die Gleichung zwifchen Kraft und Laft wie im 
vorigen Paragraphen: 


& n 
P= in. — ) 0. 
(1 +29 — 






WA _ Fr | 


0: on a0 0 
Wegen der Kleinheit des Bogens 5 läht ſich aber sin. vr ſetzen, 
weshalb ſich 


P= ( 1 + eg herausftellt. 


Bebient man fi) nun noch der binomifchen Neihe, jo erhält man: 


— Hr E DE na dn—dg: Du 
P=(1+n n +73 1.2 902 + 1.2.3 mt * 
oder, dan ſehr groß iſt, fon — l= nn -—2—en — 3... —n 
gejegt werden Tann: 
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1 
P= (+92 +7 500 + 


3 
Nun ift aber 1x + En 4 55 — exr, wo e die Grund⸗ 
zahl 2,71828 ... des natürlichen Logarithmenſyſtemes bezeichnet (ſ. analyt- 
Hüffslehren, Art. 19), e8 läßt ſich daher auch ſetzen: 
P=e*,.gQ, fiwie Q = Pe”, und umgekehrt: 
P 2,3026 


1 
- & = — Log. nat.— — Log. P— lo 
9 709 7) ( 9. Q). 


Giebt man den Seilbogen nicht in heilen von x, ſondern in Graben, fo 


A zu fubftituiren, drückt man ihn endlich durd) die 








hat man ad — = er 


Zahl u der Umfchläge aus, fo hat man & — 2 mu zu Segen. 

Die Formel P — e?“.Q giebt an, saß die Seilreibung F= P— Q 
auf einem feftliegenden Cylinder gar nicht vom Durchmeſſer defjelben, jon- 
dern nur von der Anzahl der Seilumfchläge abhängt, zeigt aber auch, daß 
fie leicht außerordentlid) vergrößert und faft bi8 ins Unendliche gefteigert 
werden kann. Eegen wir ꝙ — \/,, fo befommen wir: 

für 1/, Umwidelung, P = 1,69 9 
Un ” P= 2,85 “ 
„I n P= 812% 
» 2 , P — 65,9£ Q 
4 „ P — 4348,56 Q u. f. w. 


(Anmerfung.) Aus der Sleihung P = (1 + 2 esin. =) Q in $. 193 
folgt: 
P- = 2 p5in. 59, 


oder, wenn man ftatt « das Bogenelement de, und ftatt P— Q den entfprechen- 
den Zuwachs 3 PP der veränderlichen Seilfpannung P einführt und Q@ = _P fegt: 


_gmdEe pn dp — 
P=29— P, over P = pm, . 
und man erhält durch Integration ſogleich: 
” Ln.P=»«-+ Con., 

Anfang tea — 0O und P=Q, daher: © 

In.0 =0+ Con. um In.P - In.Q — Ln. (5) — pe, 
woraus fich durch Umfehrung die obige Gleichung: 
> 
Z = et oder Pz=e’*g 


ebenfalls ergiebt. 
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Beifpiel. Um eine aroße untheilbare Laſt P von 1200 Pfund von einer ge: 

wiffen Höhe, 3. B. in einem Schachte, herabzulaflen, wicelt man das Seil, woran 

Kia. 296. dieſe Last hängt, um einen feftgeflammer: 

j ten runden Stamm ADB, Fig. 296, 13/5 

mal herum und hält das übrig bleibenpe 

Seilende in der Hand. Mit welcder 

Kraft ift nun dieſes Seilende anzufpan= 

nen, damit die Laſt langfam und gleich: 

formig niederfinfe? Setzen wir aud) hier 
9 —= 0,3, fo erhalten wir diefe Kraft: 


- 05. Lan 
Q=Pe P2w.e “8 


rer 
.)+-) 


— 120. * 
alſo: 


7 


* 3 
Loy. nut. @ = Log. nut. 1200 — n 


40 
— 7,001 — 2,5918 
— 4,4983, ober 

Log. = 1,9536, 

daher = 89,9 Pfund. 

8. 195 Steifigkeit der Ketten. Legen jihb Seile oder gegliederte Kör— 
per u. ſ. w. um eine Rolle oder un den Umfang eines um eine Are dreh— 
baren Cylinders, jo hört die in: vorigen Paragraphen betrachtete Seil- 
oder Kettenreibung auf, weil nun der Radumfang mit dem Seile einerlei 
Geſchwindigkeit annimmt, dafür iſt mm aber eine Kraft zum Umbiegen 
beim Auflegen auf die Rolle, und nad) Befinden auch eine ſolche zum Auf- 

- biegen beim Abwickeln don der Rolle, aufzumenden nöthig. - 

Iſt e8 eine Kette, die fid) um eine Trommel wicelt, jo befteht der 
MWiderftand des Auf» und Abwidelns in einer Neibung der Kettenbolzen, 

Fig. 297. indem legtere in ihren Lagern 

um gewifle Winfel gedreht wer- 
den. Iſt AB, Sig. 297, das 
eine und 36 das nädjitfol- 
gende Kettenglied, ift ferner & 
die Drehungsare der Rolle, 
worauf fich die durd) die Laſt 

() ausgefpannte Kette aufs 

widelt, find endlih CM und 

UN Werpendifel, gegen die 

Tängenaren der Glieder AB 

und BG gefällt, fo ft MCN 

— «a? der Winkel, um welchen 

ſich die Kole dreht, während 








L 2 
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fich ein neues Glied auflegt, und auch zugleich der Winkel KBG = 180° 
— ABG, um welchen jid) bei dieſem Auflegen das Glied BG mit feinem 
Bolzen BD in dem Glide AB umdreht. Bei dem Halbmefler BD 
— BE=r, des Bolzens durdläuft der Drud- oder Reibungspunft D, 
während fich ein Kettenglied auflegt, einen Bogen DE — rıa, und es 
ift folglich die hierbei verricjtete Arbeit der Reibung 9, Q im Punkte 
D, — P C . ru «a Tür die Kraft Pı zur Ueberwindung diefer Reibung, 
in der Richtung -der Längenare BG wirfend, angenommen, erhält man 
den gleichzeitigen Weg s— CN mal Bogen des Winkels MON — UN.« 
und daher die Arbeit — Pı. CN. a; es ergiebt ſich daher durch Gleichſetzen 
beider Arbeiten PL. CN.a — 9,.Qn « und die gefuchte Kraft, wenn 
man nod den um die halbe Kettenftärfe "vergrößerten Halbmeſſer UN der 
Trommel durch «r bezeichnet: 


Pı = 9 VW — j 
Ohne Rüdjicht auf alle Reibungen wäre die Kr aft zum Umdrehen der Rolle: 
P=Q 


nit Rüdjicht der Reibung beim Aufwickeln der Nette ift fie aber: 
P=g+h=(1+n)g 
MWidelt fi die Kette von der Trommel ab, fo findet ein gleicher Wider- 


ftand ftatt; wenn aljo, wie bei den fogenannten Yeitrollen, cin Auflegen 
auf der einen Eeite und ein Abwideln auf der anderen ftatthat, fo ift die Kraft. 


P— (1- + 9, a) O, oder annähernd — (i + 29, — 5) ®. 


git endlich noch der Japfendrud — R, und der Zapfenhalbmefler — r, 
fo folgt die Zugkraft bei Berüdfihtigung aller Hindernifie: 


P=(i +292)0+ PR 


Beiipiel. Wie groß it vie Kraft P am Ende einer um eine Rolle ACB, 
Fig. 298, gefchlagenen Kette, wenn die vertical nieber: 
ziebenve Lat Q — 110 Pfund, das Gewicht der Rolle 
BE N jammt Kette, 50 Bfund beträgt, der bis zur Mitte ver 
— Kette gemeſſene Halbmeſſer a ver Rolle, — 7 Zoll, ver 

J F Halbmeſſer des Zapfens C, — 5/ Zoll und der Halb⸗ 
7. meſſer der Kettenbolzen, — 3%, Zell mißt? Sehen wir 
vie Neibungscoefficienten 9 — 0,075 und 9, = 0,15, 
fo erhalten wir nad) der legten Formel die Kraft: 


5 5 
—/[1-H .——). 5 . 
P=(1 12.0,15 ==) 1104-0,075. 2° (110+504-P), 
oder, wenn wir rechts P=110 annähernd annehmen: 
P = 1,016 . 110 + 0,0067 . 270 = 111,76 + 1,81 = 113,6 Pfunt. 





- 


% 
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Ss. 196 Steifigkeit der Seile. Beim Umbiegen eines Seile um eine Rolle, 
oder beim Aufwideln defjelben auf eine Welle, tritt die Steifigfeit (franz. 
roideur; engl. rigidity) defjelben al8 ein der Bewegung deflelben entgegen’ 
gefeßtes Hinderniß hervor. Diefer Widerftand hängt nicht allein von dem 
Stoffe ab, aus dem das Seil gefertigt ift, fondern aud) von der Zuſammen⸗ 
ſetzungsweiſe und von der Stärfe des Seiles, und läßt ſich deshalb nur auf 
erperimentellem Wege ermitteln. 

Verſuche zu diefem Zwede find vorzüglich von Coulomb, und in der 
neueren Zeit von dem Verfaſſer ſelbſt angeftellt worden. Während ſich 
Coulomb nur mit ſchwachen Hanfſeilen von !/ bis höchſtens 11/, Zoll 
Stärke beſchäftigte und dieſelben auch nur auf Rollen von 1 bis höchſtens 
6. Zoll Durchmeſſer aufwickeln ließ, hat der Verfaſſer Hanfſeile von 2 Zoll 
Stärke und Drahtſeile von 1/, bis 1 Zoll Stärke itber Rollen von 2 bis 
61/5 Fuß Durchmeſſer laufen laſſen. 

Coulomb hat feine Verſuche auf zweierlei Weife ausgeführt. Ein Mal, 
nad) Amontons, mit einem in Fig. 299 abgebildeten Apparate, wo AB 

Fig. 299. eine von zwei Seilen umfchlungene Walze tft, die 
| Spannung durd) ein Gewicht Q hervorgebracht 
und das Herabrollen der Walze durch ein zweites 
Gewicht P, welches mittel8 eines dünnen Fadens 
an diefer Walze zieht, bewirkt wird. Kin zweites 
Mal hat er die Seile um auf einer horizontalen 
Bahn ſich wälzende Eylinder gelegt, und aus der 
Differenz der an beiden Seilen hängenden und 
ein langjames Fortrollen bewirfenden Gerichte, 
nach Abzug der vollenden Neibung, auf den Stei- 
figfeitswiderftand gejchlofien. 
| | Aus den Berfuchen Coulomb's geht hervor, 
daß der Steifigfeitswiderftand mit der Stärke der Spannung des fi auf- 
widelnden Seiles ziemlich gleichmäßig wächſt, daß er aber auch noch aus 
einem conftanten Gliede K befteht, wie ſich allerdings nicht ander® erwarten 
läßt, weil jchon eine gewiſſe Kraft nöthig ift, um ein unangefpanntes Seil 
umzubiegen. Auch ftellt fi) heraus, daß diefer Widerftand im umgekehrten 
Berhältniffe der Rollendurchmeſſer zunimmt, daß er alſo bei dem doppelten 
Durchmeſſer der Rolle nur halb fo groß iſt, bein dreifachen ein Drittel u. ſ. w- 
Endlich läßt fich die Beziehung zwifchen der Seildide und der Seiffteifigfeit 
nad) diefen Verfuchen nur annähernd angeben, wie e8 auch kaum anders zu 
erwarten ift, da die Steifigkeit auc) noch von der materiellen Befchaffenheit 
und von der Stärfe der Drehung der Fäden und Ligen mit abhängt. Bei 
neuen Seilen fand ſich die Steifigfeit ungefähr proportional der ‘Potenz 
d7, bei alten aber mehr d!*, wenn d den Durchmefler des Seiles bezeich- 


N 
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net. Es ift alſo nur fehr ungefähr, wenn Einige diefen Widerftand der 
einfachen, Andere dem Quadrate der Seilftärfe proportional wachſend an- 
nehmen. 


Prony’s Formel für den Steiflgkeitswiderstand der Hanfseile. $. 197 
Dem Vorftehenden zufolge läßt ſich der Steifigfeitswiderftand der Hanf- 
jeile durch die Formel: 


dr 
= K+tved), 
wo d die Seilftärfe, a der Rollenhalbmeſſer, bi8 Are des Seiles gemeſſen, 
Q die Spannung des fid) aufwidelnden Seile, n, K und v aber Erfah- 


rungszahlen bezeichnen. Brony hat aus den Verſuchen Coulomb's gefun- 
den, daß für neue Seile \ 


17 
8— — (2,45 + 0,053 0), 
und für alte: 
FIR 
4 =— (2,15 + 0,053 Q) 


gejegt werden fann, wenn a und d in Linien, Q, S in Pfunden ausgedrücdt 
find. Diefe Ausdrüde beziehen ſich aber auf Parifer Maß, in preußifchen 
Zollen und Neupfunden ausgedrückt, ändern fie fich in folgende um: 


d!.? d!‘ 
S= — (13,31 + 0,295 Q) und S. — — (6,39 + 0,141 Q). 


Da ſelbſt diefe complicirteren Formeln nicht immer die erwünſchte Ueber⸗ 
einflimmung mit den Berfuchsrefultaten geben, fo fann man, fo lange nicht 
neue Verſuche zu Grunde gelegt werden können, mit Eytelwein: 

a —F d2Q 

3500a 
jegen, wobei vorausgefegt ift, F a in preußiſchen Fußen und d in preußi- 
ſchen Linien, dagegen Q und S in willfiirlichem, jedoch gleichem Gewichtsmaße 
auszudräden find. Für Metermaß ift: 
d? e. 


5186 


Diefe Formel giebt natürlich nur gi größeren Spannungen, wie fie aller- 
dings meift in der praftifchen Anwendung vorfommen, genügende Annähe- 
rungsrejultate. 

Die Steifigkeit getheerter Seile ift ungefähr um ein Schtel größer als 
die ungetheerter Seile gefunden worden, und nafje Seile hat man ungefähr 
ein Zwölftel fteifer gefunden als trodene. 


% 
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Ss. 196 Steifigkeit der Seile. Beim Umbiegen eines Seiles um eine Rolle, 
oder beim Aufwideln deſſelben auf eine Welle, tritt die Steifigfeit (franz. 
roideur; engl. rigidity) deſſelben als ein der Bewegung deffelben entgegen⸗ 
geſetztes Hinderniß hervor. Diefer Widerftand hängt nicht allein von dem 
Stoffe ab, aus dem das Seil gefertigt ift, fondern and) von der Zuſammen⸗ 
jegungsweife und von der Stärfe des Geiles, und läßt ſich deshalb nur auf 
erperimentellem Wege ermitteln. 

Berjuche zu diefem Zwecke find vorzüglich von Coulomb, und in der 
neueren Zeit von dem Verfaſſer ſelbſt angeſtellt worden. Während ſich 
Coulomb nur mit ſchwachen Hanffeilen von !;, bis höchſtens 11/, Zoll 
Stärfe befchäftigte und diefelben auch nur auf Rollen von 1 bis höchſtens 
6.Zoll Durchmeſſer aufwideln ließ, hat der Verfaſſer Hanfjeile von 2 Zoll 
Stärfe und Drabtfeile von 1/, bis 1 Zoll Stärke iiber Rollen von 2 bi8 
61/5 Fuß Durchmeffer laufen laſſen. 

Coulomb hat feine Berfuche auf zweierlei Weife ausgeführt. Ein Mal, 
nad Amontons, mit einem in Big. 299 abgebildeten Apparate, wo AB 

Fig. 299. eine von zwei Seilen umfchlungene Walze ift, die 
| Spannung durh ein Gewicht Q hervorgebracht 
und das Herabrollen der Walze durch ein zweites 
Gewicht P, welches mittel® eines dünnen Fadens 
an diefer Walze zieht, bervirkt wird. in zweites 
Mal hat er die Seile um auf einer horizontalen 
Bahn ſich wälzende Cylinder gelegt, und aus der 
Differenz der an beiden Seilen hängenden und 
ein langjames Fortrollen bewirfenden Gewichte, 
nach Abzug der rollenden Reibung, auf den Stei- 
figkeitswiderſtand geſchloſſen. 
| Aus den Verſuchen Coulomb's geht hervor, 
daß der Steifigfeitswiderftand mit dev Stärfe der Spannung des ſich auf- 
widelnden Seiles ziemlich gleichmäßig wächſt, daß er aber auch nod) aus 
einem conftanten Gliede K befteht, wie fich allerdings nicht ander® erwarten 
läßt, weil ſchon eine gewiſſe Kraft nöthig ift, um ein unangefpanntes Seil 
umzubiegen. Auch ftellt fic) heraus, daß diefer Widerftand im umgekehrten 
Berhältnifie der Rollendurchmeſſer zunimmt, daß er alſo bei dem doppelten 
Durchmeſſer der Rolle nur halb fo groß iſt, beim dreifachen ein Drittel u. ſ. w- 
Endlich läßt fich die Beziehung zwifchen der Seildide und der Seilfteifigfeit 
nach diefen Berfuchen nur annähernd angeben, wie e8 auch faum anders zu 
erwarten ift, da die Steifigfeit auch noch von der materiellen Befchaffenheit 
und von der Stärke der Drehung der Fäden und Ligen mit abhängt. Bei 
neuen Seilen fand ſich die Steifigkeit ungefähr proportional der Potenz 
dY7, bei alten aber mehr d!*, wenn d ben Durchmefler des Seiles bezeich- 
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net. Es ift alfo nur fehr ungefähr, wenn Einige diefen Widerftand der 
einfachen, Andere dem Quadrate der Seilftärfe proportional wachſend an- 
nehmen. 


Prony’s Formel für den Steiflgkeitswiderstand der Hanfseile. $. 197 
Dem Borftehenden zufolge läßt fich der Steifigfeitswiderftand der Hanf- 
jeile durch die Formel: 


dr 

= K+ve), 
wo d die Seilftärfe, a der Rollenhalbmefjer, bi8 Are des Seiles gemellen, 
Q die Spannung des fich aufwidelnden Geiles, n, K und v aber Erfah: 


rungszahlen bezeichnen. Prony hat aus den Berfuchen Coulomb's gefun- 
den, daß für neue Seile 


du 
sS—= — (245 + 0053 9), 
und für alte: 
dis 
4 =— (2,15 + 0,053 Q) 


gejeßt werden fann, wenn a und d in Linien, Q, S in Pfunden ausgedrüdt 
find. Diefe Ausdrüde beziehen fi) aber auf Parifer Maß, in preußifchen 
Zollen und Neupfunden ausgedrückt, ändern fie ſich in folgende um: 


d!.? dit 
S= — (1331 + 0,295 Q) und S = — (6,39 + 0,141 Q). 


Da felbft diefe complicirteren Formeln nicht immer die erwünſchte Ueber: 
einftimmung mit den Verjuchsrefultaten geben, fo kann man, fo lange nicht 
neue Verſuche zu Grunde sein werden können, mit Eytelwein: 

d? 
== 3500a 
jegen, wobet vorausgefegt ift, F a in preußiſchen Fußen und d in preußi⸗ 
ſchen Linien, dagegen Q und S in willfitelichem, jedoch gleichem Gewichtsmaße 
auszudrüden find. Für Metermaß ift: 


S—»v. 


5186. —. 


Diefe Formel giebt natürlich nur pi größeren Spannumgen, wie fie aller- 
dings meift in der praftifchen Anwendung vorfommen, genligende Annähe- 
rungsrejultate. 


Die Steifigkeit getheerter Seile ift ungefähr um ein Scchätel größer als 


die ungetheerter Seile gefunden worden, und nafje Seile hat man ungefähr 
ein Zwölftel fteifer gefunden als trodene. 
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Beijpiel. Bei einer Seilfpannung von 350 Neupfund und einem Rollen: 
halbmeſſer von 21/, Zoll ift für ein 9 Kinien dickes neues Seil der Steifigfeitswi: 
derftand nah Prony: 

S—= %, (%)7 (13,31 + 0,295 . 350) = 0,613 . 16,6 — 28,6 Pfund, 
nad Eytelwetn: 
92 , 350 . 
S = 3500. Yaı — 38,9 Pfund. 
Wäre die Sparinung Q nur 150 Pfund, fo hätte man nad Brony: 
5 = 0613 .. 23,0 = 14,10 Pfund, 
nah Eytelwein: 
— ——— — 16,7 Pfund, 
alfo hier eine beifere Mebereinftimmung. Man ficht aus dieſen Beifpielen, wie 
wenig Sicherheit diefe Sormeln gewähren. 


Anmerfung. Tabelle zur Erleichterung der Berechnung des Steifigfeitswiber- 
ftandes ver Seile theilt dir „Ingenieur“ Seite 365 mit. Nah Morin (fiehe dei: 
fen Lecons de Mecanique pratique) it, wenn n die Anzahl der Seilfäben be- 
zeichnet, und ver Rollenhalbmeſſer a in Bentimetern ausgerrüdt wird, für unge 
theerte Seile: _ 


d= v 0,1: 1338 n Gentimeter und 
S- > 0, 0297 + 0,0245 n + 0,0363 Q) Kilear. 


= Ei (0,1110 + 0,6843 d2 + 0,1357 Q) Kilegr., 
und für getheerte: 
d— V 0,186n Gentimeter, und i 
8— 3 (0,14575 + 0,0346n + 0,0418 Q) Kilogr. 


— ® (0,3918 -+ 0,5001 d? + 0,1124 Q) Kilogr. 


Drückt man aber d und a in Zollen und S und Q in Neupfunden aus, fo 
jteilt fich für ungetheerte Eeile: 


2 
S- * (0,580 + 24,47 d2 + 0,3548 Q) 
und für getheerte Seile: 
2 
S- z (2,049 + 17,89 d? + 0,2939 ()) 


heraus. 3. B. ift bei einem ungetheerten Seile, für d = %, Zell, a= 5% Zell 
und & = 350 fund: 


( 
S 1: ; (9, 580 4 24,47 15 + 0,8548 . 350) 


J 


*3 (0,550 + 13,77 + 124,180) = 31,2 Pfund. 
Die Prony'ſche Formel gab im letzten Beiſpiele S = 28,6 Pfund. 


8. 198 Versuche über die Steifigkeit starker Seile. Der Berfafler hat 
fi) bei feinen Verſuchen über die Steifigfeit der Seile eines in Fig. 300 
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abgebildeten Apparates bedient. Die Scheibe oder Rolle B DE. auf welche ſich das 
zu unterfuchende Seil ABDEF auflegte, war mit einem Baar eiferner Räder, 
Fig. 300. wie CLM, auf einer Welle C befeftigt, 
und dieſes Räderpaar ftand auf einer 
horizontalen Schienenbahn HR. Nach-⸗ 
dem man das eine Seilende F' durch ein 
angehängtes Gewicht G gefpannt hatte, 
hing man an dag Kreuz A, welches am 
anderen Zeilende A befeftigt war, jo viel 
Gewichte, bi8 das Räderpaar fanunt der 
Scheibe und ihren Gewichten langfaın 
fortzurollen anfing. Um ſich von den 
Unvollfommenheiten des Apparates mög⸗ 
ichft unabhängig zu machen, wurde nach⸗ 
ber auf der Seite bei F' fo viel Gewicht 
zugelegt, bis auch das Fortrollen des ar- 
mirten Räderpaares nad) der entgegen- 
gejegten Richtung eintrat. Das arith- 
ımetifche Mittel von den Zulagen gab 
nun, nachdem man hiervon noch die 
wälzende Reibung abgezogen hatte, die 
Kraft zur Ueberwindung der Seilfteifigkeit. 
Den Coefficienten der im Abzug zu bringenden rollenden Reibung ermit- 
telte man anf diefelbe Weife, indem man ſtatt des Seiles einen ſchwachen 
Bindfaden, deſſen SteifigkeitSwiderftand vernachläfligt werden konnte, auflegte. 
Der mittlere Werth ’diefes Coefficienten ift oben, $. 192, mitgetheilt worden. 
Der Steifigfeitswiderftand befteht nad) des Verfaſſers Anficht weni» 
ger aus der Steifigkeit, als aus der Reibung der einzelnen Fäden oder ‘Drähte, 
die natürlich beim Auflegen auf die Rolle ihre gegenfeitige Yage ändern 
müſſen. Der erſte Theil diefes MWiderftandes fällt beim Umlegen eines 
Drahtfeiles um eine Leitrolle ganz aus, weil dieſes Seil vermöge jeiner 
Elafticität beim Abwideln zum Wiedergeradeftreden genau fo viel Arbeit 
außgiebt, al® es bein Aufwideln zum Krümmen in Anſpruch genommen hat. 
Hier befteht alfo der Steifigfeitswiderftand lediglich in der Reibung der ein- 
zelnen Drähte unter einander, und daß dem fo ei, zeigen aud) die Verſuche 
de8 Berfaflers, durch welche fi) ergeben hat, daß diefer Widerftand bei eingeölten 
oder frifch getheerten Drahtjeilen um 40 Procent Feiner ift als bei trodenen. 
Bei Hanffeilen ift das Verhältnig ein anderes, denn da diefe, zumal nad) 
längeren Gebrauche, faft gar feine Elaſticität befigen, fo erfordern die einzel- 
nen Fäden und Ligen derjelben nicht allein Kraft zum Krümmen, fordern 
auch Kraft zum Wiedergeradeftreden. 
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. 8 199 Neue Formel für den Steiflgkeitswiderstand. Da die Steifig- 
feit eines Geiles nicht allein von der Geiljtärfe, fondern aud) von ber 
Stärke der Drehung und von der Jufammenfegungsweife deifelben abhängt, 
jo hält e8 der Verfaſſer für angemeflen, diefelbe durch die einfachere Formel: 
K+vYgQ 
Ss = — — 
auszudrücken und die Conſtanten K und v flir jede Seilart beſonders zu be- 
jtimmen. Auch hat fid) aus den Verfuchen des Verfaſſers ergeben, daß fich, 


zumal fin die Drahtfeile, angemeffener ftatt = ‚ bloß X, und demnad) 


S—K+H ſetzen läßt. 


T. Für ein getheertes Hanfjeil von 1,6 Zol Stärke, gelegt um 
Scheiben von 4 bis 6 Fuß Höhe, ergab fich der Steifigfeitswiderftand: 


S= 15 + 0,00565 z Kilogramm, 
wobei der Rollenhalbmefjer a in Metern auszudrücken ift, ober 
S = 3,0 + 0,216 2 Pfund, 


wo a in Sollen gegeben fein muß. 
. 2. Für ein neues ungetheertes Hanfjeil von 3/, Zoll Stärke und 
eine Rolle von 21 Zoll Durchmeſſer ergab fid): 


S— 0,086 + 0,00164 x Rilogem. = 0,17 + 0,0625 < Pfund. 


| 3. Für ein Drahtfeil von 8 Linien Dide, welches aus 16 Drähten 
von je 11/, Linien Dide beftand, und wovon jeder laufende Fuß 0,64 Pfund 
wog, wurde bei Rollen von 4 bis 6 Fuß Höhe, 


S— 0,49 + 0,00238 © Rilogm. = 0,98 + 0,0910 © Pfımb 


gefunden. 

4. Für ein friſch getheertes Drahtſeil mit Hanffeelen in den 
Ligen und im Seile, von 7 Linien Dicke, beftehend aus 4. 4 — 16 Dräh- 
ten von je 1'/, Linien Dide, und pr. Fuß 0,63 Pfund wiegend, ftellte fich 
bei einer Rolle von 21 Zoll Durchmeffer, 


S= 0,57 + 0,000694 x Kilogem. — 1,14 + 0,00264 x Pfund 
heraus. 


Anmerkung. Eine ausführliche Beſchreibung der Verſuche des Verfaſſers fin⸗ 
det man in der Zeitſchrift für das geſammte Ingenieurweſen (dem Ingenieur) von 
Bornemann, Brückmann und Röting, Band J. Freiberg 1848. 

Die Hanfſeile unter 1. wurden in Freiberg zum Fördern durch Waflergöpel an⸗ 
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gewendet, find aber in den neueren Zeiten durch die Drabtfeile unter 3. und 4. 
erfegt worden. Beiderlei Seile haben bei ſechsfacher Sicherheit eine Tragfraft von 
eirca 30 Centnern. Es ift aus dem Vorſtehenden zu erfehen, daß bei gleicher Trag- 
fraft der Steifigfeitswiverftand bei Drahtfeilen viel Feiner ift als bei Hanffeilen. 
Nimmt man 3. B. die Seilfpannung Q — 2000 Pfund und ven Rollenhalbmefler 
a — 40 Zoll an, fo erhält man den Steifigfeitswiberftand für ein Hanfleil: 

S— 30 + 0,216 . 200, — 13,8 Pfund, 
und dagegen für ein Drahtieil: 

S — 0,98 + 0,0910 . 200%, , = 5,5 Pfund. 


Theorie der Leitrolle. Menden wir nun die im Vorftehenden mitge- 8. 200 
theilten Formeln für den Steifigfeitswiderftand der Seile auf die Theorie der 
feften Rollen an. Es ſei ACB, Fig. 301 oder Fig. 302, die Rolle, a 


dig. 301. Fig. 302, 





der Halbmefjr CA—= CB, r der Zapfenhalbmeiler und G das Gewicht der- 
jelben, ferner d die Seilftärfe, Q die an einem Seilende angehängte Laſt, S 
der Steifigfeitswiderftand, F’ die auf den Nollenumfang reducirte Zapfen- 
reibung, und folgid @ + F + 5 die ganze Kraft P. 

Die Steifigkeit des Seiles äußert ſich dadurch, daß das Stil beim Auf- 
wiceln nicht plößlich die Krümmung des Rollenumfanges annimmt und fid) 
ebenfo beim Abwickeln nicht plöglich gerade ftredt, fondern in einem Bogen 
mit wachjender Krümmung fich auf die Rolle auflegt, und fi) in einem 
Bogen mit abnehmender Krümmung von derfelben wieder abwidelt. Zwi⸗ 
ſchen den elaftifchen Drahtjeilen und den unelaſtiſchen Hanffeilen findet der 
Unterjchted ftatt, daß fic) jene beim Abwideln etwas eher, und dieſe etwas , 
jpäter von dem Rollenumfange ablöfen, folglich” der Hebelarm CD ber 
Kraft im erften Falle (Fig. 301) etwas größer, und im zweiten Falle 
(Fig. 302) etwas Kleiner als der Halbmeffer CA — a der Rolle ift, wo- 
gegen der Laſtarm CE in beiden Fällen den Rollenhalbmefler a übertrifft. 
Wenn man von der Zapfenreibung F' abfieht, ao P=Q + S jest, fo 
bat man 

(d-+9).C0CD=Q.CE 
daher den Steifigfeitswibderftand: 
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CE— CD CE 
(5) la t)e 
und das Hebelarmverhältuiß: 
CE 
or — 


was ſich nun durch Einſetzen eines der oben angegebenen Werthe für S.leicht 
berechnen läßt. 

Wir können übrigens aud) ohne weitere Berückſichtigung diefes Hebelarm— 
verhältniffes die Kraft 2P = Q@ + S + F beftinimen, wenn wir in diefem 
Ausdrude für mach Sanffeile nad) Prony 


—K+tvo), 
dagegen für Draht- nd Hanffeile nach dein Verfaſſer 
8— | 


und die auf den Kollenumfang reducirte Zapfenretbung 
F=9 — (—- G 1. P) oder amäherıd F—=P —(@ 0-6) Segen. 
Es folgt jo im erften 
?= + ZT (a+vQ + 97 - (20 + HD 


und im zweiten: 
P—=Q0-+K+H 2 4y 20 +. 


Bei einer Radwelle ift natlirlicd) noch eine Reduction der Kraft vom Wel⸗ 
lenumfange auf den Radumfang nöthig (ſ. 8. 165). 


Beifpiel. Wenn ſich ein Drahtjeil von ungefähr 3 Linien Die um eine 
Leitrolle von 5 Fuß Höhe, 3 Zell Zapfenſtärke und 1500 Pfund Gewicht legt, und 
die Spannung des’Seiles 1200 Pfund beträgt, fo hat man bei dem Reibungscoef: 
ficienten @ = 0,075, die nöthige Kraft: 

P = 1200 + 0,98 + 0,091 . 1200), + 0,075 . 3/0 (2400 + 1500) 
= 1200 + 0,98 + 3,64 + 14,62 —= 1219 Pfund; 
es geht aljo durch das Umlegen um dieſe Leitrolle 1%, — 1,6 Procent an Kraft 
verloren. 

Wenn ftatt des Drabtfeiles ein Hanffeil von 1,5 Zoll Stärfe in Anwendung ges 
fommen wäre, fo hätte man: 

P = 1200 + 3,0 + 0,216 . 120%%,, -- 14,62 — 1226,3 Pfund 
und daher den Kraftverluft: 
26,3 


P— = „= 2,2 Brocent. 


Vierter Abſchnitt. 


Die Anwendung der Statik auf die Elaſticitaͤt und 
Feſtigkeit der Körper. 


Erftes Capitel. 
Die Zuge, Drud: und Schub:Elafticität und Feftigkeit. 


- Elastieität. Die Moleküle oder Theile eines feften oder ftarren Körpers $. 201 
hängen mit einer gewiffen Kraft, der fogenannten Cohäfion (franz. coh6- 
sion; engl. cohesion), unter einander zufammen, welche zu überwinden ift, 
wenn Körper in ihrer Geftalt und Größe verändert ober gar zertheilt 
werden. Die erfte Wirkung, welche Kräfte in einen Körper hervorbringen, 
ift eine Beränderung in der Lage feiner Theile gegen einander und "eine 
daraus erwachjende Form⸗ und Volumenveränderung des Körpers. Ueber: 
fchreiten die auf einen Körper wirkenden Kräfte eine gewille Grenze, fo tritt 
endlich eine Trennung der Theile und nad) Befinden eine Zertheilung des 
ganzen Körpers ein. Die Fähigkeit der Körper, die durch Einwirkung von 
Kräften erlittene Formveränderung nad) Wegnahme diefer Kräfte vollitändig 
wieder aufzuheben, Heißt Elafticifät (franz. Elasticite; engl. elasticity) 
im weiteren Sinne des Wortes. Die Klafticität eines jeden Körpers hat eine 
gewiſſe Grenze; überſchreitet die Geftalts- oder Bolumenveränderung ein ge- 
wifjes Maß, jo bleibt im Körper noch eine folche räumliche Veränderung zu- 
rüd, wenn aud) die Kräfte, welche jene Veränderung hervorgebracht haben, 
zu wirfen aufhören. Die Elafticitätsgrenze ift bei verjchiedenen Körpern 
fehr verſchieden. Körper, welche eine große Yormveränderung zulafien, ehe 
diefe Grenze eintritt, nennt man vollfonımen elaftifche, Körper aber, bei 
welchen kaum bemerfbare Formveränderungen der Elaſticitätsgrenze voraus⸗ 
gehen, heißen unelaſtiſche, wiewohl es in Wirklichkeit Körper dieſer Art 
gar nicht giebt. 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. J. 22 
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Es ift eine wichtige Regel der Ardjitetur und des Maſchinenweſens, die 
zum Bau zu verwendenden Körper nicht fo ftarf zu belaften, daß die her- 
vorgebrachten Yormveränderungen die Klaftieitätsgrenze erreichen ober gar 
überjchreiten. 


8. 202 Elastieität und Festigkeit. Verſchiedene Körper bieten verfchiedene 
Ericheinungen dar, wenn fie iiber die Elafticitätsgrenze hinaus in ihrer Form 
verändert werden. ft ein Körper ſpröde (franz. cassant; engl. brittle), 
jo zeripringt er in Stüde, wenn man feine Form tiber die Elaftieitätsgrenze 
hinaus verändert; ift er aber gejchmeidig (franz. und engl. ductile), wie 
z. B. viele Dtetalle, fo läßt er noch bedeutende Veränderungen der Form außer- 
halb der Elafticitätsgrenze zu, ohne eine Trennung feiner ‘Theile zu erleiden. 
Manche Körper find hart (franz. dur; engl. hard), andere weich (franz. mou; 
engl. soft); während jene der Trennung einzelner Theile einen großen Wider- 
ftand entgegenfegen, ift bei diefen eine Trennung der einzelnen Theile ſehr 
leicht ausführbar. 

Unter Elafticität im engeren Sinne des Wortes verftehen wir den Wir 
derftand, mit welchem ein Körper der Yormveränderung entgegenwirkt, dage- 
gen unter Feſtigkeit (franz. resistance; engl. strength) den Widerftand, 
welchen ein Körper der Zertheilung deſſelben entgegenfegt. Mit Beidem wer- 
den wir uns im Folgenden befchäftigen. 

Nach der Art und Weife, wie äußere Kräfte auf Körper wirken und die 
felben in räumlichen Beziehungen verändern, läßt fi) die Elafticität und 
Feſtigkeit der Körper eintheilen: 

I. in einfache und 

II. in zufammengefesgte; 

eritere aber wieder 

1) in die abfolute oder Zug⸗-, und 
2) in die rückwirkende oder Drud-Elafticität und Feſtigkeit, ſowie 
3) in die relative oder Biegungs-, 

4) in die Schub- oder Scheer-, und 
5) in die Torjions- oder Drehungs-Elafticität und Feftigfeit. 

Wirken zwei äußere Kräfte P, — P durch Zug (franz. traction; engl. 
extension) in der Arenrichtung eines Körperd AB, Fig. 303, fo wider- 

Fig. 308. fteht derfelbe durch feine 
- ' * Zug- oder abſolute 

Elaſticität und Feſtig— 

keit (franz. élasticité et 

resistance de traction; engl. elasticity and strength of extension) dem 

Ausdehnen umd Zerreißen; wirken dagegen zwei Kräfte P, — P drüdend 
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in der Arenrichtung eines Körpers AB, Fig. 304, fo daß diefer zufammen- 
. Fig. 304. gedrüdt und endlich zermalmt oder zer- 
ee drüdt wird, fo bat man die Drud- 
oder rückwirkende Elafticität und 
Veftigfeit (franz. elasticite et resistance de compression; engl. ela- 
sticity and strength of compression) zu überwinden. 

Wenn ferner. drei fid) das Gleichgewicht haltende Kräfte P, Q, R ver- 
ſchiedene Punkte A, B, CO in.der Are eines Körpers A B, Fig. 305, ergrei- 
fen und vechtwinfelig gegen diefe Are wirken, jo wird diefer Körper gebogen 
und nad) Befinden zerbrochen, und es ift die Biegungs- oder relative 
Elafticität und Feftigfeit (franz. elasticit6 et resistance de flexion; 
engl. elasticity and strength of flexure) des Körpers, welche bei diefem 
Umbiegen und Abbrechen überwunden wird. 

Liegen im legteren Falle die Angriffspunfte A und C der Kräfte P und 
R ehr nahe an einander, wie Fig. 305 darftellt, fo tritt in dem Querſchnitt 


Fig. 305. Fig. 306. 





DD zwifchen beiden Punkten A und C eine Berfchiebung, und bei Hin- 
reichender Größe von P eine Zertrennung des Körpers in zwei Theile ein, 
und man hat e8 dann mit der Elafticität und Feftigfeit des Abfchee- 
rens (franz. elasticit6 et rösistance par glissement cisaillement ou 
tranchant; engl. elasticity and strength of shearing) zu thun. 

Wirken endlich zwei fich das Gleichgewicht haltende Kräftepaare (P, — P), 
(9, — Q) fo auf einen Körper CD, Fig. 306, daß deren Ebenen recht⸗ 
winkelig auf der Are diefes Körpers ftehen, fo erleidet der Körper eine “Dre- 
hung, welche zulegt in ein Abmwirgen übergehen kann, und es. ift hierbei 
die fogenannte Drehungselafticität und Feſtigkeit (franz. elasticite 
et resistance de torsion; engl. elasticity and strength of torsion) zu 
überwinden. 

Wirken mehrere der bier aufgezählten Kräfte auf einen Körper zugleich), 
fo tritt die zufammengefegte Elafticität und Feſtigkeit oder eine 
Vereinigung von zwei oder mehreren einfachen Elafticitäten und Feſtigkeiten 
in. Wirkfanteit. 

22° 
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8. 203 Ausdehnung und Zusammendrückung. Den einfachiten Fall der 
Elaſticität und Feſtigkeit bietet die Ausdehnung und Zuſammendrückung pris- 
matifcher Körper dar, wenn diefelben von Kräften ergriffen werden, deren 
Richtungen in die Are diefer Körper fallen. Es ift natürlich hierbei nicht 

Fig. 307. Fig. 308. nöthig, daß beide Kräfte 

eines folchen Körpers bes 

wegend find, die Wirkung 
bleibt biefelbe, wenn der 

Körper an einem Ende feft- 

gehalten oder unterftilgt und 

am anderen Ende von einer 

Zug⸗ oder Drudkraft ers 

griffen wird. Man ruft 

alfo auch diefen Fall her- 
bor, wenn man entweder ein 
verticalhängendes Prisma 

ABCD, Fig. 307, durch 

ein angehängtes Gewicht P oder ein von unten unterftüßtes Prisma AB CD, 

Fig. 308, durch ein aufliegendes Gewicht P belaftet. Im erfteren Falle 

wird der Körper um eine gewifie Größe CC, = DD, — A ausgebehnt, 

und im zweiten Sale um eine folche Größe zufammengedrüdt; ift alfo an- 
fangs die Ränge AD — BC des Körpers — 1, fo wird diefelbe im erfte- 
ren Yalle auf 

AD=BG=4AD+DD=I+4 
gefteigert, und im zweiten Falle auf 

AD—=BQG =AD—- DD —I-—ı 





herabgezogen. 

Die Ausdehnung oder Zuſammendrückung A wächſt mit der Größe P der 
Zug- oder Drudkraft, ift aljo eine Function derfelben. Diefe Function oder 
der algebraifche Zufammenhang zwifchen P und A läßt ſich nicht a priori 
beftiimmen; es hängt derjelbe von der phyſiſchen Befchaffenheit der Körper ab, 
und ift bei verjchiedenen Materien verjchieden. Wenn man P und A als 
die Koordinaten einer Curve anfieht, und diefe Curve aus einer durch Ver⸗ 
ſuche ermittelten Reihe von zufammengehörigen Werthen der Größen P und 
A conftruirt, fo erhält man dadurch nicht nur ein anfchauliches Bild von dem 
Gefege, nad) welchem Körper durch äußere Kräfte ausgedehnt und zuſammen⸗ 
gedrückt werden, fondern auch ein Mittel zur Ausmittelung der Eigenthlim- 
lichkeiten diefes Geſetzes. 

Trägt man vom Anfangspunkte A aus auf der poſitiven Seite der Are 
XX, Fig. 309, die Spannungen oder Ausdehnungskräfte eines Körpers 
als Abſciſſen AB, AM u. |. w. und in den Endpunften derfelben die 
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entfprechenden Ausbehnungen als zur Are 7 Y parallel laufende Ordinaten 
BD, MO.u.f. w. auf, fo erhält man eine Curve ADO W, welche das 


Fig. 309. 





Geſetz der Ausdehnung diefes Körpers repräfentirt; fehneibet man umgekehrt, 
von A aus, auf der negativen Seite der Are X X bie Preflungen oder 
Zufammendritdungsfräfte als Abfcifien A Bı, A Mı u. f. w. ab, und trägt 
an denfelben die ent|prechenden Zujfammendrüdungen als Ordinaten B, Di, 
M, Oı u. f. w. auf, fo ergiebt fich eine Curve AD, O, Wı, durch welche 
das Gefeg der Zuſammendrückung des Körpers graphifch dargeftellt wird. 
Vielfachen Berfuchen zufolge gehen beide Curven ftetig in einander über, ha- 
ben folglich in A eine gemeinfchaftliche Tangente G A Gi, und find alfo 
eigentlich nur Zweige einer und derfelben krummen Linie WODAD, O, Wı. 
Wenn aud) diefe Curve in ihrer ganzen Erftredung bedeutend von einer 
geraden Linie abweicht, fo wird fie doch in der Nähe des Anfangspunktes A 
mit der Tangente G A Gi nahe zufammenfallen, und da nun fir diefe Die 
Ordinaten den Abfcifien proportional find, fo ift folglic, aud) anzunehmen, 
daß die durch Feine Zug- oder Drudträfte AB, AB, u. |. w. be> 
wirften Ausdehnungen und ‚Zufammendrüdungen BD, BD, 
u. |. w. diefen Kräften proportional find (Hooke's Gef). _ 

Die durch eine Zugkraft AM bewirkte totale Ausdehnung MO be- 
fteht aus zwei Theilen, nämlich aus der‘ permanenten Ausdehnung 
M Q, weldye im Körper zurückbleibt, wenn die Spannkraft zu wirken auf- 
gehört hat, und aus der elaftifchen Ausdehnung Q O, welche mit der 
Spanntraft zugleich wieder verſchwindet. Ganz daſſelbe Berhältniß findet 
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auch bei dem Zufammendritden ftatt; auch die totale Zufammendritdung 
M, O, ift die Summe M, Qı + Qı O1 aus der permanenten Zuſam— 
mendrüdung M, Q, umd der elaftifhen Q, O,. Bei Hleineren Kräften 
find die permanenten: Beränderungen in Hinficht auf die totale fo Hein, daß 
fie al8 gar nicht vorhanden angenommen und folglid) die totalen Ausdehnun⸗ 
gen und Zuſammendrückungen nur als elaftifche angefehen werden Tünnen. 
Nur dann, wenn die Kraft einen gewillen Werth AB (A B,), die fogenannte 
Elafticitätsgrenze, überfchreitet, wenn fie 3. B. in AM (AM,) über 
geht, macht die permanente Yängenveränderung MQ (M, Qı) einen beach⸗ 
tungswerthen Theil der ganzen Ausdehnung MO oder Zufammendrüdung 
M;, O, aus. Hat die Zug- oder Druckkraft einen gewiſſen Werth A U ober 
AU, erreicht, fo find die Ausdehnungen UR, UW ober Zufammendrüdun- 
gen U, R,, U, Wı bei ihren Grenzen angelangt, wobei die innere oder Co- 
häfionsfraft des Körpers der äußeren Zug- oder Drudfraft nicht mehr das 
Gleichgewicht zu halten vermag, umb daher der Körper in dem einen alle 
zerriffen und im anderen Yalle zerdrückt wird. 

Wenn man nad) Wegnahme der Kraft eines höchftens bis zur Elafticitäts- 
grenze geipannten Körpers diefen Körper durch eine Kleinere Kraft von neuem 
fpannt, fo erleidet er dadurch Feine weitere Stredung oder permanente 
Längenveränderung; es findet alfo dann nur noch eine elaftifche Ausdehnung 
oder Zuſammendrückung ftatt. 


8. 204 Grundgesetz der Elasticität. Elastieitätsmodul. Die durd) eine 
Zugkraft P bewirkte Verlängerung oder Ausdehnung A eines prismatifchen 
Körpers ift erftend der Tänge J des Körpers proportional, da fich annehmen 
läßt, daß fich gleich lange Stücke um gleich viel ausdehnen, und fie fteht zwei⸗ 
tens im umgekehrten Berhältniffe zum Querſchnitte F des Körpers, da fich 

Fig. 310. vorausfegen läßt, daß fich die ganze Spannkraft auf 
ar den: Querſchnitt des Körpers gleichmäßig vertheilt. 
MR Wird daher ein Körper AB, Fig. 310, von der 

Länge — Eins und vom Querſchnitte — Eins, durd) 

eine Kraft P um 6 ausgedehnt, fo ift daher für einen 

anderen Körper FG aus gleichem Stoffe, deflen 

Länge — I und Querfchnitt — F ift, die durch die- 

jelbe Kraft bewirkte Ausdehnung: 

EI 
j F 

Die Ausdehnung 6 ift natürlich bloß von der Zug⸗ 

fraft P abhängig und für Prismen von verjchiede- 

nen Materien verfchieden; jedoch läßt fich dem Obi- 
gen ($. 203) zufolge annehmen, daß bei Kleinen, die 
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Eloftieitätögrenze nicht überſchreitenden Zugfräften die Ausdehnungen den 
entfprechenden Zugkräften proportional. wachſen, daß alfo der Quotient < 


pP 

eine conftante Zahl if. 
Kepräfentirt nun AB, Fig. 311, die Spannung P eines Prismas v bon 
der Länge — Eins und dem Onerfehnitte — — Eins innerhalb der Elaftici- 


Fig. 311. 





-Y 


tätögrenze und B.D bie entfprechende Ausdehnung 0, und bezeichnet man ben 
Tangentenwintel @G AU—= DAB der Ausdehnungscurve flir den Anfangs- 
punkt A durch a, fo hat man auch: 


D 6 
tanqg. — AB = pP’ und daher: 
6 = P tang. c, woraus nun 
Plt 
1) 1 — — ü fo olgt. 


Die Größe tang. c iſt von ven phyſiſchen Eigenfchaften des Körpers ab- 

hängig, und jedenfalls nur durch Verſuche zu ermitteln. Nimmt man 
Ii=l,FfF=-1wP=1l, 

fo erhält man tang. — A; e8 ift alſo hiernach die Erfahrungsgröße 
tang. « die Ausdehnung, weldhe ein Prisma von der Länge Eins 
und vom Querſchnitte Eins durch die Spannfraft Eins erleidet 
(fiehe Combes: Traits de l’exploitation des mines, tome I). Nimmt 
man in der Formel (1) F Eins und A=Lloan, fo erhält man den 
Ausdrud: 


1 
1 = P tang. u, oder lang. cotang, a=L/. 
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Es ift alfo hiernach * 


Prisma vom Querſchnitte Eins (1 Quadratzoll) um feine eigene 
Länge ausdehnen würde, infofern dies ohne Meberjchreitung der . 
Elafticitätögrenge möglich wäre. 


Diefe hypothetiſche Erfahrungsgröße lang 


ſticitätsmodul (franz. coefficient d'élasticito; engl. modul of elasticity) 
des Körpers oder der Materie defjelben genannt und in der Folge durch den 
Buchſtaben E bezeichnet. Es ift alfo hiernach: 
Pl 
2))ı— FE 
oder die relative Ausdehnung, d. h. ihr Verhältniß zur ganzen Länge des Körpers: 
3) 4. P 
ı FE 
aljo umgefehrt, die der Ausdehnung A entfprechende Kraft: 
4 P= . FE. 


Diefelben Yormeln gelten natittlich auc für die Zuſammendrückung A 
durch eine Drudkraft P, und es ift in diefem Falle fogar auch der Elafti- 
citätsmodul E — cotang. & derjelbe wie bei der Ausdehnung, fo lange die 
Elaſticitätsgrenze nicht überfchritten wird, obgleich er hier diejenige Drud- 
fraft bezeichnet, welche ein Prisma vom Duerfchnitte Eins um feine ganze 
Länge, aljo bis auf eine unendlich dünne Platte zuſammendrückt, unter der 
Borausfegung, daß dies möglich wäre, ohne die Grenze der Elafticität zu 
überfchreiten. 

Anmerfung 1. Man kann auch den Elafticitätsmodul Z gleichfeßen dem Ge- 
wichte eines Prismas, welches mit dem Körper, auf den E wirft, aus einerlei 
Materie befteht, und denfelben Duerfchnitt Eins hat. Iſt a die Laͤnge diefes Kör- 


pers und y die Dichtigfeit oder das Gewicht von 1 Cubikzoll der Materie deflelben, 
fo hat man: 


m diejenige Spannkraft P, welde ein 





— — cotang. «& wird der Ela⸗ 





E =ay, um baher umgefehrt a E. 


Dieſe Länge gebraucht Tredgold nah Young) als Maß der Claſticität (ſ. T. 
Tredgold, über die Stärke des Gußeiſens und anderer Metalle). Iſt z. B. für 
Stahl EZ = 30000000 Pfund und y = 0,8 Pfund, fo hat man: 
7 
a= a — 10'000000 Zoll, 

dv. i. eine Stahlftange von 100 Millionen Zoll Länge würde einen Stahlftab von 
demfelben Querſchnitt um feine eigene Länge ausdehnen, wenn das oben angegebene 
Auspehnungsgefeß ohne Einfchränfung richtig wäre, - 

Anmerkung 2. Bei der Ausdehnung oder Zufammenprüdung eines Körpers 
findet zugleich eine Querſchnittsverminderung flatt, die nah Wertheim (f. Compt. 
rend. T. 26) 2/, der Längenausvehnung oder Zufammendrüdung beirägt. If 2 
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die anfängliche Länge, F' der anfänglide Querſchnitt und V das anfänglide Vo⸗ 

(umen Fl ves Körpers, 1, und F, aber Länge und Querfchnitt bei Einwirkung 

der Zugkraft P, fo hat man das entfprechende Volumen: 
„=FuL=FIHFL—-D-(F— FR), al: 
y,-— V=Fh -—DdD—- F— F, 

und die relative Bolumenveränderung: 

,-V’_uh-I!I F-FR 

» ı —7 
F ni — %, (A n ), daher folgt: 


vs, — V un — 1 
7 =4lz-) 
d. i. bie Bolumenvergrößerung ein Drittel der Längenauspehmung. 
Rah Poiſſon's Theorie ift fogar Le F ’_ y, ı T 9). 


Beiſpiele. 1) Wenn der Glafticitätsmopul des Meſſingdrahtes 1’3500000 
Pfund beträgt, welche Kraft ift nöthig, um einen Drabt von 10 Fuß Länge und 
2 Linien Die 1 Linie länger zu ziehen? Ge ift: 


i=10.12 = 1% 3, 2 — Y,, ZSoll, folglich 3 = Aw; 
nd 
4 














Nun ift aber 














ferner F = — 0,7854 (2/,3)? = 0,0218 Quadratzoll, 


demnad die gefuchte Kraft: 
P = Yıw - 0,0218 . 1'3500000 — 204 Pfunv. 

2) Iſt der Elafticitätsmodul von Eifendraht 30’000000 Pfund, und fpannt man 
eine eiferne Mepfette von 60 Fuß Länge und 0,2 Zoll Die mit 150 Pfund Kraft 
an, fo nimmt biefelbe um die Länge 

150 60.12 3600 


Tragvermögen der Körper. — Tragmodul und Festigkeits- $. 205 
modul. Die Zugkraft A B, Fig. 312, welche einen prismatifchen Körper 
| Fig. 312. 
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vom Duerfchnitte Eins bis zur Elafticitätsgrenze ausbehnt, heißt der Trag- 
modul des Körpers in Hinfiht auf Ausdehnung, und fol in’ ber 
Volge durch 7 bezeichnet werden, wogegen die Druckkraft 4 Bi, welche den⸗ 
felben bis zur Grenze der Elafticität zufammendrädt, der Tragmodul des 
Körpers in Hinfiht auf Zufammendrüdung zu nennen und im Yol- 
genden durch 7; zu bezeichnen if. Aus den Tragmodul 7’ und T, laſſen 
fich mit Hülfe des Elaſticitätsmoduls E auch leicht die Ausdehnung o und 
Zufammendrüdung o, bei der Elafticitätsgrenze berechnen; denn es ift 
e_T ss 7 
ITE"ıITE 

Iſt F der Querſchnitt eines prismatifchen Körpers, welchem diefe Trag⸗ 

model 7 und 7, zulommen, fo hat man da8 Tragvermögen befjelben: 
1) für Zug . .. P=FT 
und das für Dud. P= FT. 

Bei Bauausführungen follen die Körper nie über die Elafticitätögrenze 
hinaus belaftet werden, alfo die Belaftungen felbft die gefundenen Tragver- 
mögen nicht überfchreiten. Deshalb find denn auch den hierzu verwendeten 
prismatifchen Körpern Ouerfchnitte zu geben, welche durch die Formeln 


P 
= 7 und 


2) 
n= n beſtimmt werben. 


Wegen der zufälligen Ueberlaftungen und Erfchütterungen, welchen die 
Bau- und Mafchinenwerfe noch ausgefegt fein können, jowie wegen der Ber- 
änderungen, welchen die zu denſelben verwendeten Körper im Laufe der Zeit 
durch die Einwirkungen der Luft, des Waſſers u. ſ. w. ausgefegt find, giebt 
man diefen Conftructionen infofern noch eine größere Sicherheit, daß man in 
den vorftehenden Formeln ftatt der Tragmodul nur die Hälfte oder ein Drit- 
tel derfelben einführt, alfo die Querſchnitte zwei= bi8 dreimal fo groß nimmt 
als diefe Formeln unmittelbar angeben. Um eine mfache Sicherheit zu erhal- 


ten, find folglich in den Formeln F -7 oder F} = m ftatt. 7 oder Th, 
1 


die Sicherheitsmodel = oder A einzuſetzen. 


Die Zugkraft A U (Fig. 313), bei welcher der prismatifche Körper von 
Duerfchnitt Eins zerreißt, heißt der Feſtigkeitsmodul des Körpers in 
Hinficht auf da8 Zerreigen und wird. gewöhnlich mit dem Buchftaben X 
bezeichnet, und ebenfo nennt man die Druckkraft A U, , bei welcher das Zer— 
drüden oder Zermalmen des Körpers eintritt, den Feſtigkeitsmodul des 
Körpers in Hinficht auf das Zerdrücken und bezeichnet ihn durch den 
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Buchſtaben K,. Hat der prismatifche Körper den Querſchnitt F, fo if 
natürlich: 


Fig. 313. 





Fee FE bie Kraft zum Berreißen, und 
—= FKı die Kraft zum Zer drücken diefes Körpers, 


Noch Ki beffimmt man auch die Querjchnitte der Körper mit Hilfe der 
Bruch- oder FeftigfeitSmodul, indem man in die Formeln Ä 


3) 


F= und 
4) , 
F=z 


ftatt K und K, fogenannte Sicherheitsmodul, d. i. Heine Theile = oder 


* ‚3. B. Viertel, Sechstel, Zehntel u. ſ. w. dieſer Erfahrungszahlen ein- 
—9 Wäre der Tragmodul bei allen Stoffen ein und derſelbe Theil des 

Be > Vebältniſe AB — Z om AB —_ 2 
Teftigfeitsmodul, wären alſo die Verhältnifie Ar r nd AUT Eu 
beftimmte Zahlen, fo würde die Beftimmung des Duerfchnittes mittels der 
Sicherheitsmodel auf Daffelbe führen wie die mittel8 der Tragmodel; da 
aber dieſe Berhältnifje bei verjchiedenartigen Körpern verſchieden find, jo ift 
nur diefe Beſtimmung mitteld der Tragmodel T und T, ober vielmehr mit- 


T, 


teld der Sicherheitstragmodel 2 und 7 die allgemein richtige und 
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angemefjenere und nur dann mittel8 der Sicherheitöbruchmodel - und 4 


zu rechnen, wenn die Tragmodel nicht befannt find. 
Iſt der Querſchnitt des Körpers ein Kreis vom Durchmefler d, Jo 


d? 2 
bat man —- = F, daher P = * T = 0,7854 d? T und 


d — * — 1,128 VFr—= 1,128 = zu ſetzen, 


und es läßt fich hiernac aus der Belaftung oder Spannung P eines Körpers 
und dem Tragmodul 7 feiner Materie die Stärke finden, bei welcher ber 
Körper nicht über die Elaſticitätsgrenze hinaus angejpannt wird. 


Beifpiele. 1) Welche Laft kann eine Hängefäule aus Fichtenholz aufnehmen, 
wenn dieſelbe 5 Zoll breit und 4 Zoll dick ii? Den Tragmobul zu 3000 Pfund 
und den Querſchnitt F—5.4— 20 Duadratzoll angenommen, erhält man 
P = FT = 20.3000 = 60000 Pfund ale Tragkraft diefer Säule. Wird aber 
der Feſtigkeitsmodul K — 10000 Pfund zu Grunde gelegt und eine vierfache 
Sicherheit angenommen, fo erhält man P = FK — 20.1000), — 50000 Pfb.; 
um auf lange Zeit Sicherheit zu haben, nimmt man aber für X den zehnten 
Theil an, und erhält fo P = 20.1000 —= 20000 Pfund. 

2) Eine fchmiebeeiferne und rund abzudrehende Zugftange foll eine Laft von 
4500 Pfund aushalten; welchen Durchmefler muß viefelbe erhalten? Hier ift 
T = 18000 Pfund, daher d = 1,128 a = — 1,128. V%0 = 0,535 Zoll. 
Der Feftigfeitsmobul des Schmiedeeifens ift für eine Mittelgattung = 56000 Pfund; 
nimmt man aber fünffache Sicherheit, fo befommt man X = 11200 Pfund und 

4500 


d— 1,128 76” 0,715 Zoll als die gefuchte Stangendide. 








8. 206 Arbeitsmodul. Wenn man einen prismatifchen Körper durch eine 
nad) und nad) von 0 bis P—= AM —= NO (ig. 314) wachſende Kraft 
anfpannt und dadurch von Null bi8 A —= MO — AN verlängert, jo wird 
dabei eine gewiffe mechanifche Arbeit verrichtet, welche, wie (aus $. 72) be- 
fannt, das Product aus dem Wege oder der ganzen Ausdehnung AN und 
aus dem Mittel der von 0 bi8 P — NO ftetig wachjenden Spannkträften 
ift, und fich daher aud) durd) die Fläche AN O ausdrücken läßt, welche der 
Ausdehnung AN —= A als Abſeiſſe, und der Spannkraft NO=AM=P 
als Ordinate, zukommt. UWeberfchreitet diefe Ausdehnung nicht die Elaftici- 
tätögrenze, fo ift die Fläche AN O als ein vechtwinkeliges Dreieck anzufehen, 
deſſen Katheten A und P ſind, und es iſt daher die entſprechende mechaniſche 
Arbeit: 

—= 4 AP. 
Sest man hierin: - 
\=0lwP=[FT, 


$. 206.] Die Zug⸗, Druds u. Schub-Elafticität u. Feſtigkeit. 349 


fo erhält man die Arbeit zum Ausdehnen ſo bis zur Elafticitäts- 
grenze: 


L='!nel.FT= sT.Fl= AV, 
Fig. 314. 





wenn V das Volumen FT des Körpers und A eine Erfahrungszahl, den 
fogenannten Arbeitemodul der Elafticitätsgrenze für die Ausdeh- 
nung bezeichnet, welcher aud) durch den Ausdrud 


A=1, AC.CD=1T— 1 — 1/,08E 


beftimmt werden Tann. 
Ebenſo ift natürlich auch fir die Compreffion bis zur Elafticitäts- 
grenze die erforderliche mechanijche Arbeit 
' L, — VA, 
zu fegen, wobei A, den Arbeitsmodul 


72 
14AG.ıD = %aTı = "a = Ih E 


der Clafticitätsgrenze für die Zufammendritdung bezeichnet. 

Fir die medjanifche Arbeit zum Zerreißen und zum Zerdriiden des pris- 
matifchen Körpers laſſen ſich gleichgeformte Ausdrücke anwenden; es ift die- 
jelbe für den erften Fall: | 

L=VB, 
und flir den zweiten: 

L=VB, 
wenn B — Flähe AUW, den Arbeitsmodul des Zerreißens, und 
B, = Flähe AU, Wi, den Arbeitsmodul des Zerdrüdens bedeutet. 
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Man erfieht aus dem Vorftehenden, daß ſowohl die mechantfche Arbeit, 
welche einen prismatischen Körper bis zur Elafticitätsgrenze ausdehnt und 
comprimirt, als auch diejenige, welche das Zerreißen und Zerdrücken deſſelben 
herbeiführt, gar nicht von den einzelnen Dimenfionen, jondern nur vom 
Bolumen 9 des Körpers abhängt, daß aljo 3. B. zwei Prismen aus dem- 
felben Material denfelben Arbeitsaufwand zum Zerreißen erfordern, wenn 
das eine doppelt jo lang als das andere ift und dagegen fein Querfchnitt 
nur die Hälfte vom Querſchnitt des anderen ausmacht. 


Beiſpiel. Wenn der Elaftieitätsmodul des Schmiebeeifens FE — 27'000000 
Pfund und die Ausdehnung defielben bei der Glafticitätsgrenze, « — og iſt, 


fo beträgt der Tragmodul deſſelben, da — 5 iſt: 


T= oE = ——— = 18000 Pfund, 
und folglich der Arbeitsmodul der Klafticitätsgrenze für Ausbehnung: 
_ _ T _,,.sm _ 18000 __ 18000 _ 
dh T =; hen 000 6 Sollpfund. 
Um alfo einen prismatifchen Körper aus Schmiedeeifen, deſſen Bolumen = V 
ift, bis zur Glafticitätsgränge auszudehnen, ift die mechaniſche Arbeit 
L = AV = 607 Zollpfund 


nöthig. . . 
Wäre 3. B. der Inhalt dieſes Körpers 9 —= 20 Eubikzoll, fo würde biefe 
Arbeit L— 6,0.20 — 120 Sollpfund — en =- 10,0 $ußpfund betragen, 


($. 207) Ausdehnung durch das eigene Gewicht. Sat ein prismatifcher 
Körper AB, Fig. 315, eine bedeutende Länge 7, fo erleidet er durch 
fein Gewicht eine namhafte Ausdehnung, welche wie folgt zu beftimmen 
if. Bezeichnet F den Querſchnitt diefes Körpers, Y feine ‘Dichtigfeit oder 
das Gewicht eines Cubifzolles feiner Materie, und x die veränderliche Länge 
eines Stuckes deſſelben, fo befteht die Spannung eines Elementes MN dieſes 

Fig. 315. Körpers aus dem Gewichte des darunter befinblichen Kötper- 
ſtückes BM = YFx, und es ift folglic, [nach $. 204, (2)] 
die entſprechende Ausdehnung ber Länge MN = 9x diefes 
Elementes: 


m a tt? 0x = ? zdz 
\ — FE EEE" 


Durd) Integration ergiebt fih nun die Ausdehnung des 
ganzen Stückes BM: 


—_ + a 
= 2 (zo, 


P und folglich die des ganzen Körper AB: 
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1 — ye 1? _Y Ft: N 2 G 
2E 232F E FE 
wobei G —= YFl, das Gewicht des ganzen Körpers bezeichnet. 
Wäre dieſes Gewicht nicht auf ben Körper gleichmäßig vertheilt, fondern 
am Ende B deffelben wirkſam, jo witrde die Ausdehnung 








betragen. 

Es iſt alfo die Ausdehnung des Körpers in Folge - feines Gewichtes, 
A — Us A,, nur halb fo groß als die, welche ein gleich großes Gewicht 
am Ende des Körpers hervorbringt. 

Daffelbe Geſetz gilt natitrlich auch für die Compreffion A eines Körpers 
durch fein eigenes Gewicht. 

Wirkt in dem einen oder dem anderen Yalle an einem Ende des Körpers 
noch eine befondere Zug: oder Druckkraft P, fo hat man die entjprechentre 
Ausdehnung oder Compreffion: 

Pl ! _er + 1/ 2 G)1l 
FE ’ 
wobei da8 obere Zeichen zu. nehmen ift, wenn die Kraft P mit dem Ge- 
wichte G in gleicher Richtung, und das untere, wenn fie dem Gewichte ent- 
gegengejett wirkt. Im legteren Falle fällt natürlich die Ausdehnung Fleiner 
aus, als wenn P die alleinige Zug- oder Drudfraft wäre. Es ift hier fogar 
die Geſammtausdehnung oder Zuſammendrückung — Null, wenn 
aG=P, oder =YyFli=32P, alſo 
_2P 
— 77 
beträgt. 
Die Kraft P am Ende eines Lorpers sehn denfelben an allen Stellen 


gleichviel, nämlich im Verhalmiſſe— aus, wogegen das Gewicht G 


= 
ia. 0 YE ua 

im verönderlichen Berhältnifie 55 ausſpannt oder comprimirt. Es 
iſt folglich das totale Ausdehnungsverhältniß an einer Stelle, welche um die 
Länge x vom Angiiftapuntiu de Kraft P abfteht: 


1erta-tr)n 
I rt F —- E 


Wirkt die Kraft P mit 6 in gleicher Richtung, fo ift natitrlich das Aus- 
dehnungs⸗ oder Compreſſioneverhaimiß am größten für 2 — 1, und zwar: 


"(24 n)4 240 
I "\F FE’ 


⸗ 
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dagegen am Fleinften, und zwar: 
h_r 
- ı FE 
für x = 0, d. i. an der Stelle B, wo P angreift. 
Wirfen P und G@ in entgegengejegten Richtungen, fo hat man zu unter 


ſcheiden, ob 1 < * oder > v5: alſo a <P oder G P iſt. 
Im erſteren Falle iſt das Ausdehnungs- ober Compreſſionsverhältniß 


Aı P 1. — + 

7* (5 — y& 5 ein Maximum für x = 0, und zwar — 77 und 
1 

ein Minimum fir 2 —=1, und zwar — (+ —yl E Im leßteren alle 


ift e8 für x — 0 ein poſitives Marimum u und für z = 1 ein nega- 


1 
fives Marimum (pi — =) und es fällt dagegen für x — 


Null aus. 
Damit der Körper nur bis zur Clafticitätsgrenze gedehnt oder gepreft 
werde, darf das Marimum von dem Ausdehnungs- oder Compreffionsver- 


hältnifle (2 + ya r höchſtens — 6 — z oder einfacher, da8 Mari⸗ 


Ei 
Fy’ 


/P 
mum von (= + ya) — T jein. Nun ift aber in dem Falle, wenn P 


mit @ einerlei Richtung hat, diefes Marimum 
+ _P+YrFl _P+ G 
Ft ST 
daher ift auch dann tee = T, wer P= F(T— yl) und folglid 
der entfprechende Ouerfchnitt 
| Fr #_. 
= 1 
wirken Hingegen P und @ entgegengefegt, fo hat man diefes Marimum 
P P 
entweder — F oder — (7 — 5) 
und daher den entſprechenden Querſchnitt gleich dem größeren der Werthe 


yi—T 
Setzt man in dieſen Formeln K ftatt T, fo erhält man die Bedingungen 
des Zerreißens und Zerbrechens, alfo im eriten Falle: 
P=F(K—y) un im zweiten: 
entweder P= FK dr P=F(pl—R). 
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Sir P — 0 hat man natikrlid) entweder: 


yi— T=0, all =, oder: 


yi— K=0, = 


je nachdem es bloß auf eine Spannung bis zur Clafticitätögrenze ober auf 
eine Trennung durch Zerreißen oder Zerdrücken des Körpers anfommt. 


Anmerfung Das mechanifche Arbeitsvermögen, welches ein prismatifcher 
Körper in fih aufnimmt, wenn er durch fein eigenes Gewicht ausgedehnt ober zus 
fammengebrüdt wird, iſt auf folgende Weife zu ermitteln. Das Element MN, 
Fig. 316, deflen Länge dx ift, wird dur das Gewiht YF'x des Körperftüdes 








Fig. 316. BM nad und nad von O auf da — =? ausgebehnt, und es iſt 
daher die hierzu nöthige Arbeit: 
2 F'r3 
= YyFx.2d — 4. Y — IX. 


N Menn man daher diefen Ausedruck integrirt, fo erhält man das 
Arbeitsquantum für alle Stangenelemente von B bis M: 
ya Fx3 

3E ’ 





2 
= wg [= = Y.. 


und alfo das für die ganze Stange: 
B Leu ER PR, G21 
2 3E 2 3FE ı8FE 


wobei (nach $. 207) A = Ya Ep bie ganze Ausdehnung der Stange 
bezeichnet. 


Beifpiel. Wenn ein Bleidraht, deſſen Feftigkeitsmovul K — 3000 Pfund, 
und Dichtigfeit, auf den Cubikzoll bezogen, y — 0,406 Pfund ift, vertical aufs 
gehangen ift, fo zerreißt verfelbe bei der Länge 


X 3000 
durch fein eigenes Gewicht. Beträgt der Tragmodul deſſelben 7 = 1500 Pfund, 
fo erreicht feine Ausdehnung die Elafticitätsgrenge bei einer Länge 

„— ZT _ 150 

1 y — 0,406 — 3694 Zoll = 308 Fuß, 
und ift der @laftieitätsmobul diefes Drahtea, Z — 960000 Pfund, fo hat man die 
entfprechende Ausdehnung veflelben : 

T 1500 5.77 


= gt = 96000 :308 = 30 = 0,0481 Fuß = 0,576 Zoll. 








= Ch, 


pP 


Körper von gleichem Widerstande. Wirb der Zug oder Drud 8. 208 
P eines verticalen prismatifchen Körpers nod) durch das Gewicht G 
befielben anfehnlich vergrößert, jo hat man natürlich 

P+G6=FT, veP=fFT— G=F(T— 1) 

Weisbach's Lehrbud der Mechanik. I. 23 
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zu fegen, und hiernad) den Querſchnitt F' diefes Körpers durd) den Ausdrud 
P 

= 

zu beftimmen (vergl. $. 207). 

Iſt diefer Körper, wie z.B. AB, Sig. 317, aus pridimatifchen Theilen 
zuf ammenzufegen, fo fann man, um Material zu erfparen, jedem diefer Theile 
einen nach diefer Formel zu berechnenden Querſchnitt geben. 
Haben dieſe Körperſtücken die Längen li, I, I; u. ſ. w. und 
ſteigert ſich die Laſt P durch die Gewichte Fly, Fly, 
Fz1; y u. ſ. w. der Stüde nad) und nad) auf P,, P,, Ps u. ſ. w., 
fo ift hiernach der erforderliche Querſchnitt des erften: 

P 


T— Iy 





A=ponr 
ferner der des zweiten: 
_ Pı _ AT 
h= T— hy T-—hy’ 
der des dritten: 
PF,= bh — FIT u. ſ. w. 


T—hky T-—-hy 
Sind alle Stüde gleich Lang, iſt ap h =, —= x. = 1, fo hat 
man einfacher: 


m — pP __P 7.) 
ı TT- yT T\T— 1’ 

no RT __PT _P T I). 
’ = T-y (T- Ye T\T— iy 





a) 
h=7_n Tim) " 
aljo allgemein, den Ouerfchnitt des nten Stikdes: 


=) 


Sollten alle Stüde einerlei Querſchnitt erhalten, fo würde derjelbe die 
Größe 


P 
F= Tan a = Tal m) erhalten müſſen. 
Während in diefem Falle das Volumen des ganzen Körpers 
nPl 


ift, beftimmt fich dafjelbe in dem Falle, wo jedes Stüd feinen angemefjenen 
Querſchnitt hat, durch die geometrifche Reihe: 
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=(A+R+..+ Mil 


— —I... en) | 

=! r te) + + " 

Nun ift aber (f. „Ingenieur“ Seite 82) die Summe der geometriſchen 
Reihe in der Parenthefe: 


daher folgt: a er) 


nel) - —— 
yı\ıT—iy Y 
und das Vewicht des ganzen Körpers: 
G= (Fr - FMJ 
Iſt die Ränge 7 eines Stückes ſehr klein, und dagegen die Anzahl n der 
Stüde ſehr groß, fo kann man, wenn man noch die ganze Länge nT durch 
a bezeichnet, genau wie in 8. 194 fchließend, 
_ wm (tr _ U mlı _ IV _meH 
ey = (x ”) *7 9) 7 
ſetzen, wobei e — 2,71828..., die Grundzahl der natürlichen Logarithmen 
bezeichnet, und es iſt hiernach: 
— (TVE 
F, n = T n)= € — HF oe ,; 


Te T 


die Größe des anfänglichen Querſchnittes B bezeichnet. 








wobei Fu, = 2 


Annähernd ift auch: 
re Zur 
und dagegen: | | 
„2024 @)] 


Das Volumen des aus vielen Heinen Stüden zufammengefegten Körpers 
ergiebt fich auf dem angezeigten Wege: 


[17 


annähernd: 


fen] 


23* 
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wogegen das Volumen des Körpers mit gleichem Querſchnitt annähernd 


el e)]e 


Die Formeln 


Fı = Pr und V„ = F ( ı) 
T Y 
gelten natürlich aud) für jeden Körper wie AB, ig. 318, und AB, 
Fig. 319, mit fid) ftetig änderndem Querſchnitte. Um mit Hülfe derfelben 
den Querfchnitt F, für eine Stelle M und das von 
Zu demfelben abgefchnittene Körpervolumen Yı finden, 
hat man nur in diefen Formeln für a den Abftand 
BM der gegebenen Stelle vom Angriffspunfte B 
der Zug= oder Drudfraft einzufegen. Die hierdurd) 
beftimmten Körper haben an jeder Stelle den der 
beftimmten Tragkraft entfprechenden Querſchnitt, und 
heißen deshalb Körper von gleihem Wider- 
ftande (franz. solides d’egale resistance; engl. 
bodies of uniform strength). Dieje Körper haben 
unter übrigens gleichen Berhältnifien das Fleinfte 
Bolumen, erfordern daher auch die Hleinfte Menge 
Material, und find deshalb im Allgemeinen die wohlfeilften und vortheil- 
hafteſten in der Anwendung. Vergleichen wir z. B. einen ſolchen Körper 
mit einem prismatiſchen, ſo finden wir durch die obigen Näherungsformeln, 
daß derſelbe ein Volumenerſparniß von 


_ wm _—_FPeller 5 (2) ]= rl 5 se) 
— rg 27T 1+r7 
gewährt. 








Anmerfung. Da vie relative Ausvehnung oder Zufammendrüdung eines 
Körpers von gleihem Widerftande überall dieſelbe, nämlich o — z ift, fo fleis 


gert ſich folglich vie Gefammtausdehnung veffelben auf A —= co—— a, während 


fie bei dem prismatifchen Körper nur die Größe 


‚- Ptnma_Ptne.T, 


= Pa E 
bat. . 
Beifpiel. Welchen Querſchnitt muß ein 1000 Fuß langes fchmiebeeifernes 


Schachtgeſtaͤnge erhälten, wenn daſſelbe außer feinem eigenen Gewichte noch eine 
Laſt P 75000 Pfund zu tragen hat? Nimmt man ftatt des Tragmoduls 


—4 
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T = 18000 Pfund einen Sicherheitsmodul 3 — %000 Pfund an und febt man 
das Gewicht eines Cubikzolles Schmiebeeifen: 
7,70 .61,75 
y= 2.12.19 7 92752 Pfund, 
fo folgt der gefuchte Querſchnitt: 
op —_ 75000 _ 75000 _ | 

F= 7-7 ” 5000 — 12000.02752 — zeng — 19,16 Ouabratgoll 

und das Gewicht des Geſtaͤnges: 
G = F.ay = 13,16. 12000 .0,2752 = 43460 Pfunt. 

Könnte man diefem Geftänge die Form eines Körpers von gleihem Widerftande 

geben, fo würde man zum Fleinften Querſchnitte: 


zum größten: 
Fu = 8,33 . e072.1,888 — 8,38. ee — 12,038 Quadratzoll, 
und das Gewicht des Geftänges: 
G.= VY.y = (FM — F)T = (12,08 — 8,33) . 9000 = 38300 Pfunb 
erhalten. 
Iſt der Elaftieitätsmopul des Schmiebeeifens, EZ = 27000000 Pfund, fo hat 
man folglich die Verlängerung des Geftänges im Iehteren Falle: 
T __18000.1000 _ 18 — 3%, Kup — 8 Soll, 


= az — 
und dagegen im erfteren: 
P+ Y,G, __ 75000 + 21730 _ 86780.8 
Pra "7 75000 Faso ® = Tasıso 7 608 Il. 


Ausdehnungs- und Compressionsversuche. lim das Kilaftici- 
tätögefeß eines Stoffes vollftändig Fennen zu lernen, ift nöthig, daß man 
möglichft lange prismatifche Körper aus demfelben durch allmälig zu vers 
größernde Gewichte nicht allein nach und nad) und bis zum Zerreißen aus- 
dehne, fondern auch nad) und nad) bis zum Zerdrüden zufammenpreffe, und, 
daß man hierbei die durd) jedes Gewicht beiwirkte Ausdehnung oder Zufam- 
mendrückung beobachte. Giebt man dem zu unterfuchenden Körper eine ver- 


8. 209 


ticale Rage, jo können diefe Gewichte unmittelbar an diefe Körper angehangen 


oder auf diefelben aufgelegt werden und fie_geben dann unmittelbar die Größe 
der Zug- oder Drudkraft des Körpers an. Um aber nicht mit zu großen 
Gewichten erperimentiren zu müſſen, zieht man es vor, die Gewichte mittels 
ungleiharmiger Hebel auf den Körper wirken zu laffen, wobei diefelben im⸗ 
mer an den längeren Arm (a) angehangen werden, während das eine Ende 


des Körpers vom kürzeren Arme (b) ergriffen wird. Durch Multiplication 


des Gewichtes G mit dem Armverhältniffe — ergiebt ſich dann leicht die ent⸗ 


ſprechende Zug- oder Druckkraft 2 = G. Auch wendet man mit Vor⸗ 





858 Vierter Abfchnitt. Erſtes Eapitel. [$. 209. 


theil, namentlicd) zur Erzeugung bedeutender Jug- oder Drudkräfte, anftatt 
der Gewichte fogenannte- bybraulifche Prefien an. Um die Größe der Aus⸗ 
dehnung oder Zufammendrüdung beobachten zu können, verfieht man entweder 
den zu unterfuchenden Stab in der Nähe von jedem feiner beiden Enden mit 
einem feinen Striche, ober man befeftigt an diefen Stellen auf demfelben ein 
Paar, vielleicht gar als Verniere vorgerichteter Zeiger, und um nicht nur bie 
elaftifche, fondern auch die permanente Ausdehnung zu ermitteln, mißt man 
die Entfernung diefer Striche oder Zeiger von einander nicht allein vor dem 
Auflegen und während des Aufliegens eines Gewichtes, fondern auch nad) 
erfolgter Abnahme deifelben, und läßt auch gern inzwifchen mehrere Minuten, 
oder nach Befinden einige Stunden Zeit verfließen, weil, zumal bei ftärferen 
Spannungen, die Ausdehnung und Zufammendrüdung nicht momentan, fon- 
dern erft nach Verlauf einer längeren Zeit einen gewiſſen Werth annehmen. 
Die Ausmeflung diefer Entfernung erfolgt entweder durch einen Stangenzir- 
fel oder mitteld einer unmittelbar am Stabe hinlaufenden Eintheilung; auch 
wendet man hierzu ein fogenanntes Kathetometer an, welches in der Haupt- 
ſache in einem an einem verticalen Stabe auf» und a nn Luft= 
blafenniveau (f. „Ingenieur“ ©. 234) bejteht. 

Um die Compreffion an längeren Stäben beobachten zu künnen, muß man 
diefe Stäbe während des Verfuches in eine röhrenförmige Leitung ftellen ; 
auch find diefelben von Zeit zu Zeit einzuſchmieren, damit ſie ſich ohne Hin⸗ 
derniß in dieſer Leitung verſchieben können. 

Kommt es nur darauf an, den Feſtigkeitsmodul eines Körpers zu ermit- 
teln, fo kann man fich zu den Verſuchen Fürzerer Körper bedienen. 

Zu den Zerreißungsverfuden wendet man Körper mit ftarfen 

Fig. 320. Köpfen, A und B, Fig. 320, an, 
welche genau in der Are durch— 
bohrt find. Jede Durchbohrung 
erhält in dev Mitte eine ringför- 
mige Schneide, damit der Körper 
mittel® eines durchgeftedten Bol- 
zens CD und durch einen die Enden diefes Bolzens ergreifenden Hafen 
FF genau in der Are gezogen werde. Bei den 
Zerbrädungsverfuden giebt man dem 
Körper A, Fig. 321, zwei parallele Grundflächen, 
und bringt denfelben zwifchen zwei Eylinder Bund 
C mit ebenfalls eben abgefchliffenen Grund- 
flächen; während nun der abgerundete Kopf H 
des einen Cylinders von der preflenden Kraft 
ergriffen wird, ſtützt fich der andere Cylinder 
gegen eine ftarfe Fußplatte D, und gleiten 
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beide in dem Inneren eines Cylinders EF. Der Drud P auf den Kopf 
H. des, Stempel® B befteht entweber in der Kolbenkfraft einer hydrauliſchen 
Prefie oder in der Kraft eines in der Figur nur zum Theil angegebenen 
einarmigen Hebeld LO. 

Während das Zerreißen eines Körpers in dem Heinften Querſchnitte def- 
jelben erfolgt und fich daher der Körper nur in zwei Stüde zertheilt, geht 
das Zerdrüden in der Kegel in fchiefen Flächen vor fich, wobei der Körper 
in mehrere Stüde zerfällt. Prismatifche Körper zertheilen fich hierbei vors 
züglic) in zwei Pyramiden, welche die beiden Grundflächen des Körpers zur 
Bafis und den Mittelpunkt deffelben zur Spitze haben, und nächftdem in’ 
andere pyramidenähnliche Körper, deren Grundflächen die Seitenflächen des 
Ganzen ausmachen und deren Spigen ebenfalls die Mitte des Körpers ein- 
nehmen. Körper, welche nach verjchiedenen Richtungen ein verſchiedenes 
Gefüge Haben, verhalten fich natürlich anders; fo wird z. B. ein Holaftüd 
durch eine Kraft, welche in der Richtung der Faſern deffelben wirkt, dadurch 
zerdrüdt, daß im Fleinften Querfchnitte deffelben eine wulftförmige Ausbie- 
gung entfteht. 


Ausdehnungsversuche. Die erften gründlichen Unterfuchungen über 8. 210 
die Ausdehnung und Elafticität des Eifens in Drähten haben wir Gerftner 
zu verdanfen. Derfelbe verwendete zu den hierbei zu Grunde gelegten Verfu- 
hen Eifendraht von 0,2 bis 0,8 Linien Dicke und bediente ſich des in Fig. 
322 abgebildeten Hebelapparates mit einem 15 Fuß langen Zeiger CD, einem 


Fig. 322. 





Draht EF wınde am Ende E feftgeflemmt und mit dem oberen Ende um 
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einen Wirbel F gewunden, welcher fich mittel8 einer Schraube S ohne Ende 
umdrehen ließ, wodurd) natürlich dem Drahte jede beliebige Spannung gege- 
ben werden konnte. Die dadurch bewirkte Ausdehnung des Drahtes gab die 
Zeigerjpige D an einem eingetheilten Stabe AB vervierundfünfzigfacht 
an. Die fchneidige Are C des Hebel fowie der Wirbel F, um welche das 
obere Ende des Drahtes gewunden war, und die Schraube ‚ohne Ende S 
zum Umdrehen des Wirbels find in Fig. 323 in größerem Maßftabe be- 
Fig. 323. fonder8 abgebildet. Durd) dieſe Der- 
juche weift Gerſtner nad), daß jede 
Ausdehnung die Summe von zwei Aus- 
dehnungen ift, wovon die eine (die ela= 
ftifhe Ausdehnung) nad) Abnahme 
des Gewichts verſchwindet, und die an- 
dere (die permanente Ausdehnung) 
zurückbleibt, und dag in folge deffen die 
Ausdehnung A fogar innerhalb der Elafticitätsgvenze nicht genau der jpan- 
nenden Kraft P proportional, fondern daß es angemeflen ift, die Formel 


P= E FE[$. 204 (4)] 

durch die Reihe 
R 2 

P=2|ı + u: + B(7)]r= 
worin a und 4 Erfahrungszahlen bezeichnen, zu erjegen. 
. Später wurden von Tagerhjelm fowie auch von Brir ausgedehnte 
Verſuche über die Elafticität und Feſtigkeit des Schmiedeeifens und Eifen- 
drahtes zur Ausführung gebradjt. Beide Erperimentatoren wendeten zu 


ihren Verſuchen einen Winfelhebel AC.B, Fig. 324, an, beilen län- 
gerer Arm OB von dem auf eine Wagfchale W aufgelegten Gewichte G 


Fig. 324. 
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abwärts gezogen wurde, wodurch ber am Fürzeren Arme CA angefchlofjene 
Eifenftab ober Draht DE beliebig gefpannt werden konnte. Bei dem Ap- 


parate von Brir betrug da8 Hebelarmverhältniß Ze — Ugo, und e8 war 


hier das eine Drahtende D mittel8 Kluppe, Hafen und Bolzen an den Arm 
CA und das andere Ende E auf gleiche Weife an eine Schraube S befe- 
ftigt, welche durd) eine Kurbel K und mittel® eines Räderwerkes in Umdre- 
hung gefegt werden konnte. Zur Angabe der Längenausdehnung dienten zwei 
Nonien d und e, welche an. den Enden auf den Draht aufgefchraubt wurden 
und über zwei in Biertellinien eingetheilten Scalen fg hinliefen. Nachdem 
man den Draht in den Kluppen eingellemmt hatte, wurde die Wagſchale nad) 
und nad) mit größeren Gewichten beladen, und bei jedem einzelnen Verſuche 
durch Drehung der Kurbel K des Räderwerkes, der Draht fo gefpannt, daß 
fich der Hebel von feiner Unterftigung erhob, und fic jo die Spannung des 
Drahtes mit dem Gewichte @ ind Gleichgewicht fegte. Die Verjuche wur- 
den mit Drähten von 11/, bis 1'/, Linien Stärke ausgeführt und gaben 
für diefelben, wenn fie ungeglüht waren, im Mittel den Feftigfeitsmodul 
— 94000 Pfund, und dagegen nad) dem Glühen, K — 62000 

Pfund. Der Elafticitätsmodul wurde dagegen für geglühten und ungeglüh— 
ten Draht im Mittel Z — 28'000000 Pfund gefunden; ferner ergab ſich, 
daß die Grenze der Klafticität erreicht wurde, wenn die Spannung bei 
ungeglühten Draht 0,5 K und bei geglühtem 0,6 K betrug. Bei ftärkeren 
Spannungen traten bleibende Ausdehnungen (Stredungen) ein, und es 
betrug die ganze Ausdehnung im Augenblide des Zerreißens bei ungeglüh- 
tem Drahte 
. — 0,0034, und beim gegluhten Z — 0,0885, alfo 26mal fo viel. 

Bei dem Apparate von Lagerhjelm erfolgte die Anfpannung des Drahtes 
durch eine hydraulifche Prefie, deren Kolbenftange das Ende des Eifenftabes 
ergriff. | 

Zu diefen Berjuchen verwendete Lagerhjelm verfchiedene Eifenftäbe von 
36 Zoll Länge mit Freisrunden und quadratischen Duerfchnitten von !/, Zoll 
u. |. w. Seitenlänge. Denjelben zufolge ift im Mittel der Elafticitätsmodul 
des fchwedifchen Schmiedeeifens: 

E — 44'000000 Pfund, 
der Feſtigkeitsmodul 
K- 55 E — 88000 Pfund, 

und der Tragmobul 
" 1 


— — |, ' — 
T=6.E= 2505 ' 44000000 — 27500 Pfund. 
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Wertheim ließ bei feinen Verjuchen über die Elafticität und Cohäſion 
der Metalle die zu unterfuchenden Drähte frei herabhängen, und befeftigte an 
denfelben einen Gewichtsfaften, welcher mittels Fußſchrauben auf dem Fuß- 
boden ruhen Fonnte. Um den Draht durch die in den Kaften gelegten Ge- 
wichte anzufpannen, wurden die Fußſchrauben fo weit herumgedreht, bis der 
Kaften zum Schweben fam. Zur Ausmittelung der Ausdehnungen des 
Drahtes diente ein Kathetometer. Diefe Verfuche wurden unter ſehr ver- 
fchiedenen Temperaturen an vielerlei Metalldrähten, als von Eifen, Stahl, 
Meffing, Zinn, Blei, Zink, Silber u. |. w., angeftelt. Die Hauptergebniffe 
diefer Verfuche find in der folgenden Tafel ($. 212) enthalten. 

Der Apparat, womit Fairbairn feine eftigfeitsverfuche angeftellt hat, 
befteht in der Hauptfache in einem ftarfen fehmiedeeifernen Hebel oder Wag⸗ 
balfen ACD, Fig. 325, deſſen Stüßpunft D von einem ftarfen Bolzen 
F feftgehalten wird , welcher von unten mittel8 einer Schraubenmutter höher 


Fig. 325. 





oder tiefer geftellt werden kann. Zwei eiferne Säulen geben dem Fußftüd 
HH; durch welches F hindurch ging, den nöthigen Widerftand. Das zu 
unterfuchende Eifenftüd LM war mittels einer Kette an dem auf den Säu- 
len TT ruhenden Träger KK aufgehangen und durd) Bolzen und Ringe 
mit der Scheerre C des Wagbalkens A CD verbunden. An dem langen 
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Arme bes letzteren hing nicht bloß ein größeres conftantes Gewicht G, fon- 
dern auch eine Wagfchale N zur Aufnahme Heinerer Gewichte, zur Unter- 
ftügung des Hebeld von unten diente der Bolzen X und zum Aufheben 
deſſelben ein Seil OP, welches oben über eine Leitrolle lief und ſich unten 
auf die Welle W einer Winde UYZ wideln ließ. Nach dem Auflegen ber 
Gewichte ließ man durd) langſames Umdrehen der Kurbel U’ das Hebelende 
E allmälig herab, bis endlich das zu prüfende Eiſenſtück durd) @ und die 
Gewichte N allein gefpannt wurde. 


Anmerkung. Gerfiner’s Berfuche über die Clafticität der Gifenprähte 
u. ſ. w. find abgehandelt in Gerfiner’s Mechanik, Bd. I.; über die Verſuche von 
Lagerhjelm ift nachzulefen die Pfaff’ fche Meberfeßung ber Abhandlung: Verſuche 
zur Beſtimmung der Dichtigfeit, Gleichartigfeit, Elafticität, Schmiebbarfeit und 
Stärke des Stabeifens u. f. w. von Lagerhjelm (Nürnberg 1829), und über die 
Verſuche von Brir macht die nöthigen Mittheilungen: die Abhandlung über die 
Gohäfions: und Elaftieitätsverhältnifle einiger bei Hängebrüden in Anwendung 
fommenden Eifendrähte (Berlin 1837). 

Die Verſuche von Wertheim über die Clafticität und Eohäflen der Metalle 
u. f. w., fowie auch über Glas und Holz werden in Poggendorff's Annalen 
ver Phyſik und Chemie, Ergänzungsband IL, 1845, abgehandelt. Die Elafticitäte- 
model der genannten Körper find hier nicht allein durch Ausdehnungs⸗, fondern 
auch durch Biegungs- und Schwingungsverfuche beftimmt. Weber Fairbairn's 
Seftigfeitsverfuche ift in deflen Useful Informations for Engineers nachzuleſen. 


Eisen und Holz. Die ausführlichften Verſuche über die Elafticität und $. 211 
Teftigfeit de8 Guß- und Schmiebeeifens find in der neueften Zeit von Hodgfin» 
fon angeftellt worden; durch fie hat man erft die Gefege der Ausdehnung 
und Zuſammendrückung diefev in der praftifchen Anwendung fo ſehr wichti⸗ 
gen Stoffe vollftändig kennen gelernt. Obgleich hiernad) das auf verjchiedene 
Weiſe erzengte Eifen ziemlich verjchiedene Elaſticitäts- und Feſtigkeitsgrade 
gezeigt hat, fo ift e8 doch möglich, das Verhalten diefes Körpers in Hinficht 
auf Ausdehnung und Compreſſion durd) Curven auszudrüden. 
Diefen Berfuchen zufolge ift für Gußeifen (franz. fonte; engl. cast- 
iron) im Mittel, und zwar fowohl fir Ausdehnung als aud) für Compref- 
fion, der Elaſticitätsmodul 
E = 1,000000 Kilogramm, bezogen auf den Querjchnitt von 1 Quadrat—⸗ 
centimeter, und folglich 
E = 13,68 . 17000000 = 13’680000 Pfund, bezogen auf 1 Quadrat⸗ 
zoll Querſchnitt. 
Ferner iſt die Ausdehnung bei der Elaſticitätsgrenze: 
41 
= *iõ 


Dieſer Ausdehnung entſpricht der Tragmodul 


Er 
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1000000 . 

T I 667 Kilogramm ober 
13’680000 

T= 7500 - — 9120 Pfund. 


Die Compreffion bei der Elafticitätsgrenze ift dagegen : 
l 
6 — 





750’ 
daher der Tragmodul des Zerdrückens: 
1000000 13’680000 
’ — — il — — — — 
T, 750 1383 Kilogramm 750 18240 Pfund 


Der Yeftigfeitsmodul fiir das Zerreißen ift durch diefe Verfuche gefunden 
worden: 
K = 1300 Kilogramm — 17780 Pfund, 
und dagegen ber für das Zerdrüden: 
Kı = 7200 Kilogramm — 98500 Pfund. 
Es ift alfo beim Gußeiſen die Feftigfeit des Zerdrückens über 51/,; Mal fo 
groß als die des Zerreißens. 
Für das Schmiedeeifen (franz. fer; engl. wrought-iron) ift ferner 
fowohl bei Ausdehnung als bei Jufammendrüdung im Mittel 
— 2'000000 Kilogramm — 27’400000 Pfund, 


und die Elafticitätögrenze ungefähr bei 6 — — n en 00°’ ‚ daher der 
Tragmodul 
7— ee — 1333 Kilogramm — 18235 Pfund. 


Endlid) hat ſich der Feſtigkeitsmodul für das Zerreißen des Schmiedeeifens 
K = 4000 Kilogramm — 54700 Pfund, 
und für das Zerdrücken 
K = 3000 Kilogramm — 41000 Pfund ergeben. 

Es ift alfo der Klafticitätsmodul des Schmiedeeiſens ungefähr bdop- 
pelt fo groß als für das Gußeiſen, und während fir da8 Zerreißen ber 
Teftigfeitsmodul des Gußeiſens ungefähr nur ein Drittel von dem bes 
Schmiedeeiſens ift, beträgt dagegen für das Zerdrüden der Feſtigkeitsmodul 
des Gußeifens ungefähr zwei und ein halb Mal fo viel als der des Schmiede 
eifens. Diefe Elafticitäts- und Feftigfeitsverhältniffe des Guß- und Schmiede- 
eifens find durch die graphifche Darftellung in Fig. 326 vollftändig vor 
Augen geführt. Vom Anfangspunkte A aus find auf ber rechten Seite der 
Adfeiffenare X X die Ausdehnungs- und auf der Linken die Comprefftond- 
fräfte in Zaufendpfunden, und zwar pr. Duadratzoll Duerjchnitt, angegeben, 
yährend die obere Hälfte der Ordinatenare Y Y die entjprechenden Ausdeh- 
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nungen und die untere die Zufammendrüdungen enthält. Es fällt befonders 
in die Augen, daß die Curve des Gußeiſens auf der Seite der Compreffion 
und die des Schmiebeeifend auf der der Ausdehnung eine bedeutende Er- 
firedung hat; auch bemerft man, daß diefe Curven in der Nähe des Anfangs- 
punktes A nahe gerade Linien bilden. 


Fig. 326. 


Schmiedeeisen 







Tausendtel 101Y 


(russeisen 
Tausend Pfund 


60 50 40 30 20 1 










70 





N pm, OS mw oa N 


oxzz23 093 .0 ao DP- 


0 20 30 40 50 60 
- Tausend Pfund 
Schmiedeeisen 


Holz 


Gusseisen 


_y10 Tausendtel 
’ 


Da nächſt dem Eifen vorzliglich nod) da8 Holz (franz. bois; engl. wood) 
am häufigften in Anwendung kommt, fo find in der Figur noch die Elafti- 
citätsverhältniffe des Tannen, Buchen- und Eichenholzes u. ſ. w. durd) eine 
Curve graphifch dargeftellt. Es ift für diefe Holzarten im Mittel der Elafti- 
eitätsmodul: 

E — 110000 Kilogramm — 1500000 Pfund; 


ferner die Elafticitätsgrenze bei 6 — 35 der Länge, daher der entfprechende 
Zragmobul: | 
T’= u — 180 Kilogramm — 2500 Pfund. 


Endlich ift der Feſtigkeitsmodul für die Ausdehnung: 
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K — 650 Kilogramm — 8900 Pfund, 

und dagegen für die Compreffion: 
Kı= 450 Kilogramm — 6200 Pfund. 


Das Verhältniß der Elafticitätsmodel 150 : 1368 : 2740, annähernd 
—1:9:19, zwifchen dem Holze, Guß- und Schmiebeeifen ift in der 
Figur durd) die Subtangenten ab, ac und ad ausgedrückt. 


Fig. 327. 
Schmiedeeisen 
Tausendtel 101Y 
9 
8 
7+ Holz 
6 
5 
4 
3 
Tausend Pfund 2 l Gusseisen d 
14) La 
9 80 70 60 50 40 30 20 10 AT X 
— —— 20 30 40 50 60 
_ h Tausend Pfund 
Schmiedeeisen ; 
4 
Holz 5 
6 
7 
8 
Gusseisen 9 i 


_y!ıo Tausendte 


Die Arbeitsmodul A = Y,6T für die Klafticitätsgrenze drüden die 
Dreiede Aab, Aaıcı und Aaıd, aus, welche die Inhalte der kleinen 


mie Anh — 4a = — 
Ansbehnungsverhältniffe e = Aa — ——, und 0 = Aa, = 7555 


(annähernd) zur Grundlinie haben. Es ift dem Obigen zufolge, für Holz 


1 . 
A='"c6T=1 "500° 180 = 0,15 Kilogrammcentimeter 


— 12.200 2500 — 2,08 Zollpfund, 


für Gußeiſen: 
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A=1h- 1500 .667 — 0,222 Rilogrammcentimeter — 3,04 Zollpfund, 
und für Schmiedeetjen: 
A=!h: 1 — 0,444 Kilogrammcentimeter — 6,08 Zollpfund. . 


Um die Arbeitmodel für das Zerreißen und für das Yerdrliden bejtim- 
men zu fünnen, ift eigentlic) eine vollftändige Reihe von Ausdehnungs- und ' 
Compreſſionsverſuchen nöthig, da diefe Model durch die Quadraturen (fiehe 
Artikel 29 der analyt. Hülfslehren) der vollftändigen Curvenzweige ſowohl 
auf der einen als aud) auf der anderen Seite der Ordinatenare ausgedrückt 
werden; namentlich ift dies erforderlich bei der Ausdehnung des Schmiede: 
eifens und bei der Compreffion des Gußeifens, da den Veränderungen diefer 
Körper Eurven zukommen, die von geraden Linien bedeutend abweichen. 


Beim Holze ift die Ausdehnung und Compreffion im Augenblide des 
Zerreißens umd Zerdrüdens zu wenig befannt, als daß fich für dafjelbe mit 
einiger Sicherheit die Arbeitsmodel defjelben fiir da8 Zerreißen und Zer⸗ 
drücken angeben ließen. Behandelt man die entfprechenden Curven als gerade 
Linien, fo erhält man den Arbeitsmodul des Zerreißens: 


K? 650? . 

— 1 — —— . 
B= h'z —1h- 110000 —1,91 Kilogrammcentimeter —=26,1 Zollpfd 
und * den des Zerdrückens: 

4502 
— 1 — — 
B = „B 3 — 1). 11006 — 0,92 Rilogranmmcentimeter — 12,7 Zollpfd. 


Für da8 Zerreißen des Gußeifens Tann man die Ausdehnung 6, 
— 0,0016 und die mittlere Kraft 560 Kilogranım annehmen, fo daß für 
dafjelbe der Arbeitsmodul des Zerreißens: 

B = 0,0016 . 650 —= 1,04 Rilogrammcentimeter — 14,2 Zollpfund 
zu ſetzen ift. 

Für das Zerdritden des Gußeiſens möchte dagegen die größte Zufammen- 
drädung 0, — 0,008, und die mittlere Compreffionsfraft — 3600 Kilo- 
gramm zu jegen fein, fo daß der entfprechende ArbeitSmodul des Zer- 
drückens 

Bi = 0,008.3600 — 29 Kilogrammcentimeter — 397 Zollpfund 
folgt. 

Für das Zerreißen des Schmiedeeiſens läßt ſich im Mittel o, 
— 0,008 und die mittlere Kraft 3000 Kilogramm, folglich der entſprechende 
Arbeitsmodul 

B = 0,008.3000 = 24 Kilogrammcentimeter — 328 Zollpfund 
fegen. 

Für das Zerdrüden deſſelben ift dagegen 6, nur — 0,0018 und das 
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Kraftmittel = 1300 Kilogramm anzunehmen, daher der zugehörige Arbeits- 
modul: 
B, = 0,0018.1300 = 2,34 Kilogrammcentimeter — 32 Zollpfund. 


$. 212 Erfahrungszablen. In folgenden Tabellen I. und II. find die mitt- 
leren Werthe der Elafticitäts-, Trag- und Feftigfeitsmodel für die im Bau⸗ 
weſen am häufigften angewendeten Stoffe aufgeführt. Die erſte Tabelle 
bezieht ſich auf Zug-⸗ und die zweite auf Druckkräfte. 
Die in der zweiten Derticaleolumne diefer Tabelle enthaltenen Werthe der 


relativen ee o6=- bei der Elaſticitätsgrenze drücken auch das 


Verhltniß = zwifchen den in der vierten und dritten Columne aufge- 
führten Werthen von 7’ und E aus. In der praftifchen Anwendung belaftet 
man die Körper entweder nur mit 7 T, z. B. 1/, T bis 1/, T, oder man 
beitimmt die Querſchnitte F derfelben, indem man in der Formel 


pP 
ftatt X, fir Metalle den Sicherheitsmodul —K — 1, K, für Ho 


und Stein denfelben — Yıo K, und für Manenwert nur — 10 K, da⸗ 
gegen für Seile 1/; K bis 1/, einſetzt. 


Die oberen Zahlen i in einer Parenthefe A geben die Model in Kilo- 


grammen an, und jegen einen Querſchnitt bon 1 Duadratcentimeter voraus; 
die unteren Zahlen drüden die Model in Zoll- oder Neupfund aus, und 
beziehen diejelben auf den Duerfchnitt von 1 Ouadratzoll. 


Anmerfung. Die in diefer Tabelle angegebenen Model für Metalle beziehen 
fih auf unausgeglühte Metalle. Bei ausgeglühten Metallen (franz. met. 
cuits; engl. annealed met.) ift zwar in der Regel der Elaſticitaͤtsmodul ber- 
felbe wie bei den nicht ausgeglühten Metallen, dagegen ift ver Feftigfeitscoefficient 
des Zerreißens ausgeglühter Metalle meiſt um 30 bis 40 Procent Fleiner als 
der unausgeglühter Metalle. Der gehärtete und angelajjene Stahl (franz, 
acier tremp& et recuit; engl. tempered and annealed steel) hat zwar eben- 
falls venfelben Elaſticitätsmodul als der ungehärtete Stahl, dagegen tft fein Trag- 
modul oft um 20 bis 30 Procent größer als beim gehärteten Stahl. Da wo es nicht 
befonders erwähnt wird, find Die angegebenen Model für Metalle an Drähten beftimmt 
worden, die durch das Ziehen eine härtere Krufte erhalten als gehämmerte oder gar 
gegoffene Metallfläbe. Bei einigen Stoffen, wie bei vem Holze, dem Eifen und 
den Steinen, find die Elafticitäte- und Feſtigkeitsmodel fo verſchieden, daß fie auch 
in befonderen Fällen 25 Procent größer oder Fleiner fein Tönnen als hier ange: 
geben wird. 


- 
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Tabelle L 
Die Model der Elafticität und Feſtigkeit beim Zug. 
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Namen 
der 
Körper. 


Gußeifen 


Schmiedeeifen, 
in Stäben 


in Drähten . - - 


in Blechen 


Deutfher Stahl, ge 
härtet u. angelafen 


Feiner Gußflahl . - 
Kupfer, gehämmert . 


Kupferblech 


Kupferdraht 


Zink, geſchmolzen . - 


Meſſingdraht 


Bronce (Kanonen- 
metall) 


oh aa 0 0 


Ausdehnung 
et  |Claficitäte: 
bei ver Elafticitäts- modul E. 
grenze. 

2 = oe | 
DER — 0,000667 on 
. — 0,001000 —J 
1aso = 000000 ||" rssooo 
— 0.001198 |} Pororoa 
2 = 0,002222 on 
. — 0,000250 ED 
— — 0,000274 53 
— — 0,001000 ne 
DIEB — 0,000241 J 
eu — 0,0078 || "one 
5 — 0,001350 J 
— — 0,000629 |? —— 
77* — 0,00210 — 
E05 = 0.000667 —— 


Meisbahb 8 Lehrbude ver Mechanif 1. 


cE. 


Arheitsmodul 


Tragmodul 


T 


18220 
1330 


5970 
434 


14400 


1050 | 


6400 
470 


oT 
icitaͤts⸗ 


grenze. 


=Y. 
a 


A= 
bei der El 





Feſtigkeitsmodul K 
des Zerreißens 
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Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Zug (Fortſetzung.) 





Elaftieitäts- 


bei der Elafticitäte- modul E. 


grenze. 





' 
ginn. ..... . 55 — 0,1111? 5 ch 
m: 1 _ „ | $ 107000000 
Silber... ...» sc 0,001515 730000 
1 _ $ 10900000 
Gl... ..... 60” 0,001667 ! 800000 
1 900000 
Platin... . son > 9.001667 | —— 
Alumin...... — 2 0 00 
u — 3600000 
Glas.... 700000 
Buchen⸗, Eichen⸗, Fich- 
ten, Kiefern⸗, — 
nenholz, in der Rich⸗ 1 j 17500000 
fung der Faſern . . 55* 0,001667 110000 
Diefelden Holzarten 
in radialer Richtung 180000 
zu den Jahresringen — 13000 
Diefelben Holzarten 
parallel zu den Jah: $ 110000 
resringen . .- - » — 8000 
Schwache Hanffeile . — — 
Starke Hanffeile . . — — 
Drahtfeile. . . . . — — 
Kettentane . . . . — — 
Lederriemen (von Kuh⸗ — 10000 
leder)...... 731 


oE. 


Arbeitsmodul 


Tragmodul 


T 


6100 
440 
15150 
1100 
18000 
1300 
36500 
2700 


2500 


oT 
icitaͤts⸗ 


grenze. 


ah 


—1 


A 
bei ver El 


Feftigfeitsmobul X 
des Zerreißene. 


50000, 

! 36505 
40001 
2905 
536000, 
ı 26005 
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Zabelle I. 
Die Model der Elafticität und Feſtigkeit beim Drud. 





=-— m — — —— — —* 





Ausdehnung 
n 
“ un i = 4 | aficitäte 
Körper. bei der Elafticitäte- modul E. 


grenze. 


eK. 
Arbeitsmodul 
oT 
icitaͤts⸗ 
grenze. 


1 
N 


nd 
Ei 

a 
=} 
& 
&n 
Fr 

(ea 


T 


Feſtigkeitsmodul X | 
des Zerreißens 


A 
bei der 


. ’ 
Bußeifen . . . - - 1 _ j» 500000 | 18000 | 12,0 , | 100000 


990000 | 1320| 0,88 7510 
— 1 _ $ 27'000000 | 18000 | 6,0 | 30000) 
Schmiedeeiſen . - - | 1565 = 0.000667 |} 1970000 1320| 0,44 2200) 


1 _ 5 15000000 | 8750| 0,47 | 56000} 
! 1‘100000| 2751| 0,089 | 4100) 


Meffing ...... — — — — 


Holz, in der Rich— 6500 
tung der Bafern . . — — — — 


27000 


Gneiß und Granit . — — — — 
Kalkſtein .. ... — — — — 
Sandflein . . ... — — — — S | 


Ziegelflein . .. . — — — — 


Beiſpiel 1. Welchen Querſchnitt foll ein 1500 Fuß langes ſchmiedeeiſernes 
Geſtaͤnge erhalten, welches durch eine Laſt von 60000 Pfund geſpannt wird? Ohne 
Rüdfiht auf das Geftaͤnggewicht wäre, wenn man eine Spannung von Z 
— 00 Pfund pro Duadratzoll zuläßt, der nöthige Querſchnitt F= a 0 
— 6,67 Duabratzoll; mit Rüdfiht auf das Geſtänggewicht aber wäre, da 1 Cu⸗ 
bikzoll Schmiebeeifen das Gewicht y = 0,275 Pfund hat, 

24” 


8213 
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9000 — 1500.12.0,275 9000 — 4950 405 

Das Gewicht diefes Geftänges it @ = Fly = 4950.14,8 — 73260 Pfund, 
und die Verlängerung deſſelben durch die Zugfräfte P —= 60000 Pfund und 
G = 73260 Pfund, 

_(P+1,G)l __ 96630.18000 _ 173934 _ 
= ——y  — 148.277400000 208oll. 

Beifpiel2. Wie flark find die Grundmauern eines außen 60 Fuß langen und 
40 Fuß breiten und 35 Millionen Pfund ſchweren Gebäudes aufzuführen, wenn 
man hierzu gut bearbeitete Gneißftüde verwendet. Setzen wir die gefuchte Mauer: 
dicke = Fuß, fo können wir die mittlere Länge der Mauer 60 — x und die mittlere 
Breite derfelben 40 — x, alfo den mittleren Umfang 

2.060 — x +40 — x) = 20 — 4 

und folglich die Grundfläche des ganzen Mauerwerfes 
(200 — 4x) x Quadratfuß = 144. (200 — 4 x) x = 576 (50 — x) x Quadratzoll 
annehmen. . 

Der Feftigfeitsmodul für das Zerbrüden des Gneißes ift nad der Tabelle 
8000 Pfund, nimmt man daher für die Mauer aus demſelben 20fache Sicher: 


heit an, feßt man alfo den zuläffigen Drud auf den Duadratzoll ll — 400 Pfund, 


20 
fo ift daher zu feßen: 
400.576 (50 — x) x = 35’000000, 





woraus nun 
Ur — x? = 1519, 
und fchlieglich die gefuchte Mauerdicke 


1519428 _ 9 
x = 5: = 3,04 _ 50 = 3,22 Fuß folgt. 


Schubfestigkeit. Die Schubfeftigfeit oder der Widerftand des Ab— 
drüdens oder Abjcheerens (franz. resistance par glissement ou cisaille- 
ment; engl. strenght of shearing), wobei die Trennungsfläche in die Rich- 
tung der Kraft fällt, ift ähnlich wie die Zugfeftigfeit zu beurtheilen. Man 
bat e8 hier mit der Jufammenwirkung dreier Parallelfräfte P, Q und R, 
Fig. 328, zu thun, wobei die Angriffspunfte A und C von zwei derjelben 
(P und R) einander fo nahe liegen, daß eine Biegung des zwifchenliegenden 
Stüdes A C nicht möglich ift, und daher eine Trennung zwifchen A und C, 
und zwar in einer Fläche DD rechtwinfelig zur Are des Körpers, erfolgt. 


Fig. 328. Fig. 329. 
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Der Widerftand des Abfchiebens ift, wie der des Zerreißens und der des 
Zerdrüdens, dem Duerjchnitte des Körpers oder vielmehr der Größe der 
Trennungsfläche F’ proportional, und läßt fi) beim Schmiedeeiſen jogar 
annähernd dem des Zerreißens gleichjegen, fo daß aljo der Mobul K der 
Zugfeftigfeit auch als Feftigfeitsmodul für das Abfchieben gelten, und folglich 
die Kraft zum Abſchieben bei dem Querſchnitte F 


P=FK 
gejegt werden kann. Allgemein ift aber 
P=FK, 


wobei Kz den durch Verſuche zu ermittelnden Widerftand des Abfchiebens oder 
Abfcheerens pro Tlächeneinheit bezeichnet. 


Die Elafticitätsformel P — I FE=6FE für Zug: und Druckkräfte 
läßt fich auch auf die Schubfraft P, Fig. 329, anwenden, nur bedeutet hier 
0 das VBerhältnig ı — = ze Verſchiebung C A zur Länge oder dem Abftande 


CB der —— AP und ER von einander; jedoch iſt für Z eine 
durch befondere Verſuche zu ermittelnde Erfahrungszahl C einzufegen. 

Folgende Tabelle III. enthält die bis jegt befannten Clafticitäts- und 
Teitigfeitsmodel (C und K,) entfprechend den Formen P=ı FC uw 
P, = FK; für die Schub- oder Scheer-Elafticität und Feftigfeit. 


> Tabelle I. 
Die Model der Elafticität und Feſtigkeit beim Schub (des Abfcheerens). 








Namen der Körper. | Elafticitätsmobul CO. |Feftigkeitsmobul.K. 
Bußeifen . » >: 20000. { 270 "70 | 
Schmiedeeifen - - - | BE “0 h 
Feiner Gußflahl . 2.0. | 000 500 
Kupfer. 2 2 22er. ' — 
Meſſing. De | — 
Laubholz ........... er u 

| Nabelholi -. » > 220er. | 0120 Er 


Gewöhnlich nimmt man C — »EwR,=Ken. 
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Die Formel P= FK, findet vorzüglich ihre Anwendung bei Beftimmung 
der Stärfe d der Bolzen und Nieten, wodurch Bleche und andere plattenförmige 

Fig. 330. Fig. 331. Körper mit einander verbunden wer- 
den. Es finden bei diefer Verbin- 
dung der Hauptfache nach zwei Fälle 
ftatt; entweder werden die zu ver- 
bindenden Blechendn AB und CD, 
Fig. 330, über einander geplattet, 
und durch Nieten oder Bolzen NN 
und OO zufammengehalten,, oder 
es werden, wie Fig. 331 vor Augen 
führt, die Blechenden AB und AC 
ftumpf zufammengeftoßen, mit ge- 
lochten Tafchen DD und EE bededt, 
und durch Nieten NN und OO feft mit einander verbunden. Bei der erfte- 
ven Berbindungsweife geht die Zugkraft in dem einen Bleche vermittels eines 
Kräftepaares auf das andere Blech über, wodurd beide Bleche außer der 
Dehnung auch noch eine Biegung erleiden, und folglich an ihrem Tragver⸗ 
mögen verlieren; es ift daher die zweite Berbindungsart, wo dieſes Kräftepaar 
nicht hervor⸗ umd folglid) aud) feine Biegung eintritt, die beſſere. 

Da die verbundenen Blechenden und Blechlaſchen durch die Nieten- oder 
Bolzenköpfe mit einer nicht umbedeutenden Kraft auf einander drüden, fo 
wird durch die daraus entfpringende Reibung der Zuſammenhalt der Kör- 
per noch anfehnlich verftärft. Der Sicherheit wegen läßt man jedoch dieje 
Wirkung bei der Beftimmung der Nietenftärfe außer Acht. Auf der anderen 
Seite wird aber die Tragkraft der Bleche durch die Lochung für die Nieten 
oder Bolzen vermindert, und es ift daher dafür zu forgen, daß dieſe Kraft 
"nicht von der Tragkraft der Nieten übertroffen werbe. 

Iſt d die Stärfe einer Niete und v die Anzahl der Nieten bei einer Blech— 
verbindung wie Fig. 331, fo hat man die Trag- oder Zugkraft derjelben: 





” 
ift dagegen b die Breite und s die Dice der zu verbindenden Blechſtücke, fo- 
wie v, die Anzahl der Nieten neben einander, fo hat man den bie Kraft P 
aufnehmenden Onerjchnitt des Bleches: , 


F=(b — vd) s, und dahr u P= (b — vıd)s —, 
wo K den Feſtigkeitsmodul des Eifenbleches bezeichnet, jo daß demnach 
2 
.. J 
4b —vds K 
— — — zu ſetzen iſt. 
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Beim Lochen der Bleche ift jedenfalls auch der Widerftand des Ab- 
ſchiebens zu überwinden, nur hat man es hier nicht mit einer ebenen, ſon⸗ 
dern mit einer chlindrifchen Trennungsfläde zu thun. Ift s die Blechftärke 
und d der Durchmeffer des Loches in dem Bleche, jo hat man ben Inhalt 
der Trennungsfläche: 

F=nds, 
und folglich die Kraft zum Durchlochen: 

P=FKR,=ndskK,. 
(Bergl. den „Civilingenieur“, Band I., 1854, und zwar John Jones’ 
Berfuche über den Kraftbedarf zum Lochen von Sifenbteihen, von G. Bor- 
nemann.) 

Beifpiele. 1) Eine eiferne Niete von 11/, Zoll Stärke trägt mit Sicherheit, 


wenn K, —= 1,.4800 = 300 Pfund angenommen wird, die Laſt 


nd n (3\2 900 n 
P— — K, -T (=) .&00 = 2 — 1414 Bund, 
und das Durchitoßen des hierzu nöthigen Eoches macht, wenn das Gifenbled Y, Zoll 


dick iſt, die Kraft | 
Pı=ads.K,=n: > 
nöthig. 
2) Sind zwei Blechſtücke durch eine Neihe von Nieten mit einander zu verbin- 


den, fo ijt bei ver Stärke s des Bleches für die nöthige Breite b deſſelben auf je 
einen Bolzen: 





4809 — 36WW rn — 11310 Pfund 


* 


2 
(6 — d) s = ar zu feßen, folglich 
nd? nd 
= d+"-=alı+ ZZ); 
z. B. für d — % ums —= Y, Zell: 
In 
by (1 +7) =5 dl. 


Zweites Kapitel. 


Die Biegungs-Elaftieität und Feftigkfeit. 


Biegung. Der einfachfte Fall der Biegung eines Körpers ABO, Fig, 


332 (a.f.©.), tritt dann ein, wenn diefer Körper von einer Kraft AP— P 
ergriffen wird, deren Richtung normal zur Are A B defjelben fteht, während 
er in zwei Punkten B und C feftgehalten wird. Sind J und I, die Entfernungen 
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CA und CB der Angriffspunfte A und B von dem mittleren Stütz⸗ oder 
Angriffspunfte C, fo hat man bann die Kraft in B: 


Pi 
= u ) 
und folglic, die Miittelfraft: - 
I 
" R=P+gQ=(1+7)P. 


Fig. 332. 


Fig .333. 





Wil man die Biegung der einen Hälfte des Körpers verhindern, fo muß 
man zwifchen den Stützpunkten noch unendlich viele andere einfchalten, oder 
den Körper längs BC feſtklemmen ober einmauern, wie Fig. 333 vor 
Augen führt, und es bleibt dann nur noch die Biegung des freien Stückes 
AC des Körpers zu unterfuchen übrig. 

Segen wir zunächſt einen prismatifchen Körper voraus, und nehmen wir 
an, daß derfelbe aus iiber- und nebeneinanderliegenden Rängenfafern zufam- 
mengefegt fei, die während der Biegung weder ihren Parallelismus verlieren, 
noch fi) an einander verfchieben. 

Bei diefer Biegung werden diejenigen Yafern, welche ſich auf der converen 
Seite des Körpers befinden, ausgedehnt, und diejenigen, welche der concaven 
Seite deſſelben näher liegen, zuſammengedrückt, während eine gewiſſe mittlere 
Faſernſchicht, die ſogenannte neutrale Arenſchicht (franz. couche des 
fibres invariables; engl. neutral surface of a deflected beam), weder eine 
Ausdehnung noch eine Zuſammendrückung erleidet. Die Ausdehnungen und 
Zufammendriidungen der verjchiedenen Faſern ber und unter der neutra- 
len Arenfchicht find den Abftänden von diefer Schicht proportional; e8 
nimmt folglich von diefer Are dder Axenſchicht aus die Ausdehnung der 
Faſern nach der einen Seite und die Zufammendrüdung derſelben nad). der 
anderen hin allmälig zu, jo daß alſo die von diefer Schicht am meiften ab- 
ftehenden Faſern einerfeitS die größte Ausdehnung und andererſeits die größte 
Zufammendrüdung erleiden. Ein vor. der.Biegung von den Duerfchnitten 
KL und NO begrenztes Stüd des Körperd AKB, Fig. 334, nimmt 
durch die Biegung die Sorm KLO,N, an, wobei der. Querſchnitt NO in 
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N, O, übergeht, nämlich feine parallele Lage zu KL verläßt und fich wie 
KL redjtwinfelig auf die neutrale Are RS ftellt. Die Fafernlänge KN 
Big. 334. geht folglich Hierbei im 

EMi, die Zafernlänge LO 

in L O, über; e8 wird aljo 
die erftere um NN, ver- 
längert und die legtere um 
O O, verfürzt, während die 
Faſer RS in der neutra- 
len Are ihre Länge unver 
ändert behält. Zwiſchen⸗ 
liegende Faſern wie TU, 
VW u |. w. gehen in 
TU) und VW, über, 
wobei fie ſich um die Grö- 
Ben V Vi, W Wı, u. |. w. 

| | \ ausdehnen und comprimi⸗ 
P | \ ren, welche durd) die Pro- 








portionen 
\ uU SU 
—16 NN 7 
\ \ W W, — 8 W 
vr 00: sort 
\\ beftimmt find. 
\\ Nehmen wir die Länge 
Y der Faſern 
RS=KN=LO 
M — Eins (1) 


an und bezeichnen wir die Ausdehnung oder Compreffion derjenigen Faſern, 
welche um Eins (1) von der neutralen Are abftehen, durch 6, fo haben wir 
folglich fr eine Safer, welche um SU oder SW = z von dieſer Axe ent⸗ 
fernt iſt, die Ausdehnung oder Compreſſion 

UU, oder WW, = oe. 

Iſt der Körper nur wenig gebogen, fo daß hierbei die Elafticitätsgrenze 
nirgends liberfchritten wird, fo kann man die fpannenden Kräfte der verjchie- 
denen Fafern ihren Ausdehnungen u. f. w. proportional fegen, und folglich) 
auch annehmen, daß diefe Kräfte proportional ihren Abftänden von der neu⸗ 
tralen Are wachſen, wie auch in der Figur durd) Pfeile angedeutet wird. 

Wenn der Querſchnitt einer Fafer — Eins ift, fo haben wir folglic, all- 
gemein die Spannungsfraft derfelben (j. $. 204): 

— Gæ F 3; 
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bat ferner eine Fafer den Querſchnitt — F', jo beträgt ihre Zug- oder 
Drudkraft: 
| S=6:FE=6E. Fr, 
und es ift ihr Moment in Hinficht auf den Arenpunkt S: 
M=:..0:FE=062?FE=6E.F%:. 

$. 215 DBiegungsmoment. Die fünmtlichen Zug- und Drudfräfte in einem 
Duerfchnitte N) O, halten der Biegungskraft P am Ende A des Körpers 
AB das Gleichgewicht; es laſſen fic daher auf diefe Kräfte die befannten 
Gefege des Gleichgewichtes anwenden. Deukt man ji) in Snod) zwei Kräfte 
+ P und — P wirkſam, welche nicht nur der gegebenen Biegungsfraft 
P glei, fondern auch mit derjelben gleichgerichtet find, jo erhält man 

1) ein Kräftepaar (P, — P), welches die Biegung oder Drehung um 
S hervorbringt und 

2) eine einfache Schubfraft SP=P, welche das Körperftiid AS im der 
Richtung von SP oder AP von dem Übrigen Körper abzufchieben fucht. 
Die legtere Kraft läßt ſich noch in zwei Seitenkräfte P, und P, zerlegen, 
deren Richtungen in die Ebene des Duerfchnitte® N, Oi und in die neu- 
trale Are SZ fallen. Ift © der Winkel, um welchen der Duerjchnitt N, O, 
von der Richtung AP der Biegungsfraft abweicht, jo hat man: 

P, = Pcos.« und 
P, = Psin.e. 

In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung tft die Biegung der Körper 
und alfo auch & fo Hein, daß man sin. —= 0 umd cos.x — 1, folglid 
die Seitenfraft P,-,.welche das Stüd AS in N, O, abzureißen fucht, ganz 
vernachläffigen, und dagegen die Kraft P,, welche das Stüd AS in N, O, 
abzufcheeren fucht, der Biegungsfraft P gleichjegen kann. Bezeichnet F’ den 
Inhalt des Duerfchnittes N, O, und K, den Modul der Schubfeftigfeit, fo 

Hiſt die Kraft zum Abfchieben durch das Product FR, (f. $. 213) beftimmt. 
Hat man e8 mit längeren prismatifchen Körpern zu thun, fo ift meiftens P 
ein jo Eleiner ‘Theil von FKz, daß ein ſolches Abjchieben durch P felten 
eintreten Tann, weshalb wir e8 daher auch im Folgenden nur in befonderen 
Fällen in Unterfuhung ziehen. (©. das folgende Capitel.) 

Da einem Kräftepaare (P, — P) nur durd) ein anderes Kräftepaar das 
Gleichgewicht gehalten werben Tann, fo folgt, daß die Ausdehnungsfräfte 
auf der einen Seite von S mit den Zuſammendrückungskräften auf der an- 
deren Seite eim anderes Kräftepaar (Q, — Q) bilden, und daß die Mo- 
mente beider Paare einander gleich fein müffen. Sind F\, Fr, Fy u. ſ. w. 
Elemente oder unendlich Kleine Theile von der ganzen Fläche F des Duer- 
ſchnittes NO = N, O,, und bezeichnet man die Abftände diefer Theile von 
der neutralen Are oder S durch 2), 22, 2, u.f.w., fo hat man die Spann- 
fräfte derfelben: 
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oE.F, 21 0E.F, 29 0E.Fy2, u. ſ. w. 
und ihre Momente: 
oE.Fı2%, 0E.Fye}, 0E.F32e} u. ſ. w. 
Da diefe Kräfte ein Kräftepaar (Q, — Q) bilden, fo muß ihre Sumnte 
ocE(FR&4 + F% + F32 +: - -) und folglid) aud) 
Fi 2: + F, 2 4 F3 23 + +. Null fein. 
Fig. 334 a. Diefe Summe ift aber 
nur dann Null, wenn der 
Arpunkt S mit dem Schwer- 
U, punfte der Flähe F=F, 
+F_+F3 +: zu 
—— fammenfällt, e8 geht folg- 
N bh die neutrale Are 
I des gebogenen Körpers 
durch den Schwerpunft 
1 8 feines Querfgnittes 
' F. Das Moment des 
nn | Kräftepaares (Q, — Q) 
SH VER + Re 
\ +F#23-+:°-) 
\ \ ift natürlich dem Momente 
\ \ des Kräftepaares (P, — P) 
\ gleich zu ſetzen. Bezeichnen 
wir nun den Abſtand SH des 
Schwer oder Axpunktes 8 
von der Richtung AP der 
19 Diegungskraft durch x, fo 
\\ haben wir das Moment 





\ \ des letzteren Paares — Px, 
\\ und daher 


\ Px=6E(F./ 

M + Fy2? ..) zu feßen. 

Endlich haben wir nod) für den Krümmungshalbmeijer MR=MS 
der neutralen Faſerſchicht die Broportion 


MR _SU 
RS  UU’ 
oder, wenn man MR=r, RS=1,SU=1um UU, —= 6 einfekt, 
r 1 
1ito 


Es ift folglich ro = 1, oder 6 — -, demnach das Kraftmontent: 
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F q 
Px — y (Hz + Rz’ +:-), 
und endlich der Krimmungshalbmefler an der Stelle S: 
E 
r=,, Ha Hhe 


Der Ausdruck HRe Fpæe? + -- - hängt nur von der Form und 
Größe des Querſchnittes ab, und läßt fic) daher auf dem Wege der Geome- 
trie ermitteln. Wir werden ihn in der Folge durch W bezeichnen und bie 
ihm entjprechende Größe das Maß des Biegungsmomentes, fowie WE 
da8 Biegungsmoment (franz. moment de flexion ; engl. momentum of 
flexion) felbft nennen. Hiernach ift der Krümmungshalbmeſſer 

r— Se und zu behaupten: 
der Krümmungshalbmeffer der neutralen Are eines gebo- 
genen Körpers wählt mit dem Maße W des Biegungs- 
momentes und dem Elafticitätsmodul E direct und dagegen 
mit dem Kraftmomente Px umgefehrt proportional. 

Die Krümmung felbft ift dem Krimmungshalbmeffer "umgekehrt propor- 
tional, und wächft daher wie das Kraftmoment Px und umgefehrt wie das 
Biegungsmoment WE. 


$ 216 Elastische Linie. Hat man für die Duerfchnitte der gewöhnlich in 
der Praris vorkommenden Körper die Biegungsmomente W E beftimmt, fo 
kann man durch diefelben auch die Krümmung und hieraus wieder die Ge- 
ftalt der neutralen Are oder der fogenannten elaftifchen Linie ermitteln. 
Die Gleichung 
Pxır= WEoer = WE 
Px 
fagt uns, daß bei einem prismatifchen Körper das Product aus Kriimmungs- 
halbmeſſer und Kraftmoment fir alle Punkte der elaftifchen Tinie AB, 
Fig. 335, eins umd daffelbe ift, daß folglich r um fo größer oder Fleiner 
ausfällt, je Kleiner oder größer ber Hebelarm x der Kraft ift, oder je näher 
oder entfernter der in Betrachtung zu ziehende Punkt S dem Eude A der 
neutralen Are liegt. In A ift x — 0, und folglich der Krümmungs⸗ 
halbmefjer unendlich groß, im feiten Punkte B ift dagegen z am größten 
und daher der Krümmungshalbmefjer am Hleinften; es nimmt alfo berfelbe, wenn 
man vom feften Punkte B allmälig nach dent Endpunfte A zu fortfchreitet, von 
einem gewiſſen endlichen Werthe an, nad) und nad) bis ins Unendliche zu. 
Theilt man ein Stüd A S der elaftifchen Linie, deſſen Länge — s fein möge, 
in lauter gleiche Theile, und errichtet man in den End- und Theilpunften A, 
Si, 82, 8; u. ſ. w. Perpendifel auf die Curve, fo fehneiden ſich diefelben in 
den Mittelpunften Mo, Mı, M, der Krümmungsfkreife, und es find folglich 
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die Abfchnitte M, A= M, Sı, Mı S, —=M, 82, M. 8 — M⸗ 83 u. ſ. w. 

Fig. 385. die gejuchten Krümmungs- 
halbmejjer (f. analyt. Hülfs- 
lehren Art. 33) r,,r3, r; u. ſ. w. 
der elaftifchen Linie. Iftn die 
Anzahl der Theile diefer Linie, 
jo hat man die Größe eines 


Theiles, — =, und bezeichnet 


man die Bogenmaße (für den 
Radius — 1) der Krüm— 
mungswinfel AM,S, — öôoö, 
81 M, Sy — Ö), Sg M; Ss 
— 6, u. ſ. w. durd) Ö,, da, 6, 
u. ſ. w. fchlechtweg, jo läßt ſich 





8 
n == 6, ri == 06,1, —=6gf5 
u. |. w. ſetzen, wonach ſich num 
8 8 
Ö — — — — 
n nn’ NY 


Mo b, = — u. ſ. w. beftimmt. 
j 3 


Wenn wir noch vorausfegen, daß die elaftifche Linie num wenig gebogen 
ift, fo Fönnen wir die Projectionen der Bogentheile in der rechtwinfelig gegen 
die Kraftrichtung gelegten Abfeiflenare A X diefen Bogentheilen gleich, alfo 
AK =HS =KRKR—=K&RK; u. |. w. fegen, jo daß nun die Hebel- 
arme der Kraft P in Hinficht auf die Punkte S,, &, S; u. f. w. 


8 
Hi Sı — 7,; 
n 


RS, = NH, 8 4 S, 
Ha S,3 — H, S. 4 so =3- u. f. w. 


und folglich die entfprechenden Kraftmomente oder Werthe für P x folgende find: 


Ps 2Ps 3Ps , 
—, , u. |. w. ' - 
n N n 


Setzt man endlich diefe Werthe in die obige Formel r — = für den 








Krümmungshalbmeſſer, jtatt Px nad) und nad) ein, fo erhält man folgende 
Reihe für die Krümmungshalbmeſſer: 
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„ante „—r VE "WE in 
RT — w, 

und daher für die entſprechenden Krüͤmmungsmaße: 

u — ER — — 2 Ps? 

Tr nWE' ° N "m WE 
8 Ps? 

=, mw"! 


Durch Summation diefer Winkelmaße ergiebt fi nun fir den Krum⸗ 
mungswinfel A OS — @° de ganzen Bogen? AS=s=e: 


— +++ +0 
= (+2 +34... +) 


— we 


oder, da, wie befanıt, tt 2 +3 +: - nn = — zu ſetzen ift, 


_m Ps _ Ps® 
= a MWE 32IWE 


woflir unter der gemachten Boransjegung natürlich auch 





geſetzt werden kann. 


Px 
= ;wE 
Diefer Bogen oder Winkel drüdt, da der Winkel zwischen zwei Linien 
gleich ift dem Winkel zwifchen den Normalen zu diefen Linien, auch den 
Winkel STU aus, um welchen die duch A und S gelegten Berührungs⸗ 
J 336. 





Iinien AT und ST von 
einander abweichen, oder 
um welchen die Curve in 
A mehr gegen die Abſeciſſen⸗ 
are geneigt ift als in 8. 
Gehen wir von einem 
unbeftimmten Bunfte S auf 
den feſten Endpunkt B 
über, jo haben wir ftatt s 
die ganze Länge J von 
ASB, oder annähernd, die 
Projecttion A C derjelben 
in der Abfeiffenare einzu- 
fegen, und es geht dann, 
unter der Vorausſetzung, 
daß in B die Curve recht- 
winfelig zur Kraftrichtung, 
alſo mit der Abſeiſſenaxe pa⸗ 
rallel läuft, der Winkel p in 
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Pl: 
ADB=P= sy 
dagegen Aber der Neigungd= oder Tangentenwinfel TSH = STX, in 
u _ pn P8®  PM-M) PR— m) 
eh 9=wE aWwET aWwWE — own 


Wäre die Curve im feften Punkte B nicht genau rechtwinfelig auf der 
Kraftrichtung, fondern hätte fie an diefer Stelle einen Kleinen Neigungs⸗ 
winfel o:,, jo würde fein: 


Pp=aur+r 





5 = 7 und daher: 


— P (li? — 2?) 
Fat Tgwp 
Gleichung der elastischen Linie. Mit Hülfe der legten Formel $. 217 
fann man num aud) die Gleichung der elaftifchen Linie entwideln. Die 
Drdinate KS — y diefer Curve läßt ſich aus unendlich vielen (n) Stüden, 
wie 3. B. Kı Si, La Sa, LS u. ſ. w. zuſammenſetzen, welche fich durch 
Meultiplication eines Bogenelementes 
AS — 8 = Ss ꝛc. = — 
mit den Sinus der entfprechenden Tangentenwinfel S, AKı, & Sı La, 
S; 8, L; u. ſ. w. beftimmen laflen. Es ift 
KS= K, Sı + La 8; + L; S; + ..., oder 
y=z — (sin. 8 AK + sin. Sa S, Ls + sin. 8; S; L; + .. ) 
alfo, wenn man die Abſciſſe AK — x ſtatt des Bogens AS— s einführt, 
und die legten Sinus durd) nad) der Formel 
.P (12 — x?) 
2WE 


zu berechnende Bögen erjegt, indem man für © nach und nad) —, 


a = 
15 
—, 
22 1... einführt 
Ele 
+2 — a 
Be ( ſich aber 72 + 2 +-... +2— J und 


am nam Jr . 
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ſetzen (ſ. „Ingenieur“, Geite 88); e8 * daher: 


ver - 3 G)], #e 


—_ Pal? — 1,2?) 
| 2WE 

die gefuchte Gleichung der elaftifchen Linie, unter der Vorausſetzung, 
daß diefelbe nur wenig gefriimmt ift. 

Seßt man in diefer Gleichung x — 1, fo erhält man ftatt x die Bo⸗— 
genhöhe 


Während alfo der Tangentenwinkel « wie die Kraft und wie das 
Quadrat der Fänge wädt, nimmt die Bogenhöhe oder Einbiegung a 
wie die Kraft und wie der Cubus der Länge des gebogenen Körpers zu. 

Die mehanifche Arbeit L, welche zum Biegen bes Körpers aufzu⸗ 
wenden iſt, beſtimmt ſich, da die Kraft 

P— 3W Eu 
=, 


mit ihrem Wege gleichmäßig wächſt, fic, alſo im Mittel 
\,P= 3), DE 








ſetzen läßt, durd) den Ausdrud: 


W Ea? P?13 
L— ,Pa = 7, = 1e WE 


Wird ein Balfen ABA, Fig. 337, von der Länge AA.— 1, in ben 
Enden unterftügt und in der Mitte B von einer Kraft P, ergriffen, jo bie- 


Fig. 837. 





gen fich die Enden deilelben genau in derjelben Curve wie in dem joeben 
behandelten und in Fig. 333 abgebildeten Falle, nur hat man hier die Kraft 
in A, — !/s P,, und die Bogenlänge AB — 1; AA — 1! zu feßen. 
Es iſt folglich Hier fir die Coordinaten AK =x und KS—y die 
Gleichung 
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Pı # A, 1 — !); ee) _ Pı x (31? — 42?) 





= UWE AEWE 
fo daß ſih fir = — AO — —, bie Bogenhöhe 
— De , Du 
y=Bl=-a- ws zwP 


d. i. ein Sechszehntel von der Bogenhöhe des durch ein gleiches Gericht 
am Ende belafteten Balfens (Fig. 333), ergiebt. 


Wenn für den erften Fall die elaftifche Linie A B, Fig. 336, im feften Punkte 
B ſchon eine Heine Neigung «&, hat, jo ift zum obigen Ausbrude fir y nod) 
die Verticalprojection eines Tangentenſtückes x, d. i. &x zu addiren, fo daß 
fi) dann die Ordinate 

P(? — 1,2%) 
= (ei r r we )® 
jowie die Bogenhöhe 


Pl 
I 
4 (ei +3 5) 
herausftellt. 


.Allgemeinere Gleichung der elastischen Linie. Cine ſchärfere ($. 218) 
Gleichung der von der neutralen Are eines gebogenen Balkens gebildeten 
elaftifchen Linie ASB, Fig. 338, läßt fi) durch den Höheren Calcul auf 

Fig. 338. folgende Weife finden. Segen wir in der 
allgemeinen Gleichung des 8.216, WE 

— Pxr für den Krümmungshalbmeffer 

(aus Art. 33 der analgtijchen Hülfs⸗ 
lehren) den Werth 

—— 
0829 (lang. c) 
ein, und hierin wieder, nad) Art. 32: 
0s—= V 1-+(tang. a)?.Ox, 
jo erhalten wir: 
Pxox [1 + (tang. &)?]% 
Otang. q 
Bei einer mäßigen Biegung des Balkens ift aber der Winkel x, welchen 
die Berihrungslinie mit der Abfciffenare einfchliegt, nur Hein, und es läßt 
fi daher 





WE=-— 


[1 + (tang. @)?]% annähernd — 1 + ®’, (tang.a)? - 
jegen, weshalb num 
Weisbach's Lehrbuh d. Mechanik. I 25 
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Pz[1 + ?/, (tang. «)?] 9x 





WE=— d (lang. 0) , oder umgelehrt, 
Pxox _ Otang.« 3 
— IT — 3/ 2 
WE Ir, (tamg. 5* — [I. 2 (tang. &)?] O (tang. «) 
folgt. 
Hiernach ergiebt ſich: 
er — — / 9 (tang. «) + ?/; / (tang. «)? d (tang. e), 


d. i. nad) Art. 18 der analyt. Hülfslehren: 
Px? 
— Im .a-+- 1/,( . 3 . 
WE tang. a -+ !/, (tang. u)? + Con 
Nun ift jaber in dem Scheitel B die Curve parallel zur Al ſciſſenare, 
alſo « — 0; fegen wir daher die Projection CA der elaftiichen Linie in 
der Abfciffenare — = b, fo erhalten wir: 
Pb2 
— — 1 3 = 
SWE tang.O + !/ (tang. 0)? + Con.=0 + Con., 
und daher durch Subtraction diefer Gleichungen: 
P (b? — x?) 
2WE 
und umgekehrt, für den Tangentenwinkel STN = a: Ä 
P(b? — 2?) 
WE + Na (tang. e)" 
_ Pb? — x) 7 P3(b? — x2)3 
— 2WE ’ sm ' 


P(b? — 2?) P?2(b? — 22)? 
WE (14 8 WE: ——— 








— tunqg. — !/, (tang. e)®; 


tanqg. = 


1) tang.a — 


Nun ift ferner fang. « —= 23. daher folgt: 


— P? (bꝰ — x2)?\ P(b? — 22)0x 
= ( + gwmwm 2WE 


pP pP? 
vente 0) 
= | [wos — 220% 
+ u: ml wor ae eh) 


x —- 
— h4m3 — — 
tamm (ee bar 4 7 -)| 


, und 





P 
— — 2 — 
al * 
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Da mit x — 0 auch y = 0 if, fo hat man aud) Con. — 0, und 


Px x 6__Htr?3 3 2 — 
2 1 ινν tımm( ee 


Im Scheitel ift x —= b und y die Bogenhöhe CB — a, daher folgt: 
P P? 
en lt) 


Pb2 P? dt 
I) ts 
Aus ds—Vır (tang.ao)?.02 — [1 + ! (fang. a)?]9 x ergiebt 


P(b? — x? 
fich, wenn man tang.a — A fubftituirt: 


s -/(i +1. 2 Eros 
—/d: + az | / (#o= — 21202 + 2*0z)] 


9b223 , a5 
4 — — — — 
( * 3 tz) 











d. i.: 





pP: 
= Tamm 
d. i. die Bogenlänge: 


P?3 x 
2:14 ehe + | 
Nimmt man x — b an, fo ergiebt ſich die ganze Ränge des Balkens: 


P? dt a? 
= (+ = (ur) 
Umgekehrt erhält man: 








l pıy% 
6) b* —— 26 — Emm)‘ 
15 W? E* 
und daher: 
Pils 
zwei u sw) (I 1 + Yo. we) ober 
Pils 3. pru 
0 8WE\ 2 SWR) (14 as‘ m) 
.L: 
P33 
)4* 3WE\ 1 Ya)" 


Bernachläffigen wir alle Glieder mit den Potenzen von re fo. erhal» 


ten wir, wie in dem vorigen Paragraphen; 
. 95* 
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2 — y3 
tang.a — on md y= ze 1! ‚ah, daher 
Pl? Pl: 
fir 20, tang. a 577, und frambel, ya, a 


8. 219 Biegung durch zwei Kräfte. Wird ein an einem Endpunfte B feit 
eingeflemmter Ballen A A, B,, Sig. 339, I.u.II., von zwei Kräften P und 
Fig. 339. P, gebogen, deren Angriffspunfte A 
und A, von einander um 2 abitehen, 
während der Angriffspunft A, der Kraft 
P, um A,B=[I, von dem feften 
Punkte B entfernt ift, fo fällt das Bie⸗ 
gungsmoment in einem Punfte S des 
Stüdes A A:: 
M = Pı, 
und dagegen das in einem Punfte S, 
des Stüdes A, B: 
M, =P(+ a)+ Pı % 
aus, wobei x und x die Abjcifien AK 
und A, K, bezeichnen. 
Um ein anſchauliches Bild von der 
G, Veränderlichkeit diefer Momente zu fin- 
den, kann man die verfchiedenen Werthe 
derfelben in den ent|prechenden ‘Punkten 
als Ordinaten, we M=y—=— KLRLM — M —=Khbufwinl, 
auftragen, und die Endpunfte Z, L, u. f. w. derfelben durch einen Zug 
ALHL, G, verbinden, welcher dann die fänmtlichen Werthe von M und 
M, über der ganzen Balfenlänge AB begrenzt. Wäre der Balken nur 
durch die Kraft P gefpannt, fo würde der Zug, welcher die ſämmtlichen 
Werthe von M oder y — Pax begrenzt, in einer geraden Linie AG bes 
ftehen, deren Endpunft G die Ordinte BG — P.AB=P( +1) ifl. 
Durch den Hinzutritt der Kraft P, wird aber das Stüd HG diefer geraden 
Linie in die Gerade HG, umgelindert, deren Endpunkte 77 und G, durch 
die Soordinaten A AAı = -/mw AıH— — Pl, fowie AB=I + um 
BA =B@+GhH—=P(H+ N) + Pıl beftimmt find. 
Iſt die Kraft P, negativ, fo bleibt zwar das Moment eines Punktes X 


innerhalb AA, —I, M— y= Px, dagegen geht da8 Moment eines ‘Punktes 
K, innerhalb Bin M =y =P(l +5) — Pa Über, und es 
fällt das Moment der Biegung im feften Punfte B, — P(l + I) 
— Ph, und zwar pofitiv oder negativ aus, je nachdem Pl -F Iı) größer 
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oder Heiner ald P,L, ift. In beiden Fällen nimmt das Biegungsmoment 
von A, aus allmälig ab, bleibt im erjten Falle, Fig. 340, immer pofitiv, 


Fig. 340. Fig. 841. 


ran — .—— a. 










.. 
„zz, mono nzcan. 
ı Due} 
Fu 
‘ 
.. 


> 
57 





fällt dagegen im zweiten Falle, Fig. 341, in einem Punkte O, welcher um 
Ani 
‚v=-4m D-P 
Werthe das negative Zeichen an, und ift im feften Punkte B, 
— — [Ph — Pl + h)l. 
Im erfteren Yalle zieht fich die gerade Linie HG, Fig. 340, II., welche das 
Biegungsmoment in einem Punkte X, zwiſchen A und B darftellt, unter 
der Grundlinie AB hin, und endigt fi) im Punkte G,, deflen Ordinate 
BA =P(ü+I)— Pl] if; im zweiten Falle fteigt dagegen biefe 
Gerade HG,, Fig. 341, II, vom Punkte O aus über AB, wobei bie 
Ordinaten KL = Yı = — [Pam — Pl + z)), md Bh = aı 
— [Pl — P(l + 1)] ausfallen. 

Da der Krlimmungshalbmefler r — — des Balkens umgefehrt umd 
folglicd) die Krümmung jelbft direct wie da8 Biegungsmoment M wäcjlt, fo 
geben die graphifchen Darftellungen in II. der Figuren 339, 340 und 341 
aud zugleich ein Bild von der Veränderlichkeit der Kriimmung des Balfens an, 
Es nimmt alfo hiernach in dem Falle Fig. 339, wo P, und P eine gleiche 
Richtung haben, die Krümmung des Balkens, von A nad) B gegangen, 
allmälig zu, nimmt dagegen in den Fällen, wo P und P, entgegengefegt 
gerichtet find, von A, an allmälig wieder ab. Ift hierbei A ı <P(l+]), 
wie in Fig. 340, fo wird der Ballen nur nad) einer Seite hin gebogen; ift 





von A, abfteht, Null aus, nimmt dann für größere 
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dagegen Phi, > P(l +1), fo fällt die Biegung nicht allein in A, fondern 

auch im Punkte O, wo ein fogenannter Wendepunkt (fiehe analytifche 

Hülfslehren, Art. 14) entfteht, Null aus, und es nimmt der Balken zwiſchen 

O und B eine allmälig wachjende Biegung in entgegengefetter Richtung ar. 
Fig. 342. Fig. 343. 





ll. 





Sind im zweiten Falle, Fig. 342, die Kräfte D, und P der Größe nad) 
einander gleich, fo fällt für die Punkte X, zwifchen A, und 2, 
M=P(l+xn)— Pu =Pl, 
aljo conftant aus; dann ift alfo auch die Kriimmung des Balfenftiides A, B 
überall dieſelbe, d. i. die eines Kreiſes. 
Der Krümmungshalbmefler des Stückes A A, beftimmt ſich in allen drei 
Fällen mitteld der befannten Formel: 





_ WE 
7° 
und der des Stüdes A, B, im erften Falle nach der Formel: 
| r, WE 


u P(+ 2) +Pıa' 
dagegen im zweiten und dritten Falle nach der Formel: 
| — WE 
Pl+n)—-Pa 


WE 
>7° alſo conftant 


aus, und in dritten Falle, wo Pl, > P(l +1) ift, wird im Punkte O, 
I 
defjen Abſciſſe x, den Werth > hat, rı = © (unendlich groß), wo- 
— 


Wenn im zweiten Falle P, — P ift, fo fällt r, — 
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E 
— 0 
BT’ und im Punkte B, 
WE . 
_ — — iſt. 
PI—APCAM) 

Je nachdem PL größer oder Heiner aß Ah — Pl+h),db.i.PZP 
ift, fällt im legteren Faller rr, alfo die Krümmung in A, größer oder 
fleiner aus als in B. _ 


Die elastische Linie für zwei Kräfte. Die Gleichungen ber $. 220 
elaftifchen Linie, weldhe von der Are des von zwei Kräften P und P:- 
ergriffenen Balkens gebildet wird, laſſen ſich aus ben bereit3 in den Para⸗ 
graphen 216 und 217 gefundenen Formeln feicht zufanmenfegen. 

Bezeichnet a, den Neigungswinkel der 
elaftifchen Linie in Aı, fo hat man zu- 
nächſt für das Bogenftid A Aı, Big. 

a 344,1, den Bogen, welcher die Neigung 
N deffelben in S mißt: 


gegen im Punkte A,, r = 


1, 


Fig. 344. 


— PR— 2?) 
2 De=sautgwg 
SS umd die der Abſciſſe AX—=x ent- 
SS Sprechende Ordinate XS: 
— Px(l? — 1), x?) 
2)y=nxt+ —aWwE 

(vergl. $. 217). 

In (1) für x — 0 gelekt, folgt der 
Neigungswinkel in A: 


PR 
nat 77 





dagegen in (2) für 21 angenommen, 

die Ordinate in 41: 
AC=ıaz= al Lv Po. 
.3WE 

Für einen Punkt des zweiten Balkenſtückes A, B ift das Biegungsmoment 
Pli+x)+ Pa —=PlI+(P+ P)z aus zwei Theilen, Pl und 
(P+ Pı) x, zufammengefeßt, wovon das eine wegen feiner Unveränderlich⸗ 
keit das Balkenſtück nad) einem Kreisbogen vom Halbmefler r — Ir 
krümmt, deſſen Neigungswintel in einem Punkte S,, welder um A, Sı =2ı 
von A und um BSi —1ı — m, von B abiteht, 
— A — L,__ Pi(h, — &ı) 
ßı = Pr == 7 7 mißt. 
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In Folge der Biegung durch das Moment (P-+ Pı)xı ift dagegen die Nei⸗ 
Fig. 344 a. gung bes Balfenftüides in S: 
. Er) Um. 
3 “ 2WE ’ 
* * daher folgt num die vollftändige Neigung in 
demſelben Punkte S: 





2WE 
In Folge der Krümmung um ß, nad 
dem Kreiſe wäre die Bogenhöhe von B S,, 
nach der befannten Kreisgleichung 
_BS _(h—a)Pl 
„ MT, TOgwE 
daher die vom ganzen Stüde B A;: 


| yet hm 
i N ı @+M) MD, 





Pl? 
vn +5 ie Hi 
BO = WE’ und die Höhe des Punktes S, über A;: 
Pl 1? — (lı — 21)? — I(C2h TI — 2) 
KS=BG- NMS= - am 
Dem Krlimmungswintel B, — —_ Erf) hm) au entfpricht dagegen 


2 2 
nach dem Obigen (8. 217) die Bogenhöhe RK, Sı = Fran rn, 
es ift daher die vollftändige Bogenhöhe: 

)KS—y _Pi@hs — 27) De ( — Ya ©). 
Segt man in (3), &ı — 0, fo erhält man in 4 den oben als gegeben 
angenommenen Neigungswinkel, und zwar: 
__2Pl, +(P+ P)l} 
— J 
und führt man in (4) & Ii cin, fo ergiebt ſich dadurch die Bogenhöhe: 
— 3Pll? +2(P+P)l} 
B C 4 = — — <-- 77 
Endlich folgt die Bogenhöhe des ganzen Balkens: 

— . pP 3Ppl? +2(Pp+ p)1: 
BD= = ___ı I A 1219079 
Hrazatzygt 6 WE 
—al+ Pla +3) +2(P+DP)l} 

6WE 





— a + Be +3 +2) +2PR 
| 6 WE 








— —— — — — — — — — — 
7 
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Wenn der Balfen AB bei B mit einer gewiflen Neigung 60 aus der Mauer 
bervortritt, fo ift in (3) zu 4 noch 40 und in (4) zu yı noch Box, zu abdiren- 
Wirkt die Kraft P, der Kraft P entgegengejegt, jo hat man in den 
Grundformeln (3) und (4), ftatt P+ P, P— P, einzufegen. 
Einseitig aufliegender Balken. ‘Die Formeln des vorftehenden $. 221 
Paragraphen finden in mehreren Fällen der Praris ihre Anwendung. Iſt 
Fig. 345. z. B. ein Ballen AB, 
Fig 345, in einem End« 
J punkte B horizontal einge 
IM; mauert, und im anderen 
Endpunkte A einfad) unter- 
1 ftüst, fo entfteht die Frage: 
welches ift die Biegungs= 
fraft in A oder welchen 
Drud P hat die Stütze in 
A auszuhalten, während 
der Ballen in einem Zwiſchenpunkte A, von einer Laſt P, niedergezogen 
wird? 
Es ift hier P negativ, dB, — 0, und, da A und B in einerlei Niveau 
Viegen, die Summe von den Bogenhöhen 
CA=aewb (B=a, — Null, 





alſo: 
pa PR +1; (P—P)i; _ 
(a + Zt WE —— 
1/, — 2 
oder, da a; — a — iſt, 


pa, +1, CPA Py)IRI +1, PB + 1,PIR + IPAP)MO. 
Hieraus folgt nun: 
Pp@® +62, +62 +21) —P, ll} + 213) 
und daher die gefuchte Stütz⸗ oder Biegungskraft in A: . 
P___@G+2W? m 
 Br3m, ++ 2’ 
z. B. fr 2 — 1, alfo in dem alle, wenn P, in der Mitte Liegt, 
P= ölıe Pı. 
Hieraus folgt das Biegungsmoment in 41: 


Pi nn Pı I, dagegen das in B: 
3 6. 
P%—2PI=zPi=:, Pl 
alſo größer als das in 41. 
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St zwar 2 = 1,, liegen aber die Stügpunfte A und B nicht in einerlei 
Höhe, jondern liegt A um a, höher als B, fo muß man a + a, = a, 
fegen. Nun ift aber dann 


u — @P— Pı)® 

TO QWE 

— Pl (11P—3P,) 18 
EEE 2 en 7 
au — BP+2@-PA)® _6P—2P)W 
1m G6WwE — 6WE 


daher hat man 


1 — 3 
(16 P — 5P)T — aæ, und es folgt 


6WE 
6W Ea; 5 
f= 16 73 + 16 P. 


Sollen die Biegungsmomente in A, und B gleich groß, jedoch einander 
entgegengejeßt fein, fo hat man 
Pl= ap l — 2P!, oder 


3P=P,d»ı.P= m zu feßen, wobei dann 


pw E13 


= 555 nn machen iſt. 





Wenn man aljo das Balfenende um 0,0555 —; AN 7; Höher legt als B, fo iſt 
| 4 | 
das Biegungsmoment in AıD B —=H+ = ‚ aljo Heiner ald wenn A 


und B in gleicher Höhe Tiegen. 

Mit Hülfe des gefundenen Werthes fir P laſſen ſich nun auch die Krüm⸗ 
mungshalbmeffer, Tangentenwinkel u. |. w. der Eurvenftüde AA, und Aı B 
berechnen. 


S. 222 Biegung eines an beiden Enden frei aufliegenden Balken». 


Einen anderen Fall der Anwendung der Formeln des legten Paragraphen 
bietet ein an beiden Enden A und B frei aufliegender Balfen AB, 
! Fig. 346, dar, wenn 
derjelbe von einer Kraft 
P, ergriffen wird, deren 
Angriffepunft A, von 
dem einen Stützpunkte 
A um J und vom an⸗ 
deren Stützpunkte B 
um I, abfteht. 
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Es ift hier das Moment 
P.BA— dem Momente P,. BA, 
d. i. 
Pl+h)=Pl, 
folglich der Drud im Stüßpuntte A: 
Pl 
f=71T' 
und dagegen der Drud im Stüßpunfte B: 
A_lrnin_ Bl 
v=hmf-rz 
Da wieder A und B in einer Horizontalen liegen, fo hat man auch 
a + a = 0; 
es iſt jedoch dieſes Mal der Winkel 4 nicht — Null, ſondern eine zu be⸗ 
ſtimmende negative Größe CB T.. 
Man hat hier 








— pen +1, PA pP) u ps 
.e=— Pit WE * 57 
und auch | 
0 1 2 1 — 3 
u=— Bl + ha Pi, + la (P Pı) I; 


. WE ’ 
daher die Summe: 


BEe+LU— were + 611} + 219) 


+ 812 + 21) = 0, 


6 WE 
oder 
64041) WE—=P(R + 612, +61? + 217) — P, (811? + 213) 
— [213 4 6121, + 6112 4 213 — (311, +2) +U)]2, 
fo daß num der Neigungsteintel i in B: 
Bi Peo® +3 +9) PiIl +3 + 12) 
6 HU) WE 6( +? WE 
und dagegen der Neigungswintel in A: 
— Allı (2 + 31, + Ah RM 
6 FI® WE 0 
Sf 3. B. Pı in ber Mitte aufgehangen, jo hat man I, — I, fowie 
P= = und daher | 
PM 
B= awET 1 — (vergl. $. 216). 


Mit Hitlfe des beftimmten Winkels 4 laſſen fi) auch die ſämmtlichen 


396 Vierter Abfchnitt. Zweites Capitel. [$. 223. 


Biegungsverhältniffe des Balfens durch die oben gefundenen Formeln bes 
ſtimmen. | 

Das Biegungsmoment diefed Balkens ift im Aufbängepunfte A, am 
größten und zwar 


wen Ai A] 


aljo am größten für 217, d. i. wenn da8 Gewicht P, in der Mitte hängt, 


und zwar 
M= Act — ı/y Pı J. 


$. 223 Gileichmässig belastete Balken. Iſt die ganze Laſt gleichmäßig 
vertheilt auf den Balfen AB, Fig 347, und trägt jede Längeneinheit deſſelben 

dig. 347. — q, alfo der ganze Balken von ber Ränge, 

: Q=lg, und ein Baltenftüd AS=s, 

die Laſt gs, fo hat man ftatt der Mo⸗ 


mente 1 Ps, 2 Ps, 3 Ps u. |. w. 
n N n 

die Diomente Ua q () , Ug (%) , 
35\? . . 

ag 2) u. ſ. w. einzuſetzen, weil 


die Schwerpunkte der Laften q (2), q (2) ‚q (7) u. ſ. w. in der Mitte 














2s 3 2 38 
von r - u f. w. Tiegen, alfo die Hebelarme !/, —, l/a —, i/, 7 
u. w. find. Hiernach befommen wir bier die Rrimmungsrointe der 
Vogenelement· 

— 22.98 32.q5s3 
= rg = © 
und daher den Hrummungswinkel von 48 — 8: - 

n q s? n3 

— 1 2 2 — — 00 

v='h — U En 2mBWE 3 
— __1% 
=; er annähernd — sWwE 


Wird x — geſetzt, fo tg nun der Tangentenwintel TAC = UTB- 
für den Endpunft A: 
ß _ ql _ gl: 


6WE 6WE 
und daher der für einen Punkt S, deffen Abſciſſe AX = iſt, > 


(1? — 23). 











- 
- 
⸗ 


no. 
—6 — * WE 
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Aus dem legten Winfelmaße folgt ein Ordinatenelement 
x 2 q 
m" —meWE 
2% 3% 
und nun ftatt =? nad) und nad) (2). (=? =). © ) eingeführt, ergiebt 
fi} die gefuchte Gleichung für die Ordinate XS = y: 














ee (hetero) 
— — m — ).7. d. i 
= —* u T 
Nehmen wir wieder x — ! an, fo befommen wir die Bogenhöhe 
= 2 ee WE” swn” Ye we 


d. i. 3/, mal fo groß, als wenn die Laft Q am Ende des Balkens hinge. 
Die Ordinate des it der Ballenare ift: 


le Le 

Yı = 12 En "12.32 WE’ 

folglich die Tiefe diefes Punktes unter der Horizontalen durch B: 
17 q% 


Y%4a — Yı 72.32’ WE, 
- und daher das Arbeitsquantum, welches der Einbiegung a oder diefer Sen» 
fung (/2) des Schwerpunttes der Laſt Q — !g entfpricht, infofern man 
nämlich Q allmälig auflegt: 175 
u 017g 17 212 
L QBU IB⏑— 

Iſt der Balken durch eine gleichmäßig vertheilte Laſt Q und durch eine 

Kraft P am Ende zugleic) belaftet, jo hat man die Bogenhöhe: 
pi gu _(P, g\.» 
I=zwEtewE“ + $) wi 

Wenn der Ballen A BA, Sig. 348, an beiden Enden frei aufliegt, und 
nicht allein in der Mitte B eine Laſt P, fondern auch gleichmäßig vertheilt 
eine Laſt Q — 1g trägt, fo findet nıan die Ein- oder Durchbiegung OB — a, 






4(e+0) Fig. 348. 1(P+g) wenn man dem Aare 
(2 
2G .,® für den Sal in Fig. 347 dat 


- VAa 
—* 


P, den Druck ober die Gegen⸗ 





8. 224 
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4, ftatt Q die gleichmäßig vertheilte Laſt — — einer Hälfte BA, und ſtatt 


J. die halbe Länge des Balkens, BA—1, ar — — Yal einführt. 
Es folgt auf diefe Weile: 





_(PHY_Q\ _P__ _E 
.=( 6 18) we PO wE 
Für P— 0 ift alfo a = 5% - U. Wenn alfo die ganze Laſt 


43WE 
gleichmäßig auf den au beiden Enden unterſtützten Balken vertheilt ift, jo 
fällt die Bogenhöhe nur °/; mal jo groß aus, al8 wenn diefelbe in der 
Mitte des Balkens hinge. 
Das Gewicht G bes Balfens hat genau denfelben Einfluß auf die Bie- 
gung wie die gleichmäßig vertheilte Laſt Q, und ift daher auch ‚genau wie diefe 
in Rechnung zu bringen. 


Reduction der Biegungsmomente. Kennt man das Biegungs- 
moment W, E eines Körpers AB CD, Fig. 349, in Beziehung auf eine 
Fig. 349. Are N, N, außerhalb des Schwerpunftes, fo 
läßt ſich leicht diefes Moment in Beziehung auf 
eine andere, durch den Schwerpunkt S gehende 
Ure NN finden, welche mit der erjteren pa- 
rallel läuft. Iſt der Abftand ZH, = KK, 
zwifchen beiden Aren — d, und find die Ab- 
ftände der Flächenelemente Fy, Fr} u. ſ. w. 
von der neutralen Are NN, = 2, £ u. |. w., 
jo hat man die Abftände von der Are NN, 
—=d+2,d+ 2 u. ſ. w. und es ift num 
das Biegungsmoment: 
—BGↄABGPOAäöA.. 
—=[F (d@+2da+2)+ Fr (d’+ 22. nF + 9]E 
= (@(H+R+-)+2dHatrnHt:-') 
Ghræ?FRCæÆAP. ME. 


RAB .. 
als Summe aller Elemente — Querſchnitt F des ganzen Körpers, ferner 
FatßR2+ +: 
als Summe ber ftatifchen Momente in Beziehung auf eine durch den Schwer⸗ 
punkt gehende Are — Null, und 
(Fe? + Re + JE 
das Biegungsmoment W E in Beziehung auf die neutrale Are NN; es 
folgt daher: 





Kun ift aber 


— 
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WE=(W+H Fd:) E, 
oder: 
W, — W + F'd? 
und umgefehrt: 
W= W\ — F d2. 
Es iſt aljo das Maß W des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die neutrale Are gleich dem Maße W, des Biegungsmomen- 
tes in Beziehung auf eine zweite Parallelare minus das Pro— 


duct Aus dem Duerfchnitt Fund dem Quadrat, (d?) des Abftan- 


des beider Aren. Auch folgt hieraus, dag unter allen Biegungsmomenten 
das in Hinſicht auf die neutrale Axe am kleinſten iſt. 

Bon vielen Körpern laſſen ſich die Biegungsmomente in Hinſicht auf ir- 
gend eine Are leicht finden, man kann daher diefe dazu benugen, um mittels 
der gefundenen Formel die Momente in Hinſicht auf die neutrale Are zu 
beftimmen. 


Sind CK=z und CL=y, ig. 350, die Koordinaten eines $. 225 


Punktes Fin Hinficht auf ein rechtwinkeliges Axenkreuz XX, YY, find 

Fig, 350. ebenfo CM = u und CN=v 

Ä die Coordinaten dieſes Punktes 
auf ein anderes rechtwinfeliges 
Arenkreuz TU, V V, und ift end» 
ih CF = r der Abftand des 
gedachten Punktes F' von dem ges 
meinfchaftlichen Nullpunkte C bei- 
der Arenſyſteme, fo gelten, dem 
Pythagoreiſchen Lehrjage zufolge, 
die Gleichungen: 
atp=utrv—mr, 
und es ift aljo aud) 
Fa? + Fp=Fw+Fu—Fr. 

Seßen wir nun in diefen Gleichungen ftatt F nad, und nad) die Ele 
mente F\, Fa, F3 u. f. w. de8 ganzen Querſchnittes A BD und ebenfo ftatt 
x, y, u und v die entfprechenden Coordinaten x, %, 23 u. |. w., Yı, Ya, Vs 
u. |. w., fowie v1, 4... und v1, v2... . ein, jo erhalten wir durch Addition 
folgende Gleichungen: 

FF + Fy x} +...-+ Ay + F,y} +» 

= RuW+Ru+- +Fvy+Rhwy+t 

= Ar +Rr+t.., 
oder, wenn wir 

Fxı?+Rx2+--.-bud2& (Fa), 
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ferner 
Fy+Ry+:--dbudz(Fy?), 


fowie 

FRuw+Mu+---dud (Fu), 

Fy+Rv+---dud (Fo), 
und Ä 

Fr? + Far? +: du 2 (Fr) 
bezeichnen, 


Z(F2?) + &(Fy) = & (Fud) +2 (Fe) = 2 (Fr). 


Es ift hiernad) die Summe der Maße der Biegungsmomente, 
in Hinſicht auf beide Aren XX und YY eines Arenfyftemes 
gleih der Summe der Maße der Biegungsmomente in Hinficdht 
auf beide Aren eines anderen Arenfyftemes und glei) dem Maße 
des Biegungdmomentes in Hinficht auf den Arpunkt, d. i. gleid) 
der Summe der PBroducte aus den Elementen bes Querſchnittes 
und aus den Duadraten ihrer Entfernungen von der Are C. . 

Iſt der Querſchnitt ACC), Fig. 351, eines gebogenen Körpers eine 
ſymmetriſche Figur, umd ift die Are X X rechtwinfelig gegen die Biegungs- 

Fig. 351. ebene der Symmetrie⸗ 
are derjelben, fo fin- 
det noch eine Rela⸗ 
tion zwiſchen den 

Biegungsmomenten 

ftatt. Sind wieder 
SK=zwKrF, 
"= y die Coordine- 
ten eines Flächen⸗ 
elementes F' in Hin⸗ 
ſicht auf das Aren- 
ſyſtem X X und YY, 
und ift auh FN 
— v der Abftand 
deſſelben Elementes 
F' von einer anderen 
Are TU, welche um 
den Winkel XSU— u von ber erften Are XX abweicht, fo haben wir 
für denfelben 

v= MF—- MN=MF-—KL 

—=KFco.KFM—SKsin.KSL= ycos.a — xsin.«, 
baber: 
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v2 — 2x2 (sin. @)? + y? (cos.a)? — 2 xy sin. cos. «, ſowie auch 
F v2 — (sin. a)? Fx? + (cos.«)? Fy? — sin. 20 Fxy, und 
& (Fv?) = (sin.a)? & (F x?) + (cos. &)? & (Fy?) — Sin. & (Fry). 
Da wegen der ſym metriſchen Geftalt der Figur jedem Elemente Fy, Fy... 
ein gleiches Gegenelement F,, Fz... zukommt, bei welchem y und folglich 
auch das ganze Product negativ ift, fo fällt die Summe der entiprechenden 
Producte für je zwei folcher Elemente, und folglich auc) die ganze Summe 
& (Fxy) = Null aus, und e8 ift daher: 
& (Fv?) — (sin.a)? & (F x?) + (cos. 0)? Z (F'y?), oder: 
W = (sin.a)? W, + (cos. @)? W;, 
wobei W das Maß des Biegungsmomented in Hinficht auf irgend eine Are 
TU, W, das in Hinficht auf die Symmetrieaxe XX und W, das in Hin⸗ 
ficht auf die rechtwinfelig zur Symmetrieare ftehende Are YY bezeichnen, und 
vorausgefegt wird, daß die Aren TU und YY fowie die Symmetrieare X X 
durch den Schwerpunft S der Figur gehen. 
Mit Hilfe der beiden vorftehenden Kegeln kann man nicht felten aus dem 
befannten Biegungsmomente eines Körpers in Hinfiht auf eine gewiffe Are 
das Biegungsmoment defjelben in Hinficht auf eine andere Are finden. | 


Biegungsmoment eines Streifens. Um das Biegungsmoment eines g, 226 
Körpers von befanntem Querſchnitte AD, ig. 352, I, in Hinficht auf eine 
Are XX zu finden, denken wir uns diefen Querſchnitt durch Perpendifel 
zu X X in lauter ſchmale Streifen und jeden ſolchen Streifen, wie z. B. 0A, 
wieder in rectanguläre Elemente F\, Fa, Fs u. f. w. zerlegt. Sind dann 
21, £3, 25 U. f. w. die Abftände (CF) diefer Elemente von der Are X X, fo 
haben wir das Maß des Biegungsmomentes für einen foldhen Streifen: 

F2?+Re+FPe+--- 
=Raa+h,a.%+ 323.3 +°-- 

Ziehen wir num in Fig. 352, IL, AB rechtwinkelig auf und glei CA, 
und verbinden wir B und C durch eine gerade Tinie, fo fehneidet diefelbe von den 

Fig. 352. in den Abftänden (OF) —= z,, 
29, eß u. ſ. w. auf CA errichte- 
ten Perpendifeln gleiche Stüde 
(FG)= 21, £3, 2; u. ſ. w. ab, 
und e8 lafjen fih nun Fi 2ı, 
F3£, u. |. w. als die Inhalte 
von Prismen, ſowie 
Fi 21.21, Fy æ⸗ «2, U ſ. w. 
als die ſtatiſchen Momente 
derſelben in Hinſicht auf die 
Are C anſehen. Die Prismen 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 26 
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F, 2, Fa2a u. f. w. machen aber zufammen ein breifeitiges Prisma aus, 
deſſen Grundfläche das Dreieck ABC und deifen Höhe die Breite des 
Streifen A C (I) ift; es ift daher auch die Summe der obigen ftatifchen 
Momente gleich) dem Momente des Prismas ABC in Hinfiht auf die 
Are XX. Segen wir die Höhe CA— e und die Breite des Streifens 
— b, fo haben wir den Inhalt des gedachten dreifeitigen Prismas 
— 1/,be2, 
und da der Abftand feines Schwerpunftes von C, ?/; 2 beträgt (ſ. $. 109), 
jo ergiebt fich das ftatifche Moment des Prismas und folglich auch das Maß 
des Biegungsmomentes vom Streifen OA: 
Web, 1,beR. 

Um nun das Biegungsmoment des ganzen Querjchnittes AD zu fine 
den, bedarf es natürlich nur einer Addition der Biegungsmomente der Streifen 
wie CA, im welche fich die ganze Fläche durch Perpendikel zur Are X x 
zerlegen läßt. 

Am einfahften ift die Beftimmung bei einem rectangulären Quer— 
ſchnitte ABCD, Fig. 353. Hier find die Streifen, in welche ſich die 
Flächen zerlegen, von gleicher Größe, und machen daher zufammen einen ein= 
rigen Streifen von der Breite AD — b des ganzen Rechteckes aus. Iſt 


Fig. 358. dann noch die Höhe A B dieſes Rechtedes — h, 
A D jo hat man die Höhe eines Streifens: 
z—=U,h, 
daher das Maß des Biegungsmomentes einer 
N n Hälfte diefer Fläche: 


h bh? 
| wm) = 


und endlich diefeg Maß vom ganzen Kechtede: 

B C bh3 bh? 

7 — — ⸗ 

li u 24 12 
8. 227 _ Biegungsmoment eines parallelepipedischen Balkens. Es 
wächſt dem Vorftehenden zufolge, bei einem parallelepipedifchen Balfen das 
Biegungsmoment WE = = E wie die Breite und wie der 
Cubus der Höhe des Balkens. 


Segen wir diefen Werth fir W E in die erfte Formel 
P1l3 
a= awE deö 8. 217, 
jo erhalten wir die Bogenhöhe für den an einem Ende eingeflemmten 


Ballen mit rectangulärem Duerjchnitte: 
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Pi: 
a—4- DE’ 
jeßen wir ihn aber in die zweite Formel deifelben Paragraphen, 
a = I EA 
48 WE’ 
jo ftelit fich für den an beiden Enden aufliegenden Balken, 
Pils 
Tir⸗n 
heraus. Umgekehrt folgt aus der Bogenhöhe a der Elaſticitätsmodul 
E = = flr den einen, und 
Fr fir den anderen Fall. 
— FabR 


Beifpiele. 1) Ein höfzerner Balken von 10 Fuß — 120 Zoll Länge, 8 Zoll 
Breite und 10 Zoll Höhe foll an beiden Enden aufruhen und eine gleichmäßig ver: 
theilte Laft Q@ —= 10000 Pfund tragen; welche Biegung wird verfelbe erleiden? 

Es ift die Bogenhöhe: 








a Qu — Spy: 10000..120° _ 50000.123 __ 1350000 
—B4bRE 2% 8.10.E 32.865  A.E 
5 
Nun E = 1’500000 Pfund eingeſetzt, folgt a — I — 0,225 Zoll, 


2) Wenn fih eine parallelepipediſch geformte gußeiſerne Stange von 2 Zoll 
Breite und Y, Zoll Dicke durch ein in der Mitte aufliegendes Gewicht P — 18 
Pfund um Y, Zell gefenft hat, während die Entfernung Z der Stüßen 5 Fuß be- 
trägt, fo ergiebt fich der Claftieitätsmobul des Gußeifens: 

P% 18. 6008 __18.608 

— 4a 4.4.2.0 Y 


Hohle Balken. Bon einem hohlen parallelepipediichen Balfen ABCD, 
- Fig. 354, beftimmt fi) das Biegungsmoment, wenn ınan von dem Momente 
Fig. 354. des vollftändigen Balkens da8 Moment der Höhlung 
abzieht. Sind AB —=b und BO — h die äußere 
Breite und Höhe und Aı Bi, = bi und Bi Cı =hı 
die innere Breite und Höhe, jo hat man die Maße 
der Biegungsmomente der Flächen AC und Aı Gi 
__ bh bh hr h? 


— 75 und I: 


und es folgt durch Subtraction das Biegungs⸗ 
moment des hohlen Balkens: 


db — bh? 
we gg 





26* 
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Ganz auf gleiche Weife ergiebt fi) das Biegungsmoment des an den 
Fig. 355 Seiten ausgehöhlten Körpers ABCD, Fig. 
D_ 355. Sin AB =bund BC—h äußere Breite 
und Höhe, nd it AB — Aı Bi = di, ſowie 
B,Cı = h, die Summe der Breiten und die Höhe 
der beiden Höhlungen, jo erhält man wieder durd) 
Subtraction: 
_bM — bh) 
we 12 





Ebenfo ergiebt fi) das Biegungsmoment des Körper ABCD, Fig. 

Fig. 356. 356, mit kreuzförmigem Querſchnitte. Iſt hier AB 
— bund BC = h die Breite und Höhe des Mit- 
telſtückes, md ift Ar Bi — AB=b, und A,ıDı 
— h, die Summe der Breiten und die Höhe der 
Geitenftüde, jo folgt durch Addition das Biegungs- 
moment ded Ganzen: 


B 





Auf diefelbe Weife kann man die Biegungsmomente 
vieler anderen in der Praris vorkommenden Körper finden. So ift 5.2. 
für den Körper mit Tfürmigem Querſchnitte A, Bi OD, Fig. 357, bei den 
Dimenfionen 
AB=(0D=b, 
Gig. 357. AB — 4A, Bı = AA, + BB, =b, 

AD=BC=_hm 
AD, =BOG =BC—-(CG =, 
dag Maß des Biegungsmomented in Beziehung 
auf die untere Kante A, Bi: 
Moment des Rechteckes ABCD minus Moment 
der Rechtecke A, Dı und By O1, d. i.: 
N, ur —_ 1) .b@n)s bi (2 %,)? 

ı W = — — ee 
_bM— bh? 
ee ma 
wie fich ergiebt, wenn man jedes diefer Rechtecke als die Hälfte von doppelt 
10 hohen Rechtecken mit der neutralen Are N, N, anfieht. Nun ift die Fläche 
AG D=F=bh — bh, und ihre ftatifches Moment: 

Fa=bh, bh Au bh — hm); 


es folgt daher der Hebeların 
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Rah | 
MS=e = 9 (bh — d, hı)” 
das Product 
F.e? = !ı (bh? — bh h?)?: (bh — bi h,) 

und das Biegungsmoment des Körpers in Beziehung auf die durch den 
Schwerpunkt S gehende neutrale Are N N: 
bh®— b, h? 
——1— 6 —b, h})2:(h — bi hı) 
4(6ns — bh?) (bh — bh) — 3 (bh? — bi Rh} 
— 12 (dh — bh) 
_ (RR — bh — Abhbıı (h— A) 

— 12h — bh) 

Es ift übrigens leicht einzufehen, daß die hohen, ausgehöhlten und ges 
fiederten Körper bei gleicher Maſſe ein größeres Biegungsmoment haben, ald 
die breiten, maffiven Körper. Weil diefes Moment mit dem Duerjchnitte F 
und dem Duadrate (22) der Entfernung von der neutralen Are wächft, fo 
Hat eine und diefelbe Faſer um fo mehr Widerftand gegen die Biegung, je 
entfernter fie von der neutralen Are Liegt. Iſt z. B. bei einem maffiven pa⸗ 
tallelepipedifchen Balken die Höhe A gleich der doppelten Breite d, jo fällt dad 
Biegungsmoment entweder 


W= W,-Fe= 


w=rEN — 0 oe = = 1m 

aus, je nachdem man diefen Balken mit der Fleineren Breite b oder mit der 
größeren 2b auflegt; es ift alfo im erften Falle das Biegungsmoment vier 
mal jo groß, als im zweiten Falle. Wenn man ferner den maffiven Bal- 
fen vom Querſchnitte dr durch einen hohlen erſetzt, deſſen Höhlung br 
gleich ift dem maffiven Theile vom Querſchnitte di Ah — bh, wenn alſo 
bh —bh—=bh,b.i bh = 2bh, oder bi — 5b V2 md 
h=hV2 ift, fo erhält man für den Ießteren das Biegungsmoment: 

bh? — bh® V (rV 2) — dm 
12 12 
d. i. dreimal fo groß als fiir den erfteren. 


== 81a b h3, 


Dreiseitige Balken. Das Maß des Biegungsmomentes eines prisma⸗ 
tijchen Körpers mit dreifeitigem Querſchnitte ABC, Fig. 358 (a.f.©.), 
wird mit Hülfe der legten Paragraphen wie folgt beftimmt. Für das Prisma 
mit rectangulären Duerfchnitte ABCD ift, wenn man die Bezeichnungen 
des vorlegten Paragraphen beibehält, das Maß des Biegungsmomentes 
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— OR folglich das für feine Hälfte mit dem triangulären Querſchnitte 


AB C. und zwar in Hinſicht auf die Mittellinie N N;: 
ig. 358. v1, _bM 
M='h7n 24 
Nun fteht aber die Schwerlinie NN des 
Dreiedes um 1, AB = 1); h von der 
Mittellinie oder Schwerlinie N, N, des 
Rechteckes ab, daher ift nad) 8. 224, das 
Moment in Hinfiht auf N N: 





h bh? —X 
w=Wi— E) F=,07 
= bh> 


— =!) 3° 12 2 
alſo das Biegungsmoment W des Balkens mit heftige Querſchnitte ift 
nur ein Drittel vom Biegungsmomente des parallelepipediichen, bei gleicher 
Srundlinie und Höhe des Querſchnittes. Da nun aber der Ießtere Balken 
nur doppelt jo viel Volumen hat al8 der erftere, jo folgt, daß bei übrigens 


gleichen Dimenfionen der trianguläre Balken nur 2', jo viel Biegungsmoment 
befigt al8 der vectanguläre Balken. 


Für die Are Z, Z, durch die Baſis BC ift ferner dieſes Moment: 
(pm | om _bm 
n=hM +) + 18 12° 
und fir die Are ZZ durch die ſcharfe Kante A ift es: 
——— 2\bh bh? | Abh? db: 
n=w+(5) Ort 77 
Diefe Formeln bedingen übrigens nicht einen vechtwinfelig triangulären 
Duerfchnitt. Es gelten diefelben auch für jedes andere Dreied ABC, 
Fig. 359, deilen Bafis BC rechtwinfelig gegen die Biegungskraft P fteht; 
Fig. 359. denn ed läßt ſich daj- 
jelbe in zwei rechtwinke⸗ 
lige Dreiede A BD und 
ACD zerlegen, deren 
Grundlinien BD—b, 
und DO — by zuſam⸗ 
men die Grundlinie 
BC=b des ſchiefen 
Dreieckes ABC ausmachen, jo daß ſich daher für das letztere 
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V= 3. bi h3 + AI (db, + b,) h? — 
berechnet. 

Uebrigens ift e8 natürlich ganz einerlei, ob die Grundlinie BC oben oder 
unten, aljo wie in I. oder in II., liegt. Es ift für beide Fälle das Biegungs⸗ 
moment felbft 

Dns 
WE= 35H 
fo lange die Elafticitätsmodel (E) für Ausdehnung und Zuſammendrückung 
nicht von einander abweichen. 

Diefelben Formeln finden auch ihre Anwendung bei einen vhomboidalen 
Querſchnitt ABCD, Fig. 360, mit horizontaler Diagonale BD. It 
wieder die Breite BD — b und Höhe AC — h, fo hat man für Körper 
mit diefem Querſchnitte: | 

b /IN\® b.h3 1 LA3 

er 2,(5) 48° 4 12°’ 
d. 1. ein Viertel von dem Momente des Balfens mit rectangulävrem Quer⸗ 
ſchnitte EF GH bei gleicher Breite und Höhe. Auch folgt hiernach für ein 
Doppeltrapez ABED, Fig. 361, von der He AC—= BD—=h, 
äußeren Breite AB = CD — b und inneren Breite EF bi, 
— bM h® (8b + b,) h® 

EI 48 





Fin. 362. 





Polygonale Balken. Die vorjtehende Theorie kann aud) auf Körper $. 230 


mit regelmäßig polygonalen Querſchnitten wie ACE, Fig. 362, an« 
gewendet werden, bei welchen die neutrale Are XX zugleich eine Symme— 
trieare iſt. Da ſich ein ſolches Polygon in lauter congruente Dreiecke zer- 
legen läßt, ſo kommt es bei dieſer Beſtimmung vorzüglich darauf an, das 
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Biegungsmoment eines ſolchen Dreieckes ASB zu ermitteln. Bezeichnet 
man die Seite AB—= BC = CD des Polygons- oder die Grumdlinie 
eines Ergänzumgsdreiedes deilelben, durch 3, und die Höhe S.K deffelben durch 


Fig. 362 a. h, jo hat man das Maß feines 
Biegungsmomentes in Hinficht auf 
die Are X X 
_1.hs _ hat 
412 48’ 
Udagegen daſſelbe in Hinficht auf 
die zweite Are U Y: — 2 


und es ift folglich die Summe beider 

Momente: 

sh? hs? sh 7 

— 53 870— 1)" 
Diefe Summe "ie nun (nad) 

8. 225) auch für jedes der übrigen 

Ede, und e8 ift daher dieſelbe für das Polygon von n Seiten: 


F 
wı + m = (m + 5) = 5(® +5 
wenn man den Inhalt deſſelben: 
n- 2, dur F' ausdrüdt. 


Bezeichnen wir den Winkel ASX dur a, fo ift nad) $. 225 das Mo- 
ment in Hinficht auf die Are ASL: 
— Wı, (sin.«)? + W; (cos. 0)?; 
daflelbe ift aber aud) gleich dem Momente W, in Hinfiht auf XS .D oder 
XX, daher hat man: 
W, = W\, (sin. ©)? + W; (cos. &)2, oder: 
Wı ll — (sin. e)?] = W; (cos. «)2, d. i.: 
W, (cos.«)? = W, (cos. «)?, und folglid): 
M — W;. 
Für eine Are UU, welche um einen willkürlichen Winkl XSU— 
von der Are X X der Symmetrie abweicht, ift ferner dag Moment: 
W = Wı sin.p9? + W, c0s.92 —= Wı (sin. 9? + cos. $?) = Wı- 
Wenn man folglich in der obigen Gleichung 


F 32 
m+m=-2(m+ £),w=-m=W 


einfegt, jo erhält man fur * beliebige Axe des regulären Polygons das 
Maß des Biegungsmomentes: 
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⸗ F s? 
v=em=m=-7(w+n) 
ober, wen man noch den Halbmefler des Polygone SA — SB = r, und 
hiernach A? —= r? — - jeßt: 
829 


F 
— — 2 — _ . 
v=7 r 5) 


Cylindrische und elliptische Balken. Fir den Kreis als .Po- 
Ingon von unendlich vielen und unendlich Heinen Seiten ift s — 0, daher 


- folgt das Maß des -Biegungsmomentes eines Cylinder®: 


4 
w — = 2 — = 0,7854 rA, 
Für einen hohlen Cylinder oder eine Röhre mit dem äußeren Halb» 


mefler +, und inneren Halbmeffer r, folgt daher durch Subtraction: 
w — ai wi — r,) _ (r — n) Y+n)_Fe+rn) 
— ee, 


[4] 


wobei Fr (r} — r) den Inhalt des ringförmigen Ouerfchnittes, 

r— nn, den mittleren Halbmefler, und b — a Z ” ‚die Wand⸗ 
dicke des Cylinders bezeichnen. 

Der horizontale Durchmeſſer A B theilt den Vollkreis DE, Fig. 363, 

Fig. 363. in zwei Halbfreife ADB und AEB, und 

es ift da8 Maß des Biegungsmomentes für 


| D eine ſolche Hälfte in Hinſicht auf den Durch— 
Al B — = 1, —— — _ıar 


C 8 
Nun fteht aber der Shen S des 


Halbkreiſes um OS — (. & 113) von 





“ 
x 
> ⸗ 
Er 


dem Mittelpunkte C des Kreifes ab, es ift daher für die parallele Are NN 
dur S: 
W= m — FIR=W—r.(z 
1 


— art (2 = =) 0,1098.“ 


wogegen für den Halbkreis mit verticalem Durchmeſſer 


2 
37 
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4 
w — — 0,3997 rt iſt. 
In Hinficht auf eine Are NN, welche um den Winfel NSX — « von 


der Symmetrieaxe CD, Fig. 364, abweicht, ijt das Moment des Halb- 
freifes: 





art . (1 8 
= — sin. a? zıt\— — — ‚2 
R sin + 7 (2 9m cos. & 
— (0,3927 sin. @? + 0,1098 cos. a?) rt. 
Fig. 364. Fig. 365 
F r 
A 
-N N 
-Y 
B x 
Aus der Formel 
cr? 
W=-—— 
v 4 


für das Biegungsmontent des Vollkreiſes läßt ſich aud) das für eine Ellipfe 
ABAB, ig. 365, ableiten. In Folge der aus Art. 12 der analytischen 
Hülfslehren befannten Beziehung der Ellipfe zum Kreife,ift, wenn AB, AB, 
einen Kreis vorftellt, defien Halbmeffer CA der einen Halbare @ der Ellipfe 
glei ift, und wenn die andere Halbare CB der Eillipfe durch b bezeichnet 
wu.e DE 
wird, das Verhältuiß D,E, 
Breite D, Er eines gleichliegenden und gleichhohen Elementes vom Kreife 
Ä BB _0B _b 
BB CB a 
Da nun aber das Biegungsmoment eines ſolchen Streifens nur der einfachen 
Breite proportional wächſt, jo verhält fich daher aucd, das Moment eines 
Streifend DE der Ellipfe zu dem entfprechenden Streifen D, Zr des Kreifes 
wie db zu a, und es ift folglich aud) das Maß des Biegungsmomentes fir den 


der Breite DE eines elliptifchen Elementes zur 





— 


Körper mit elliptiſchem Querſchnitte gleich von dem mit kreisförmigem 
Querſchnitte, d. i.: 
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Enthält dieſer Körper noch eine elliptiiche Höhlung mit den Halbaxen 

rs, und d,, To hat man für denjelben: 

z (udb — url) 

——— 

Sit ferner ein Körper mit rectangulärem Querſchnitte entweder um 
Fig.’ 366, feine Are herum, oder, wie in Fig. 366, an den Seifen 

elliptifh ausgehöhlt, fo hat man für deifen Bie- 
B gungsmoment 


W = 





bh  za)b, 


12 4 


au feßen, wobei db und h die Breite AB und Höhe 
AA = BB des rectangulären Querſchnittes AB BA, 
dagegen a, und b, die Halbaren CE und OF der halb- . 
elliptifchen Ausfchnitte DE bezeichnen. ⸗ . 


Das Maß W des Biegungsmomentes von einem Cylinder oder einem $. 252 
Cylinderabſchnitte läßt fich einfach auch auf folgende Weife ermitteln, 
Man theile den Duadranten ADO des Cylinderquerſchnittes AOBN, Fig. 
367, in n gleiche Theile, führe durch die Theilpunkte verticale Schnitte, wie 

Fig. 367. DE, FG u. |. w. und beftimme 
die Biegungsmomente der dadurch 
erhaltenen, al8 gerade Parallele 
pipede anzuſehenden Blätter, 3. B. 
DEFGu.|.w. Die Summe 
der Biegungsmomente dieſer Blät⸗ 
ter giebt das Biegungsmoment 
des halben Cylinders A OB, und 
durch Verdoppelung dieſes Mo— 
mentes erhält man das Biegungs⸗ 
moment des ganzen Cylinders. 
Bezeichnet » den Halbmeifer CA 
— CO de8 kreisförmigen Ouer- 
ſchnittes AOBN, fo ift ein Bogentheill DG —= - 5 — I und in 
Folge der Aehnlichkeit der Dreiecke DGH und CDK, für die Dide KL 
des Cylinderblattes DEFG = 2.DGLEK: 


KD KD zır 70 — 

KL= Tan ann 
Kun folgt nad) der bekannten Formel in 8 . 226, da8 Maß des Biegunge- 
momentes von dem Blatte DEFG: 
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_ KL. (2KD)® _ 3 2 um _. 4 
12 =% 2n XP 3n KD*. 


Seßen wir den veränberlichen Winkel AC.D, welcher ben Abftand des Schnittes 
D E vom verticalen Durchmeſſer A B beftimmt, — 9, fo erhalten wir für die 
Ordinate oder halbe Blatthöhe DK — r cos. p, und daher das lebte Bie⸗ 
ar 3+14c08.29 +cos.4p 
— ⸗, da 
3n 8 


fich (cos. 9) = 2 Pr 608. 4 9 fegen Täßt (fiehe „Ingenieur“ 


Geite 157). Um nun das * des Biegungsmomentes des halben Cylin⸗ 
ders zu finden, hat man im Factor 3 + 4008.29 + 008.49, für ꝙ nach 
7 7 LT. 1, 
und nad die Werthe 1- am’ 2 erT 3.5 bien · einzufeßen, die er⸗ 
haltenen Exgebniffe zu addiren, und zulegt noch mit dem gemeinfchaftlichen 


7 r‘ 
ungemoment — 3 08. @)! = 
gung 


2. dos 


4 
Factor en zu multiplieiren. Nun giebt aber die Zahl 3, nmal zu ſich 
addirt, das Product 3n, ferner die Summe. der Cofinufe von O bis =, 
— Null, weil die Cofinufe im zweiten Duadranten von 7 bis x gleich und 


entgegengefegt find den Cofinufen im erften Quadranten von 0 bis 2 und 


ebenfo die Summe der Cofinufe von O bi8 27, — Null, weil auch bie 
Coſinuſe im dritten Quadranten von z bis 3/, nr die im vierten Quadranten 
von 3/, m bi8 2 m aufheben, daher bleibt für da8 Maß des Biegungsmomentes 
von der Cylinderhälfte AO B: 


W art ri pr 
a = am In — I und endlich für den ganzen Cylinder: 
rt 
W= y- 0,7854 r4, ober auch 
nd 
= — — 17 d* 
ww 0,09817 d4, 


wenn d — 2r, den Durchmeffer des Cylinders bezeichnet. 
(Anmerkung). Im Gewande der Differenzial- und Integralvechnung ift, va d 9 


ein Element des Bogens 9 bezeichnet, das Element DG = >=: = rdp, und daher 


das Moment des blattformigen Flaͤchenelementes DEFG, 
ren rt erlag (SS tp Toast 
3 8 


_rt rt 4 
=n (3-+ 4 cos. 2 9--008.49)3 @ *56 39-+-4008.2 Pd 9+C038.49)8 9 


(cos. 9) = 


rt 


=77[329+2c08.292(2 9) + Y, c0s.4 9% (4 9)] 
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und endlich das Moment des Cylinderſtückes ABED: 


W= n( 39-+2J 005.2 92(2 9) cos. 40 2 (* 9), dv. i.: 
W-! 15 >@ 942 8in.2 9-4 Y, sin.4g) (f. analyt. Hülfslehren, Art. 26, I.). 


Für 9 — 7, alſo sin.29 = sin.n = O, und ſsin. 40 = sin.2n —=(, 


eingefeßt und das Ganze verdoppelt, erhält man, wie oben, das Biegungsmoment 
des ganzen Cylinders, wieder 


Für das Segment DO E ift dagegen 
4 4 
VW= — — 89 + 2sin.2p + Y, sin. 4 9) 5 


— —— _ (Ger 2 F ren Sp], 
— 8 12 


4 
= [6 (ar —29) —8sin.2 9 — sin.4 op] == 


Durch einfache Subtraction läßt fich mittels der lebten Bormel auch das Moment 
. W für ein Brett DEFG von endliher Dicke KL beftimmen. 


Balken mit krummlinigen Querschnitten. Für Körper mit ($. 233) 
gefegmäßig Frummlinigen Querſchnitten beftimmt fid) dag Maß W 
des Biegungsmomentes am ficherften mit Hilfe der höheren Analyſis. Man 
zerlegt zu diefem Zwecke eine folche Fläche ANP, Fig. 368, durch Ordi⸗ 
naten in ihre Elemente, und beftimmt mın die Momente eines foldhen Ele 

Fig. 368. mentes fowohl in Hinficht auf die Abjeifjenare 
AX als au in Hinfiht auf die Ordinatenare 
AY. 
Iſt = die Abfciffe AN und y die Ordinate 
NP, fo hat man den Inhalt eines Elemente: 
oF = yoöor 
(ſ. analyt. Hülfslehren, Art. 29) und daher das 
Map feines Biegungsmomentes in Hinfiht auf 
7, die Are AX: 
oWı = U,y?.oF = 9x 
(j. $. 226), und dagegen in Hinficht auf die Are AT: 
oW, = uyOos, 
da Gier das Element an allen Stellen um x von AY abfteht. 
Durch Integration erhält man nun für die ganze Fläche ANP=F: 


Wı + /yöo 





und 


414 | Vierter Abſchnitt. Zweites Capitel. [$. 233. 


m = [sr 


Hat man nun (nach $. 115) den Schwerpunkt S der Slähe ANP er- 
mittelt , aljo feine Coordinaten AK — vw und KS —= v beitimmt, fo fin- 
det man hiernach die Maße der Biegungsmomente in Hinficht auf die durd) 
den Schwerpunft gehenden und den Goordinatenrichtungen parallel laufenden 


/ 3 0 R 2 F' 


w= [rs0« — u? F. 


3.2. für eine Parabelflähe ANP, deren Gleichung y? — pr ift, 
hat ınan (nad) Art. 29 der analyt. Hitlfslehren) : 
F — ?/, xy, und (nad) $. 115) 
u —?’,2 und r — ?’/ Y, 


3\? 3\2 2 3 
‘2 — _ 2 — 2, — — 3 
1 F=($) Fy -(?) Vz aym #4 


3\2 3\? 2 6 
u?2F' — (2) Fıxı? — (2) x?» 3 09= 25 234. 


_ 290% 
p 


und 


daher: 
und 
Da ferner aus y„ = pm, — en und 0x 


folgt, fo it: 
92 5 
ı (woa=t [m MU = 2 (vy= — z320 





» 3p Ip 15° 
1 2 
=, YyazrV 
und 
_ [yt 29?0y 2 __2y' 2 
[#»2» Frisur Fr yeor 777” 
=. op =" Pa 


Endlich ergiebt ſich: 


1 3\2 1 9 19 
=— 2 — I — 2—|I- — — y — 2 
wı=,#Fy (Er ( wrvrzat 
und 


3\2 
W: =; Fi — 6) Fr? — 12 





75 
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Für eine ſymmetriſche Parabelfläche ADB, Fig. 369, deren Sehne 
AB=sund Höhe CD n ift, läßt ſich hiernach fegen: das Moment 


Fig. 369. in Hinficht auf die Symmetrieare X X: 
Y 
m — 1 r(2) = Fs? sh 
A 5 2) 7207 30° 


wogegen das in Hinficht auf die normale 
Ar YY Baal 


-X X . — Is 
Hr, — = Fh Im h?s. 


Krummlinige Querschnitte — 

B Kommt esdarauf an, dad Biegungemoment 

eined Körpers zu ermitteln, deſſen Quer⸗ 

Ichnitt eine zufammengefegte oder eine ungefegmäßige Figur bildet, 

jo muß man entweder diefen Querſchnitt in Theile zerlegen, für welche das 

Maß W bereits befannt iſt, oder man muß denfelben durch verticale Linien 

in ſchmale Streifen zertheilen, die Maße der Biegungsmontente diejer Strei= 

fen (nad) $. 226) berechnen und zuletst noch diefelben durch Addition ver 

einigen, wobei wieder mit Vortheil die Kegel von Simpſon oder Cotes in 
Anwendung gebracht werden Tann. 

St z.B ABEO, fig. 370, eine ſolche Figur oder ein ſolcher Theil 

Kia. 370. des Körperguerfchnittes, und fol das Biegungs- 

y moment deflelben in Hinficht auf die Are AX be- 

ſtimmt werden, fo ermittelt man erft das Maß 

W, für den Flächentheil ABGD, und dann 

G das Maß W, für den Theil CED; fubtyahirt 


E man dann das legtere vom erfteren, fo erhält man 
das gejuchte Moment: W—= W, — W.. 


-Y 


B 


Iſt die Grundlinie AD des erften Theiles 

— &, und find die in gleichen Abftänden von ein⸗ 

A ander ftehenden Höhen deffelben eo, 21, 29, 23; 24, 

— 5 x ſo hat man das entſprechende Maß des Biegungs⸗ 
momentes nach der Simpſon'ſchen Regel: 


1 
Wwı=z 45 +4: +22 +4 He). Tv 


Iſt dagegen die Breite CD des abzuziehenden Stüdes CODE — x, und 
find die Höhen deffelben %, Yı, Ya, Ya, jo hat ınan nad) der Regel von 
Eotes (f. analyt. Hitlfslehren, Art. 38): 


mW ). A. 


$. 231 
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Geht AX nicht durd) den Schwerpunkt S des ganzen Ouerfchnittes, fo 

- muß dann noch durch die befannte Regel ($. 224) eine Reduction auf die 

Are durd) S vorgenommen werden. Auf diefe Weife find natürlich auch 

noch andere, vielleicht unter A X und neben A Y gelegene Theile des ganzen 

Duerfchnittes zu behandeln. Den Schwerpunft S kann man entweder nad) 

8. 124, oder aud) empirisch beftimmen, indem man die ganze Fläche aus 

dlinnem Blech oder Papier ausjchneidet, und auf eine fcharfe Schneide legt 

(ſ. $. 104). Wenn man auf diefe Weife zwei Schwerlinien beftimmt, jo 
erhält man im Durchfchnitte derfelben den gefuchten Schwerpunft. 


Beifpiel. In der Fig. 370 it AB G EC ein Theil von dem Duerfchnitte 
einer Eifenbahnfchiene, welcher fich als die Differenz zweier Flächen ABGD und 
C ED anfehen läßt. Wenn nun die erftere eine Breite AD von %, und bie 
leßtere eine Breite CD von 1 Zoll hat, und wenn ferner die Höhen des erfleren 

2, = 2,85; 2, = 2,82; 24 = 2,74; 23 — 2,60 und 2, — 2,30 
und die des letzteren 

Y% = 020; y, = 1,50; yg —= 1,80 und y, = 2,15 Zoll 
betragen, fo ift das Maß des Widerſtandsmomentes vom erften Theile: 

4 1 


W = F 3° 75: [285° + 2,80% +4. (2,828 4 2,60%) + 2. 2,748] 


— * . (23,149 + 12,167 + 4. 40002 + 2. 20,571) 


1 ‚956,47 — 8,7584, 


7 
und dagegen das vom zweiten Theile: 
w= 2. 1.2 [0,208 4 2,158 -- 3 (1,508 + 1,808] 
— 7 . (0,0080 + 9,9384 4 27.6210) — —— — 1,5653, 





daher das gefuchte Maß für die ganze Fläche ABG EC: 
W= W, — W, = 8,7584 — 1,5653 — 7,1981. 
Anmerkung. Aud kann man feßen: 


2 
W=2(4) 1.8.y+4.12.9,42.2°. 9944.38. y+1.0.90) 


= a +84 +89 + 1690, 
wenn Yo Yı, Ya Ys, Ya die in den Abſtaͤnden % 8, Ye, a8; 2; 8; von 
4X gemeflenen Breiten bezeichnen. 

8. 235 Biegungsfestigkeit. Kennt man das Biegungsmoment eines an einem 
Ende B feftgehaltenen und am anderen Ende A von einer Kraft P geipannten 
Körpers AKOB, Fig. 371, fo kann man aud) die Spannungen in jedem 
Duerfchnitte NO defelben finden. Bezeichnet S die Spannung pro Qua⸗ 
dratzoll in einer Entfernung SN — e von ber neutralen Are S, jo find 


die Spannungen in den Abftänden 2, 22..., Sı = — 8, 8 = 78 ... 
und bei den Duerjchnitten Fi, Fz..., die Momente derfelben: 
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M, = Fi Sı 2ı = Fıe)- 2, M; =Rsa=Rmatı. !. w., 


und es folgt die Summe der Momente der jänmtlichen Spannungen im 


Querſchnitte N O: 


M“"=M+MH+- =(hı+Rrhz 
Fig. 371. 





— 


WS 
— 

Iſt nun x der Ab⸗ 
ftand SH de8 Duer- 
ſchnittes NO vom An- 
griffepunft A der Kraft 
P, fo bat man aud) 
M = Px, und es folgt 
daher 


1) Pı= er oder 


Pxe=W S, fowie die 
Spannung bes Kör- 
pers in dem Abftande e 
von der neutralen Are, 


Dieſelbe wächft mit = 


gleichmäßig und ift da- 
ber fir 7I, d. i. im 
Befeftigungspunfte B 
am größten. Ebenſo 
nimmt fie auch mit e 
gleihmäßig zu, und ift 
daher an der Stelle am 
größten, welche von der 
neutralen Are am meir 
ften abfteht. Damit der 


Körper an feiner Stelle iiber die Elafticitätsgrenze hinaus gejpannt werde, 
darf die Marimalfpannung S höchftens den Tragmodul T erreichen, ift 


folglich | 
DE  — =, oder 


Pl= 





e 


Weispach?’s Lehrbuch d. Mechanik. I. 


zu ſetzen, wonach alſo die Tragkraft des Balkens AKOB: 


27 
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P= I folgt, 
Ebenſo erhält man auch die Ruaft zum Abbrechen des Körpers in B. 
WK 
Pi — 77, 
le 


wobei man für A einen, allerdings durch ZJerbrechungsverficche bejonders zu 
beftimmenden Feſtigkeitsmodul einzufegen bat. Uebrigens läßt fich die 


Grundformel Pr — ua auch aus oben $. 215 gefundener Grundformel 


Px — WE 





Wenn man die von der Spannung S hervorgebradhte Ausdehnung NN, 
durch 6 bezeichnet, jo ift auh S —= 6%, und wenn man in der Proportion 
N N _ NN, RS 


Ä SN MR 
NN =6SN=e,RS=1, und MR=r, ben Krümmungshalb- 


meſſer einfithrt, alfo - = ı oder 6 — - jest, fo folgt 





r 
S- en oder 5 — E ‚ und daher and) 
Pr — VE Ww — Ws 

T 4 


Ar (8.217) für die mechaniſche 
WE“ 
TW 


Arbeit zum Biegen des Körpers AK B, da8 Moment Pl — — und 





Setzen wir in der Formel Z — 1); 


den Tragmodul 7 —- GE ein, jo erhalten wir 
T: vw I wi 
1 — — 1 — 
L= —— fs "WE fa 6? Ez 
Nun ift aber (nad) 8. 208 1/, 6? E der Arbeitsmodul A der Klafticität, 
daher folgt die mechanifche Arbeit, durch welche der Körper bis zur Elafti- 
citätögrenze gebogen wird, 


L=A- 





wi 
3er 
It b die größere Breite des Körpers, und denkt man jich den ganzen 


Duerfchnitt F des Körpers in n gleich breite Streifen von der Breite - 
und den Höhen 21, 29, 23 - . . zerlegt, fo kann man jegen: 


F=l(atatat Ju ' 
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b 
Vv=7, (2) + 2) + 2, .. ) daher auch 


wi= (AHA FE HD. 
+2 +%+:-./12 

Jedenfalls läßt fih zı — we, 2 = me, 3 = Wie... fegen, wo⸗ 
bei Uj, >, Ugs ... von der Querfchnittsform abhängige Zahlen bezeichnen, 
daher hat man aud) 

e? ut tm +. :/12 
und daher die mechanifche Arbeit 
r—4 Kite ta En) Fl 
3\s + + Ws +: ./ 12 
Ä Mt tl 
Nun ift aber — — 
' 4 + + Us 

hängiger Coefficient %, und FI = V da8 Bolumen des Körpers, daher 
hängt die mechanifche Arbeit Z — !/;; % AV nicht von den einzelnen Di- 
menfionen, jondern nur von der Querfchnittsform und vom Bolumen des 
gebogenen Körpers ab. Bei Körpern von gleicher materieller Bejchaffenheit 
und Ähnlichen Querſchnitten ift alfo diefe Arbeit dem Bolumen des 
Körperd proportional. 

Für die Arbeit zum Abbrechen ift ebenfo 

wı 
L Beg̃ 


zu ſetzen, wenn B den Arbeitsmodul des Abbrechens bezeichnet. 


ein bloß von der Form des Körpers ab- 


Festigkeitsformeln. Für einen mafjiven parallelepipedifchen $. 236 
Balfen ACB, Fig. 372, von der Ränge 7, Breite b und Höhe A ift 


Big. 372. e—NYgh und,nady$. 226, ww, 
2 
daher r-7 und die Tragfraft 


2 / j 
deflelben: — — alſo das Trag⸗ 





moment: Pl=bW. 5 


Auch folgt hiernach die mech aniſche Arbeit, um dieſen Balken bis zur 
Elaſtieitätsgrenze zu biegen: 
_AWI_A bmMA_ , 
— ı __- 1. [oo bhl=1,AV. 
= Bee 3 6 ıh /gA Js 


27° 
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Iſt der Balken Hohl, find alfo feine Querfchnitte wie Fig. 373 und 
Fig. 374 geformt, jo hat man 
W bw—bh? bR— bh? 


—— ——— —_-, daher 
e 12 5 Ua h 6 h h 
bn® — bh? 
pi 
“hi 
wo bei d und A die äußere, fowie db, und kı die inmere Breite und Höhe 
Fig. 373. Fig. 374. Fig. 375. Kig. 376. 





ic G 

des Querjchnittes bezeichnen. Beim Körper mit rhomboidalem Quer— 
ſchnitte, wie Fig. 375, ift 

Ww_ bw __bM 

ee  28.1h 24° 

r _bM® T _ ,,bmR T 
Nur 
d. 1. 1/4 mal fo groß als beim parallelepipediichen Balfen von gleicher Höhe 
AC = hund Breite BD = b. 
Ferner beim Balken mit doppeltrapezförmigem Querſchnitt, wie 
Fig. 376, ift 
3 2 
x = —— = Baer das Tragmoment 
3b+b)R® T 
l= —.—-, s 
4 6 ö 
wobei b die obere, fowie db, die mittlere Dide und h die Höhe des Quer⸗ 
jchnittes bezeichnen. | 
Tür einen Balken mit regelmäßig 2nfeitiger Bafis, wie ADF, 

dig. 377,I. u. IL, hat man, wenn r den äußeren Halbmeſſer CA, s die 
©eitenlänge AB, h den inneren Halbmeffer OL und F den Inhalt des 
ganzen Duerfchnittes bezeichnet, 


daher 


P 


F(r2 + 2%?) 


F — 
——— 
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und je nachdem bie neutrale Are NO, wie in Fig. 377, I., durch die gegen- 
überliegende Ede, oder, wie in Fig. 377,IT., durch die Mittelpunfte der 
gegeniüberliegenden Seiten geht, 


entiveder e=r oder ⸗ — h — Vr-— (2/, 8)2 zu ſetzen. 





Daher folgt für den erſten Fall: 


F(r? + 2h? 
Pl= — T, und dagegen für den zweiten: 
2992 
Pıl= FeH+2R) T, während in beiden Fällen: 


12h 
—=1, nsh=nhVr — M—l, ns Vr?— (1), s)? ift. 

Das Verhältniß an der Tragfräfte ift — — 

Iſt die Anzahl n der Seiten des polygonalen Querſchnittes ungerade, 
wie Sig. 377, IIL, jo hat man für e ſtets CA = r einzufegen, und daher 
nur die erftere Yormel in Anwendung zu bringen, vorausgefegt, daß die 
Kraftrichtung Symmetrieare des ganzen Querſchnittes ift. _ 

„Für den quadratifhen Querſchnitt ts —=2h=r Va F=s, 
und daher da8 Tragmoment 











P=— 
6Vr 
3 3 
Pi— * T- v2 T — 0471 r3T. 
4 2h 
Fir den fehsfeitigen Querſchnitt hat man s — — 77 
F= LEBE — 2,598 s?, und daher 
Piı= ’T= JE —— r3 T = 0,541 r3 I, dagegen 


Pl=>,®T— —8 — 0,625 13 T. 
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Für den regelmäßig adhtfeitigen Querſchnitt ift: 


—— — — — 
s=rV2—Yy3, k=-V2+V2 und 
Va 
F=4sh=2 en daher 


— laV2+ı) ’T= — 3 T—= 0,638 r? T, 
3/20 + 143 6 
und = : 
_+leV2+1) „„_ 2V2+1 
3yYı7 +12Y3 3V2+y3 
Für einen maſſiven Eylinder vom Halbmeffer r hat man 
W ar ır? 


1 rs D= 0,691 r3 T. 


rer 5 
A 
P1=7rI= 785" BI. I und 
A ar 1 - | 
L=73'7'7 7 InA.arl = \nAV. 


ft der Cylinder hohl, fo hat man dagegen 


b \2 
+) 
—— zu T (vergl. 8.231), 


‚ den mittleren 


* er ‘ — 2 y Y 
wobei », den äußeren, r, den inneren jowie r — tr 


Halbmeffer, ferner F = 7 (r} — r}) den Querſchnitt und b==r, — r; die 
Fig. 378. Fig. 379. Breite des ringfürmigen Cy— 
linderquerſchnittes bezeichnen. 
A B Füur den Ballen mit ellip- 
! FRE tifchem Duerjchnitte, wie 
we ; #ig. 378, deilen Halbare CA 
— A Er U —a die Richtung der Kraft 
hat, und Halbaxe OB=b in 
BD der neutralen Are liegt, ift .z 
W —X 
PI= 1 T=!4hFalT. 
Endlich für den parallelepipedifhen Balken mit halbelliptifchen 
Aushöhlungen an den Seiten, wie Fig. 379, hat man, 
pı — "iabh’— Yınba) „, _ 3b’ —mba} 


— 7 


l/gh 6h 






© 
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dagegen für einen folden mit parabolifchen Flankenhöhlungen: 

— 1/2 bh? — 8/,, ba) — 5bhs — 32b,a?: 

N ah 1= 30% u 

wobei b die äußere Breite, Ah die äußere Höhe, bi die Tiefe einer Höhlung 
und a, die Höhe berfelben bezeichnen. 


Verschiedenheit der Tragmodel. Die Formel 8. 237 
wT 
P — 
el 

für die Tragfraft eines an einem Ende eingemauerten Balfens A, Fig. 380, 

Fig. 380. hat nur dann eine allgemeine Gültig⸗ 
feit, wenn die Ausdehnung 6 und die 
Kompreffion 6, des Körpers bei der 
Elafticitätögrenze einander gleich find, 
weil nur dann der Tragmodul 








T=0o6E 
’ | für die Ausdehnung dem Tragmodul 
T, ı — Ö| E 


für die Compreſſion gleichzufegen if. Bei dem Schmiedeeifen fcheint diefe 
Steichheit fo ziemlich, und bei dem Holze mwenigftens annähernd vorzufom- 
men; ganz anders ift aber diefes Verhältniß bei dem Gußeifen; daſſelbe 
hat nicht allein einen viel größeren Modul der Feftigfeit für das Zerdrücken 
als für das Zerreißen, fondern es ift auch bei der. allerdings nur ungefähr 
anzugebenden Elafticitätsgrenze die Compreffion 6, circa 2 mal fo groß ala 
die Ausdehnung 0, und folglid) au, der Tragmodul 7, des Zerdrückens 
2 mal fo groß als der Tragmodul T' des Zerreißens. Ä 

Um die Tragfraft des Gußeifens oder eines. anderen Körpers zu finden, 
bei welchem eine anjehnliche Verſchiedenheit zmifchen 6 und o, oder T und 


5 um T 
T, ftatt hat, muß man zuerft unterfuchen, welcher von den Quotienten 7 


und der kleinere iſt, und dieſen letzteren ſtatt — in die Formel 
1 2 
W7 
el 


einſetzen. 
Die andere Balkenhälfte, welcher das größere Verhältniß (= oder = 
1 
entfpricht, iſt natürlich dann noch unter der Elaſticitätsgrenze gejpannt, und 
hat daher einen unnöthig großen Duerjchnitt. Um diefen und folglich aud) 


den Querſchnitt des ganzen Körpers auf das Minimum zurüdzuführen und 
daher fo viel wie möglich an Material zu erfparen, ift nöthig, daß beide 
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Baltenhälften gleichzeitig bis zu der Elafticitätögrenze ausgedehnt und come 
primirt werden. ‘Deshalb foll man dem Querſchnitt des Balkens eine ſolche 
dorm und eine ſolche Lage geben, daß 

Tı e _ T __o 


e e 0 — 1 g 

ausfällt, daß aljo das Verhältniß wiſch den größten Abftänden e und e, 

der Faſern zu beiden Seiten der neutralen Are gleich ift dem Verhältniſſe 

zwifchen den Tragmodeln 7 “ des Zerreißens und Zerdrückens. 
Wenn alfo beim Sufeifen ZI — = — 2 if (f. 8. 211), jo müſſen 

wir hiernad) ben Duerfchnitt eine gußeifernen Balkens fo geftalten und fo 

legen, daß — jo viel wie möglich — 2 ausfällt. Ein dreifeitiger Balken 


aus Gußeifen ift folglich fo zu legen, daß die Hälfte beffelben mit dem drei- 
feitigen Querſchnitte comprimirt, und dagegen die mit dem trapezoidalen Quer⸗ 
fchnitte ausgedehnt wird. Legt man hierbei die eine Seitenfläche des Prismas 
2 

1’ 


horizontal oder rechtwinkelig gegen die Kraftrichtung, fo hat man = — 


während bei der umgefehrten Tage, — nur — n ift. 


Bei einem gußeifernen Träger, deſſen Ouerfchnitt beinahe die Form eines 
T bat, wie 3. B. Fig. 381 vor Augen führt, Täßt fich unter gewillen Vor⸗ 


ausfegungen da8 Berhältniß Fr — 2 ebenfalls volllommen herjtellen. 


gig. 381. Es ſei die ganze Höhe dieſes Balkens, A Bn, 
und die Breite feiner Kopfplatte, BB2BOb, 
ferner die Höhe feiner Höhlungen zur Seite: 
AD — hi — M h, 
und die Breite derfelben: 
256 — b = vb; 
endlich fei die Höhe einer Fußplatte: 
HL=hkh=Wh 
und die Ausladung derfelben zu beiden Seiten: 
2LN == ba — Va b. 
Dann ift der Abftand des Schwerpunkte S des ganzen Querſchnittes von 
der unterften Kante ZH: 
— ___ 1bM—bh’+b,n} 
B=-=-7 u _uht+tbm 


h (@ — vu + Br) 
= —( — — — (1,8. 105 und $. 109). 
2 \1— kırı + Wada \Z s 
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Gebt man nun - — 2, fowiee-t+e—=h, fo erhält man e—!/, umd 


e —?/; h, und daher die Beitimmungsgleichung 
nf 1— u vı + #y vo 
Jh — —— — 


2 1— urvı + Bora’ 
welche fic in folgende umgeftalten läßt: 
uvı 4 — 30) — Wr, d—30)—l. 

Mit Hilfe diefer Formel kann man aus drei der Dimenfionsverhältnifle 
Ai, Vi, 4 und v, daß vierte berechnen. Nimmt man u, —= 0 an, fo hat man 
e8 mit einem Duerprofile wie Fig. 382 zu thun, deffen Biegungsmoment jchon 
oben ($. 228) beftimmt worden ift, und für welches wir 

u, vı (£ — 3 u,) = 1 haben. 


Anmerkung Die Herren Moll und NReuleaur (f. deren Schrift: „Die 
Sefligfeit der Materialien, Braunfchweig 1853") empfehlen zur Beftimmung zwed: 
mäßiger Duerfchnittsformen die Anwendung einer Wage, deren Wagbalfen aus 
einer Tafel befteht, auf melde die in Blech ausgefchnittene Querſchnittsform fo 
gelegt wird, daß ihre, durch das Verhältnig = — beftimmte neutrale Are genau 
1 1 
über die Drehungskante der Wage zu liegen kommt. Wenn nun hierbei die Wage 
einſpielt, ſo hat dieſe Schablone eine zweckentſprechende Form; außerdem iſt dieſelbe 
durch Abſchneiden an den Flanken ſo lange umzugeſtalten, bis das Einſpielen bei 
der vorgeſchriebenen Lage eintritt. 
Beiſpiel 1. Wenn bei einem gußeiſernen Balken, deſſen Querſchnitt die Ge⸗ 
ſtalt Fig. 381 hat, die Höhenverhaͤltniſſe 
7 7 1 
—_ı_{L -—ı ___- 2 
. ah tr und 43 1 878 
find, fo hat man für deſſen Breitenverhältniffe die Bedingung: 
7 21 1 3 . 
F (4 — F ng (4 — =) =], d. i.: 
77, — 3», — 64. 
Läßt man die Fußplatte ganz weg, fo ift v, —= 0, und daher: 


„=, =7 7 0,831, 
alfo die Diele des eigentlichen Trägers, db — d, = 0,169. 


Nimmt man Hingegen », — r an, fo if (77 — =) v, = 64, folglich 
Fig. 382. 


v, = 0,887 und », — = . 0,887 — 0,148. Für 
kh=8 Soll und b=51, Zoll ift daher A, = 17 Zoll, 
hg = 130ll, d, —=5 Zoll und d,— %, Zoll; fo daß 

N die Dide der Fuß: und Kopfplatte 1 Zoll, die bes 
Mittelftüdes aber nur Y, Zoll beträgt. 

Beifpiel 2. Für den Balken mit dem Tförmigen 
Duerfhnitt, Fig. 382, if ($. 228) 
— 12(bh—b,h,) 
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gefunden worden und 
eo 1bh—b,h 
172 bh—b,h, 
zu feßen, woraus für den Fall, daß er an einem Ende feftgehalten und am anderen 
belaftet wird, 
= — — es 
Seßen wir nun Ba h,=uh, nd b,=»,db ein, fo erhalten wir: 
_ U mr? —tnm nl) > 
— —— — 1 T,; 
1— ur, 
daher, wenn der Balfen aus Gußeiſen befteht und u, = 6, und v, = 7/, eingeführt wird: 
_ __13 2 
H= Tg ng Ten a 
Wäre z. B. —= 10 un b = 8 Zoll, und folglich 
h,=%.10=%, —=8Y, h—h,—1%, Zoll, und 
br =7,.8=17, ſowie bb, —=1 Zoll, 


Pi 


fo hätte man: 


13 8.100 520 
Men, hegrn 
Führt man nun noeh 7, = 18000 Pfund ein, fo ftellt fi das Tragmoment 
2 
PI = 27. 18000 = 445700 Neupfund 


heraus, wofür zur Sicherheit — 150000 Neupfund zu feßen fein möchte. 
Hat diefer gußeiferne Balken eine Länge von 100 Zoll, fo ift hiernach feine 
Tragkraft am freien Ende: 
P—- 150000 
100 
Liegt der Balken an beiven Enden auf und trägt er die Lajt in der Mitte, fo 
ift Dagegen: 





— 1500 Pfund. 


P — 4.1500 —= 6000 Pfund. 
Während im erfteren Balle die Duerrippe oben liegen muß, hat man im zweiten 
Falle diefelbe unten zu legen. 


$. 235 Verschiedenheit der Festigkeitsmodel. Wenn man den Elafticitäts- 


und dem Tragmodul durch Biegungsverfuche, und zwar mittel der Formeln 
‚_FPlr Ple 
E= J und 7 — 
beſtimmt, jo ſtößt man in der Regel auf eine vollkommen genügende Ueber⸗ 
einſtimmung zwiſchen den fo gefundenen Werthen von Z und 7 und den 
durch directe Ausdehnungs- und Compreffionsverfuche mittel8 der Yormeln 
Pi P 
E= ıF und T = * 
beſtimmten Werthen dieſer Model (8. 212). | 
Anders ift aber das Verhältnig bei den Feftigfeitsmodeln. Da der | 
Elafticitätsmodul E außerhalb der Elaſticitätsgrenze nicht mehr als conftant 
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angefehen werden kann, fondern immer mehr und mehr abnimmt, je weiter 
die Ausdehnung oder Compreffion gefteigert wird, und da ferner auch dann 
der Elafticitätsmodul für die Ausdehnung nicht mehr gleich ift dem für die 
Zufanmendrüdung, jo find die Spannungen der über einander liegenden 
Faſern des Körpers nicht mehr den Abftänden von der neutralen Are propor- 
tional zu ſetzen, und es geht folglich auch die neutrale Are nicht mehr durch 
den Schwerpunkt des Querſchnittes; e8 nehmen alfo die Abftände e und eı 
ganz andere Werthe an als bei der Biegung innerhalb der Elaſticitätsgrenze. 

Bedeutet W da8 Map des Biegungsmomentes filr die ausgedehnte Hälfte 
de8 Baltens, fowie F den mittleren Elafticitätsmodul für dieſelbe, und be= 
zeichnet W, dieſes Maß für die zufammengedrüdte Hälfte, fowie Z, ihren 
mittleren Elaftieitätsmodul, jo haben wir für größere Biegungen da8 Moment 
der Biegungskraft: 
WE-+ WE, 

T 


Pl= 


alfo wenn wir, wenigftens annähernd, — * — ** und 2 
1 
bei K und K, die Feſtigkeitsmodel für has Zerreißen und für ons Zerdrüden 
bezeichnen, das Moment zum Abbrechen: 
K(WE+W,E,) Kı(WE+ WıEı) 
_ltr = ⸗ — — ⸗ . 
Le Eı e 

Vezeichnen wir ferner das ſtatiſche Moment des Querſchnittes des ausge⸗ 
dehnten Körperſtückes in Hinſicht auf die neutrale Are durch M, und das 
des Querjchnittes des comprimirten Körperſtückes in Hinficht auf eben diefe 
Are durd) My, fo haben wir noch die Spannfraft der einen Hälfte, — ME 


— 4 — fegen, wo⸗ 


Pl entiveder — — 





und die der anderen, — —* „und es iſt, da beide Kräfte ein Paar bil- 
den müffen, 
MLE=M 1 E, 
zu jegen. Diefe Gleichung dient zur Beſtimmung der neutralen Are mittels 
ihrer Abftände e und e,. 
Fur einen Balken mit rectangulärem Querſchnitte ift J3 
be? be’ 


M= F und M, = = 2° 
daher | 
ke: = Eıer 
anzunehmen. Es ergiebt ſich hiernach: 
eg —=e 


E’ 
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und jest man dieſen Werth in die Gleichung e + e, = h ein, fo folgt: 
h AVB hVE 
— und i ⸗ 
— VE+VE VE+VE 
Die Maße der Biegungsmomente find in diefem Falle: 


wi -wmwm—-%, 
e9q 3 
folglich ergiebt fich 
D\. ‚ _ bmM/[EEVE + EEVE 
Pl= —(Ee Eee? = — | — 
ar ri se ( (VE+VH) 
_iM, _ EB _ 
3r VEHVE) 
und daher da8 Moment zum Abbrechen: 
K.bh3 EE, or. VE 
Pl entweder = — — - — — — — 1 
3Ee (VE+ VE) VE+VE 
bh? VE 
oder — — : 


K-— —_. 
3" VE+VE 

Für &, = E erhält man natürlich, wie oben: 
bh? 


Il= — 
P ss K 


Bei Holz und Schmiedeeifen ift fo ziemlich — E,, und daher ans 
nähernd 
2 
Pl= n K, 
wobei man für K den Heineren der beiden Feſtigkeitsmodel zu fegen hat. 


Beim Gußeifen ift ‚Jornfalt E, viel größer als E, daher nähert fich 
bier Pl dem Werthe 2 — x wenn K den Seftigteitämobul für da8 Zer⸗ 


reißen ausdrüdt. 

Beim Holz hätte man hiernady im Mittel den Teftigfeitsmobul für das 
Zerdrüden (f. Tabelle, ©. 371), alfo Ki — 480 Kilogramm — 6500 
Pfund einzufegen, was mit den Berfuchen von Eytelwein, Gerftneru.f.w. 
fehr gut übereinftimmt. Ebenſo ift für fehmiedeeiferne Balken ftatt X, der 
Feſtigkeitsmodul für das Yerdrüden, d. i. 

K, = 2200 Kilogramm — 30000 Pfund 
einzuführen. Während unter übrigens gleichen Verhältniffen das Holz und 
Schmiedeeifen durch Zerdrüden zerbricht, gelangt das Gußeiſen mitteld des 
Zerreißens zum Bruce. Wäre bei demfelben noch X nahe — Kı, ſo würde 
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folglich für gußeiferne Träger in obige Formel der Modul für das Ber- 
reißen, d. i. 

K = 1300 Kilogramm — 17800 Pfund 
einzufeßen fein; vielfachen Verſuchen zufolge ift aber hier 

K = 3200 Kilogramm — 45000 Pfund, 
d. i. ziemlich das Mittel zwifchen dem Modul des Zerreißend und dem des 
Zerdrückens zu ſetzen. 

Dieſe große Abweichung hat jedenfalls nicht allein in der Verſchiedenheit 
zwiſchen den Elaſticitätsmodeln Z und Z,, ſondern auch in der körnigen 
Structur des Gußeifens feinen Grund, vermöge deren die Annahme, dag der 
Balken gleichfam aus einem Bündel von Authen befteht, nicht zuläffig ift. 

Uebrigens wirken auf die Elafticität, Tragkraft und Feftigfeit der Körper 
noch vielerlei Umftände ein, welche beträchtliche Abweichungen in den Ergeb- 
nifjen der Erfahrungen zur Folge haben. So ift z. B. das Holz am Kerne 
und an der Wurzel ftärfer als am Splint und an dem Gipfel; auch trägt 
das Holz mehr, wenn die Kraft parallel zu den Yahresringen wirkt ale 
winfelrecht darauf; endlic) haben nod) der Erdboden und die Tage des Ortes, 
wo das Holz gewachſen ift, Temperatur, Zuſtand der Trodenheit, Alter u. |. w. 
Einfluß auf den Widerftand der Hölzer. Endlich fällt die Biegung, welche 
ein Körper, nachdem er längere Zeit belaftet gewefen ift, erleidet, immer 
etwas größer aus, als die Biegung, welche gleich anfangs beim Auflegen der 
Laft eintritt. ° 


Biegungs- und Brechungsversuche Die Verſuche fiber die $. 239 
Elafticität und Feftigfeit wurden von Eytelwein und von Gerftiner mit 
einem in Fig. 383 abgebildeten Apparate angeſtellt. AB und AB find 
zwei Rüſtböcke, C und C darauf befeftigte Eifenlager, und .D.D ift der darliber 
liegende, zur Unterfuchung beftimmte parallelepipebifche Körper. Die Laft P 


| 


Fig. 383. 
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zum Biegen des Körpers liegt auf einer Wagfchale FF, die an einem Bü⸗ 
gel MN hängt, deflen oberer und abgerundeter Theil in der Mitte M des 
Balkens aufliegt. Um die einer Belaftung P entfprecjende Durchbiegung a zu 
finden, wendete Eytelwein zwei feine Horizontalfäden FF und GG, fowie 
eine in der Mitte auf dem Ballen auffigende Scala MH an. Gerſtner 
hingegen bediente ſich eines langen einarmigen Fühlhebels, der nahe bei feinem 
Drehpunkte in M auflag und mit feinem Ende, wie der Zeiger einer ihr, 
an einer verticalen Scala die Senkung von M verfünfzehnfacht angab. 
Lagerhjelm wendete einen Zeiger an, der mittels eines Fadens und einer 
Rolle in Bewegung gefegt wurde, und die Biegung des Balfens auf einer 
eingetheilten Kreisſcheibe vergrößert angab. 

Andere, wie 3. B. Morin, bebienten fich zur Ausmittelung der Durch— 
biegung (a) eines Kathetometere, welches auf eine in der Mitte des Balkens 
angebrachte Spite gerichtet war; bei den englifchen Verfuchen ift dagegen 
zur Ausmeſſung diefer Größe ein langes Keilmaß angewendet worden, wel- 
ches in der Mitte des Balkens zwiſchen demfelben und einer feiten Stüße 
eingejchoben wurde. Um die Genauigkeit in der Mefjung von a durd, das 
Nachgeben der Stügen nicht zu beeinträchtigen, legt man entweder die Bal- 
fen während des Verjuch auf harte fteinerne Unterlagen (Morin), oder 
man führt ein langes Lineal in einem gewiflen Abftande iiber dem Balken 
bin, befeftigt daſſelbe an feinen Enden mit den Enden des Balkens fo, daß 
es fich nicht mit dem Balken biegen kann, und mißt nun bei jedem Verſuche 
den Abftand zwiſchen der Mitte des gebogenen Balfens und der unteren 
Kante diefes Lineals (Yatrbairn). 

Die Art und Weile, wie Stephenfon u. |. mw. die Biegung und Feſtigkeit 
der hohlen Träger aus Eifenblech ermittelt hat, iſt vorzüglich aus Fig. 384 
zu erfehen. Die 75 Fuß lange Röhre AB, von welcher in der Figur das 
vordere Stüd weggelaflen ift, ruhete an beiden Enden, wie z. B. in C, auf 
Holzböden auf, und wurde in der Mitte durch einen Balken DD unterjtügt, 
welcher auf den Stempeln zweier Winden W, W aufruhete. Durch 
die Mitte des Röhrenträgers, und zwar nahe über dem Boden defjelben, ging 
ein eiſerner Querarm, wovon in der Figur nur das eine Ende F' zu jehen 
ift, und über diefen waren zwei Gabeln G, G: gelegt, an welchen die Schale 
HH zur Aufnahme der Gewichte P hing. Bor dem Verſuche und während 
des Auflegens der Gewichte ruhte die ganze Laſt auf dem Balken DD, 
wurden aber die Stempel der Winden niedergelaffen, fo ſank DD und legte 
fi auf die Unterlage Z, E auf, während das num durch P belaftete Röh— 
renmittel AF ganz frei wurde, und eine der Laft P entfprechende und mit 
einem Keilmaß zu meſſende Durchbiegung annehmen Tonnte. 

Um bei Berfuchen mit ftarken Trägern nicht fehr große Gewichte an- 
hängen zu_müffen, belaftet man auch wohl den Balken nicht unmittelbar mit 
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Gewichten, fondern man läßt auf denfelben den kürzeren Arm einer ungleid;- 
armigen Wage wirfen, deren längerer Arm durch Gewichte niedergezogen 


Fig. 384. 


„H al; : rm nun, 
— St 
wird. Zu diefem Zwede ließ endlich Hodgkinſon diefe Hebelfraft nicht 
auf die Mitte des an den Enden unterftüsten Balfens wirken, fondern er 
unterjtügte den Balken in feiner Mitte, ließ diefe Kraft an dem einen Ende 
de8 Balfens angreifen und befeftigte das andere Ende deffelben durch einen 
ftarfen Bolzen mit dem Fundamente. 

Durch die unter ſehr verfchiedenen Umftänden und Berhältniffen und mit 
verjchiedenen Stoffen, namentlich aber mit fehr verjchiedenen Holz- und Eifen- 
gattungen angeftellten Verſuche ift in der Hauptjache eine Hebereinftimmung 
der im Vorſtehenden entwidelten theoretiichen Regeln mit der Erfahrung 
nachgewiejen worden. Was insbefondere das Zerbrechen parallelepipedifcher 
Balken anlangt, jo hat fich Hierbei herausgeftellt, daß das Holz und das 
Schmiedeeifen unter gleichen Umftänden nur durd) das Zerdrüden, das 
Gußeiſen hingegen entweder durch das Zerreißen der äußerften Faſern be- 
ginnt, oder dadurch erfolgt, daß an der am ftärfften gebogenen Stelle (in 
der Mitte) und zwar auf der comprimirten Seite, ein Keil ausbricht. 

Auch hat man fich an parallelepipedifchen Holzjtäben mit Hülfe von 
Sägefchnitten, welche auf der comprimirten Seite angebradjt und durch fefte 
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Blättchen wieder ausgefüllt wurden, ferner mittelft einer Reihe von Quer⸗ 
Iinien, welche an den Seitenflächen dieſes Balkens rechtwinkelig zur Längen- 
are defjelben gezogen waren, und endlich durch ein Paar dünne Stäbchen, 
wovon das eine längs der ausgedehnten und das andere längs der zuſam⸗ 
mengebrüdten Seite dieſes Balfens Hinlief, von der Nichtigkeit des im 
$. 214 vorausgeſetzten Verhaltens der Faſern der gebogenen Körper über⸗ 
zeugen können. 


Trag- und Festigkeitsmodel. In der folgenden Tabelle find die mitt- 
leren Werthe fiir die Elafticitäts-, Trag⸗ und Feſtigkeitsmodel, wie fie aus den 
Biegungs- und Brechungsverſuchen hervorgegangen find, aufgezeichnet. Die 
erteren weichen von denjenigen, welche durch Ausbehnungs- und Compre)- 
fionsverfuchen beftimmt worden find, nicht anfehnlid) ab; anders ift e8 aber, 
aus den oben ($. 238) angegebenen Gründen, mit den Feitigfeitsmodeln. 


Bon den beiden Werthen innerhalb einer Klammer ' ( drückt der obere den 


Modul im preußischen Maß (Neupfund auf den Duadratzoll) und der untere 
denfelben im franzöfifhen Maß (in Kilogramm pro Duadratcentimeter) aus. 


Zabelle 
der Trag- und Seftigleitsmodel verfchiedener Körper in Hinficht 
auf das Biegen und Breden. 








Beftigfeitsmobul 
K (K:). 






Namen ber Glafticitätsmobul 
Körper. E. 


Tragmobul 


1230000 3000 9000 
Laubholz. ...... 000 000 000 \ 
2’000000 4100 12000 } 
Nadelholz nen | 150000 300 900 f 
, 16’400000 10260 43800 } 
©ußeifen - »...- - H 1200000 750 3200 } 

. [4 

Schmieveeifen - - - - 10000 9000 1% 31500 
Kalle und Sanpflein.. . — — — En 
Thonfhiefr - . - - - _ _ $ 4800 | 

t 350 


Um mit Hilfe der Werthe in der vorſtehenden Tabelle die Kräfte zu er— 
mitteln, welche die Balken oder Träger mit Sicherheit auf die Dauer tragen 
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können, führt man in den oben gefundenen Formeln für die Tragkraft beim 
Holz: 
ftatt 7, entweder '/, T, oder ftatt X, VYoK, 
ferner beim Gußeifen: 
ftatt 7, entweder '/, T, oder ftatt X, !/,K, 
und beim Schmiedeeifen: 
ftatt 7, entweder 1’, 7, oder ftatt X, ,K 
als Sicherheitsmodel ein. 
Hiernach möge in der Folge für Holz: 
T= 73 Kilogramm — 1000 Pfund, 
für Gußeiſen: 
T = 510 Rilogramnı — 7000 Pfund, 
und für Scmiedeeifen: 
T = 660 Kilogramm — 9000 Pfund 
gejegt werden. 


Diefe Werthe gelten jedoch nicht für Wellen und andere Mafchinentheile, 
welche wegen ihrer fteten Bewegung und in Folge ihrer Abnugung eine noch 
größere Sicherheit und daher die Annahme Fleinerer Werthe für T fordern. 

Segen wir diefe Werthe in den Formeln 

Pl= br Z und Pl= ar ZT — za 
6 4 32 
für die parallelepipedifchen Balken und für die cylindriichen Träger ein, fo 
erhalten wir folgende praftifche Formeln. 

Fuür Holz: 

Pil= 167bh — 785 r! —= 98d? Zollpfund. 

Für Gußeiſen: 

Pl = 1167 bh? —= 5500 r? —= 637 d? ZJollpfund, 
und fir Schmiebeeifen den größeren Werth: 
Pl = 1500 bh? = 7070 r? — 884 d? Zollpfund. 


Wenn man nad) Morin, und englischen Konftructionen entſprechend, beim 
Gußeifen | 
ftatt 7, = bis x — 750 Kilogramm 
und beim Schmiedeeifen | - 
ftatt 7, = — 600 Kilogramm 


einfeßt, fo erhält man fir Gußeiſen: 

Pl — 1710 bh2j— 8060 r® — 1008 d> Zollpfund, 
und dagegen für Schmiedeeifen den Fleineren Werth: 

Pl = 1370 DM = 6500 r? — 810.4? Zollpfund. 


Weisbach’s Lehrbuch der Mechanik. 1. 28 
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Hängt die Laft Q nicht am Ende des Balkens, ſondern ift diefelbe gleich- 
mäßig auf dem Balken vertheilt, jo ift der Hebelarm derfelben nicht 2, jondern 


J. und folglich auch das Moment nur halb ſo groß, alſo: 


. oder 1 2. IE ſeben. 


Ruht ferner der Balken an beiden Enden frei auf (ſ. Fig. 337) und 
wirkt die Laſt P in der Mitte zwiſchen beiden Stützen, deren Entfernung von 


einander — 7 ift, fo iſt die Kraft an jedem Ende — = und der Hebelarm 


derjelben —= z alfo ihr Moment: 


Zn mp=4ırt. 


Es trägt alfo unter übrigens gleichen Verhältniſſen der Balken im zweiten 
Valle doppelt, und im dritten vier Mal fo viel als im erften alle. 

Iſt endlich der an den beiden Enden aufliegende Balken auf feiner ganzen 
Länge gleihmäßig belaftet (Fig. 348), fo wird er erftend von einer Kraft 


I 
7 von unten nach oben gebogen, welche den Hebelarm 3’ alſo da8 Moment 


< bat, und zweitens von einer Kraft x von oben nad) unten, deren An- 
griffspunft der Schwerpunkt je einer Lafthälfte, deren Hebelarm folglich 
— z und Moment = x iſt. Es refultirt daher das Moment, mit wel- 


chem jedes Ende des Bafens von unten nach oben gebogen wird: 
_ U _U_Q 
4 8 8’ 


und es ift folglich Q1 — 8 eE, alfo das Tragvermögen des Balfens 


unter diefen Umftänden 8 Mal fo groß als im erſten Falle. 
Während bei einem parauelepipediſchen Balken im erſten Falle 


PI— bhꝰ - it, hat man im zweiten alle: 
Ql— m, im dritten: 
Pl= 4.0m und im vierten: 


Ql=8.bh? = zu jeßen, wobei b die Breite und A die Höhe 
des rectangulären Balkenquerfchnittes bezeichnen. 
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Beifpiele. 1) Welche Laſt fann ein an feinen Enden unterſtützter Balken aug 
Fichtenholz tragen, wenn derſelbe die Breite db — 7 und die Höhe h— 9 Zoll 
hat, und wenn der Angriffspunft diefer Kaft von jeder Stüge 10 Fuß abfteht? Es 
ift hier 27 = 20.12 — 240 Zoll, daher nach der obigen Formel: 

Pl = 4.167 b12 = 4.167.7.81, 
und die gefuchte Tragkraft: 
4676.81 
= p 

2) Ein an einem Ende eingemauerter eplindriicher Stempel aus Holz foll auf 
feiner ganzen Länge = 5 Fuß eine gleichmäßig verteilte Laſt Q= 10000 Pfund 
tragen, welche Stärke muß derſelbe beſitzen ? 

Es ift hier: 


Q1 — 2. 
folglich umgekehrt: 
8 8 — 
l 10000 . 60 V 


alfo die gefuchte Stempelftärfe — 2 r —= 14,52 Zoll. 





— 58,45.27 = 1578 Pfund. 


ar3T 


1 = 2.785.r?, 





Relative Durchbiegung. Bei beweglichen Mafchinentheilen, wie 


3. D. bei Wellen, Radaren u. f. w., können Biegungen dadurch nachtheilig 
auf den Gang der Ma: 


ſchinen wirken, daß fie ent- 
weder zu Schwingungen und 
Erfchütterungen der Mecha- 
nismen oder zu einem uns 
vollfommenen Eingreifen ber 
legteren in einander Ver—⸗ 
anlaſſung geben, und des⸗ 
halb beftimmt man in ge- 
willen Fällen die Querdi— 
menfionen diefer Mafchinen- 
theile nicht nach dem Trag- 
modul, fondern nad) der 
Durchbiegung, indem man 
feſtſetzt, daß diefe ein be- 
ſtimmter ſehr Yleiner Theil 
der ganzen Länge des Kör— 
pers oder Mafchinentheiles 
fei. | | 

Ms Wir haben oben ($. 217) 

für einen an einem Ende B feftgehaltenen und am anderen Ende A belafte- 

ten prismatifchen Körper A SB, Fig. 385, die Durdbiegung 

28" 
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_.._ PR 
Bl=a=zwp 
gefunden, und Können aljo ihr gegebenes Verhältniß zur Ränge AB: 
ı— a PR 
"17 3WE’ 
daher umgekehrt: | 
P?=39WE 
feßen. 
Für einen parallelepipedifchen Balken hat man hiernad) 
bh? 0bRE 
PU = 30 Er E= — 





und fitr einen eylindriſchen 
Pr 39H" E—=°a0rE 
4 4 " 


In der Regel ift das relative Biegungsverhältnig 4 — T — Ysoo zu: 
läſſig, und daher 


1) PR = —_ıWE— 


3 7 
— 44 
2000 3000 * 


u feßen. 
—* man nun für Holz den Elaſticitätsmodul Z — 1600000 ein, ſo 
erhält man für daflelbe: 
Pl — 800 bh? = 7540 rt. 
Für Oußeifen hat man E — 15’000000 Pfund, und daher 
PN —= 7500 bh? —= 70700 rt, 
und fir Schmiedecifen, EZ — 22’000000 Pfund, daher 
Pl: = 11000 bh? = 103700 rt. 
Für die Biegung bis zur Elafticitätsgrenze ift dagegen ($. 235): 


2) = HE, oder PR —= —— 
ſetzt man daher beide Ausdrücke für PL? einander gleich, fo erhält man: 


"= 30W5, | 


folglich da8 Verhältniß der Länge I des Balfens zum Marimalabftande e, 
wobei die Durchbiegung und die Spannung die Grenzwerthe 0 und 7 zu- 
gleich, erreichen: 


alfo für parallelepipedifche Körper 
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l 0 
neh 
und für cylindrifche ‚rbcper 
30 0 
. = = alſo — — ebenfalls = 3; FR 
wobei 6 die der Spannung 7 enfpreienbe Ausdehnung oder Zufammen- 
being bei de 2 Riciitegvenge bezeichnet. 


HM <? — In nn man nn die erfte Formel den größeren Werth 


für Pl, und a hingegen n > 2 ‚ fo erhält man durch die zweite Formel 
das größere Kraftmoment. Deshalb giebt bei einem gegebenen Kraftmomente 
(Pl) im erfteren Falle, wo alfo der Körper noch nicht die Länge I = (22). u 
bat, die Formel 


( . 
und im zweiten Falle, wo I > () e ift, die Formel 


3s49WE= PU 
die größeren Querjchnittsdimenfionen. 


Setzt man in dem Senne _ = = 0= . ‚ jo erhält 
3 0, = 1 
man für alle “of, u ‚ daher für Holz, mo 0 = —— 500 


zu fegen ift, - — 0,006 .600 = 3,6, und insbeſondere für einen pris⸗ 
matiſchen Balten aus Holz: 





18 
— ſowie auch 7=1> 1,8. 
. . 1 
Nimmt man für Guß- und Schmiedeeifen o — Tdd m, ſo ergiebt je 
für diefe Stoffe 
I 3.1500 
‚m 9, und daher 
I I 9 
7 ſowie =, = 45 " 
Die Formel 
bh a3xrtE 
FT FT 5000 


gilt natürlich nur fir den Normalfall, wo der Körper an einem Ende belaftet 
und am anderen Ende feitgeflemmt ifl. Bei einer gleichmäßigen Belaftung 
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durch © bat man (nad) $. 223) ftatt P, 3/, & einzufegen; ruht ferner der 
Körper an beiden Enden auf, und trägt er die Laſt in feiner Mitte, fo ift 


pP 
ferner ftatt P, 7 und ftatt J, 5 alſo: 


bh? 3xr: E 
2 — .— E = — — 
F=8 2000 E 8 2000 


zu ſetzen, und iſt bei dieſer Auflagerung die Laſt Q gleichmäßig vertheilt, jo 
bat man ftatt P, n einzuführen. 


Beifpiele. 1) Welche Laft trägt bei ver Durchbiegung 9 — Ysoo, ein hölgerner 
Balken in feiner Mitte, wenn er an beiden Enden aufliegt, und wenn feine Breite 
b—=7, feine Höhe A — 9 Zoll und der Abftand feiner Stüben von einander, 
i! = 20 Fuß beträgt? Es ift hier: 

_..8005h° _6400.7.9 04 _ 
P= 8 — = 020.13)° — 7.92 = 567 Pfund; 

während im vorigen Paragraphen, unter der VBorausfeßung, daß der Balfen bie 
zur Glafticitätsgrenze gebogen wird, P — 1578 Pfund gefunden wurde. 

2) Wie ho und breit ift ein an beiden Enden aufruhender gußeiferner Träger 


zu machen, welcher bei dem Dimenfieneverfältniffe + — 4, auf eine Länge von 
8 Buß eine gleichmäßig vertheilte Laft Q — 4000 Pfund trägt? Unter der legten 
Vorausſetzung ift hier: 


J 6, E 8.7500 bA3, 
.1.: 


4 
5/,.4000.8°.122— 8.7500 * 


7 oder ht = 4.6, 


folglich: J 
—E 46 — 1,565.4 — 6,26 Sell 


b= 2 — 1,565 ol. 


Nach der Formel des vorigen Paragraphen wäre 
3 
Ql = 8.1167 52, oder 4000.8.12 = 8. 1167. 
daher vie erforderliche Höhe: 


Bo: _ 
h= ıy 28 — 4.137 — 5,48 Soll, 


1167 
und die Breite des Balfens: 
b= Rh — 1,37 ZoU 
4 
Tragmomente. Aus dem Ausdrude 

T 

— bh? — 

Pl bh Fr 


fir das Zragmoment eines parallelepipedijchen Baltens erfieht man, 
daß dieſes Moment wie die einfache Breite b und wie das Quadrat der 
Höhe h und daß die Tragkraft 
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FT 
überdies noch umgekehrt wie die Länge (2) diejes Körpers wächſt, daß alfo 
bei einem ſolchen Balken die Höhe einen größeren Einfluß auf die Haltbarkeit 
defielben hat als die Breite. Ein Balken, welcher doppelt fo breit als ein 
anderer ift, trägt alfo hiernad) nur doppelt jo viel als diefer oder auch jo 
viel als zwei ſolche Balken neben einander zuſammen; ein Balken von ber 
doppelten Höhe trägt hingegen (2)? — 4 mal fo viel als ein Balken von 
der einfachen Breite und einfachen Höhe. Deshalb giebt man auch den 
parallelepipedifchen Balken mehr Höhe als Breite, oder legt denfelben ſtets 
auf die ſchmale Seite, oder giebt vielmehr dieſer Seite eine rechtwinfelige und 
der breiten Seite eine parallele Richtung zur Kraft (P). 
Da bh den Operfchnitt F des Balfens ausdrüdt, fo hat man auch 
T 
Pl=Fh r£ 
es ift hiernach das Tragmoment eines Körpers bei gleichem Querſchnitte und alfo 
auch bei gleicher Maſſe oder gleichem Gewichte, der Höhe deffelben ein- 
fach proportional. Sind z. B. b und A die Breite und Höhe des einen 


Körpers, und Dagegen zum 3h die des anderen Körpers, ift alfo 


F— > 3h —= bh der Inhalt ihres Duerjchnittes, und haben alfo aud) 
beide Körper bei übrigens gleichen Verhältniffen einerlei Gewicht, fo trägt 
dennoch der letztere 3 mal fo viel als der erjtere. 

Iſt d— h, hat alfo der Balken einen quadratiſchen Duerfchnitt, 
jo kann man das Tragmoment deſſelben noch dadurd) herabziehen, daß man 
der Diagonale defjelben eine aufrechte Tage giebte Es bleibt hierbei, wie wir 
Dhe _ di 
12° ı2’ 
gleich der halben Diagonale, d. 1. 15 pV2— — 5V 1%, wird, Deshalb ift 
dann: 


aus $.230 willen, W unverändert — ‚während dagegen e 


T— * Vs; = 0,707 bs 2 


Pl= 
12b Un 
während bei Auflagerung mitteld der Seiten, PI=»Z ausfällt. ©. 8. 236. 


Ganz gleiche Berhältniffe wie beim parallelepipedifchen Ballen kommen auc) 
bei dem Ballen mit elliptifhem Ouerfchnittevor. Esift hier (nad) $. 231) 


3 . 
W= vba ‚ und e = a, wobei vorausgefegt wird, daß die Halbare a | 


parallel und die Halbare b rechtwinkelig gegen die Kraftrichtung, alſo, wie 








410 Dierter Abfchnitt. Zweites Bapitel. Is. 243 


gewöhnlich, horizontal zu liegen kommt. Hiernach hat man alfo fir einen 
ſolchen Balfen: 
bu: , „ZT 
Pl = — T=Fa 7’ 
da der Inhalt des ellipti jchen Querjchnittes, F = nab zu fegen iſt. Es 
wächſt alfo auch bei diefem Balken unter Übrigens gleichen Terhältnifien, das 
Tragmoment einfach wie der Inhalt und wie die Höhe a des Querſchnittes. 
Iſt d— a — 7, hat man e8 alfo mit einem cylindriichen Träger 
vom Halbmeſſer r zu thun, jo geht 
Plun= ur !’= Fr.! 
4 4 
über. Es wächſt alfo da8 Tragmoment diejes Körpers wie das Product aus 
der Querſchnittsfläche und aus dem Halbmeſſer deffelben. , 
Bei gleichem Duerfchnitte oder bei gleichem Gewichte ift das Verhältniß 
des Tragmomentes des Körpers mit elliptifchem Querſchnitte zu dem mit 


kreisförmigen, — — Es ift daher der Balfen mit elliptiſchem Querſchnitte 
(wo a > r) ſtets dem einfachen cylindrifchen Balken vorzuziehen. 

Daffelbe gilt auch bei allen anderen Duerfchnittsformen; die regelmäßige 
Form (da8 Quadrat, das regelmäßige Sechseck, der Kreis u. f. mw.) giebt bei 


gleichen: Inhalte ſtets ein kleineres Tragmoment als eine Form von größerer 
Höhe und Heinerer Breite. 


Regelmäßige Querſchnittsformen jind daher auch nur bei Wellen und 
anderen um ihre Yängenare fi) drehenden Körpern anzuwenden, wo während 
der Umdrehung eine Duerjchnittsdimenfion ftets in die andere itbergeht, oder 
nad) je einer Biertelumdrehung die Höhe zur Breite und die Breite zur Höhe 
wird. ® 


8. 243 Querschnitt hölzerner Balken. Wenn ein cylindrifcher Ballen mit 
einem parallelepipedifchen Balken, deflen Breite und Höhe — b ift, einen 
gleich großen Querſchnitt F= xr? — b2 hat, fo ift da8 Verhältniß: 

- — Var = 1,77245, 
und dagegen das Berhältniß zwifchen den Tragmomenten M und Mi (M,}), 
und zwar erftens, bei Auflagerung des letzteren Körpers auf einer Seitenfläche: 
M r b 3 r 3 | 
— — —ı m — — . — 0, 2, 
mie rin IV 1,5.0,5642 — 0,846 


dagegen zweitens, bei aufrechter Stellung der Diagonalebene des Tegteren 
Körpers: 
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M_rbV2 — 
Mm; 4 12 ” Y3xz | 
Es ift alfo das Tragmoment des Cylinders (mit Freisfürmiger Baſis) im 
erſten Falle Heiner, und im zweiten Falle größer als das eines Parallelepipeds 
mit quadratifcher Baſis. 

Da die hölzernen parallelepipediichen Ballen aus runden Baumftämmen 
gehauen oder gefchnitten werden, fo ift die Trage, welches Dimenfionsverhält- 
niß ift dem Querſchnitte eines ſolchen Balkens zu geben, damit er nod) das 
möglichſt größte Tragvermögen behalte ? 

Es ji'ABDE, Fig. 386, der Duerfchnitt des Stammes, AD — d 

Fig. 386. der Durchmeſſer deflelben, ferner 
die Breite und 
AE=-BD=h 
die Höhe des Balkens. Dann ift: 
b2 + h? — d?, oder 
h? — dı — be, 
und das Tragmoment: 


— 3.0,3989 — 1,1967. 





Pl= = = b (d? — 2). 
Es fommt nun darauf an, 
b (dꝰ — —hd— bs 
fo groß wie möglich zu machen. Setzen wir ftatt d, d + x, wo x fehr Hein 
ift, jo befommen wir fir den legten Ausdrud: 
b+xd— (b+ 2) — ba? — BE + (de — 30?) — 3b, 
infofern wir x vernadjläffigen, und daher die Differenz beider Ausdrücke 
y= 7 (d?2 — 30?) z + 3ba?. 
Damit der erfte Werth bd2 — 5° in jedem Falle größer ausfällt als der 
legte, muß die ‘Differenz 
y=+ (d? — 3b?) x + 3ba? 
pofitiv fein, man mag b um x größer oder um x Heiner nehmen. Dies ift 
aber nur möglid), wenn d? — 3 b? — O wird, denn dann ift diefe Differenz 
— 3b, alfo pofitiv, wogegen, wenn d2 — 3b? ein pofitiver oder negati= 
ver reeller Werth ift, 36x? vernachläffigt werden kann, und jene Differenz 
— + (d? — 352) x, d. i. mit © gleichbezeichnet, alſo bald negativ, bald 
pofitiv ausfällt. Segen wir nun d? — 352 — 0, fo folgt die gefuchte 
Breite: 
—d Vs; und die entjprechende Höhe: 


h= Ve— »— daV?),: 


aljo da8 Verhältniß der Höhe zur Breite: 
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= VI — 1,414 oder ungefähr wie ?/,. 
Man fol aljo den Baumftamm fo zimmern, daß daraus ein Balken her 
Rig. 387, vorgeht, defjen Höhe zur Breite ſich wie 7 zu 5 verhält. 
u Um den der größten Feftigkeit entfprechenden Querſchnitt 
zu finden, theilen wir den Durchmeſſer AD, ig. 387, 
in drei gleiche Theile, errichten in den Theilpunften M 
und N Verpendifel MB und NE, und verbinden Die 
ſich ergebenden Durchſchnittspunkte B und E im Kreife 
mit den Endpunften A und D durd) gerade Linien. Es 
ift dann ABDE der Querſchnitt des größten Wider- 
ftandes, denn da 
AM: AB=AB:ADwmd AN: AE= AE:AD, 


if: : AB=b—VAM.AD=VY,d d=dVıy 





und AE=hkh—=VAN.AD—=V?,d.d=dV?), 
alſo: F v2 wie aud) wirklich verlangt wird. 
Anmerkung 1. Der Baumſtamm hat das Tragmoment: 
Pl= en. r3, 


für den daraus gezimmerten Balfen vom größten Widerſtande iſt dagegen das 
Tragmoment: 


87 
P=2d 1,,.%, d2 = .B= —er; 
—J V243 
es verliert folglich der Stamm durch das Beſchlagen um 
_8 4 
1 — —=1 — 065 = 0,35, 
v2%3 283° ” 


d. i. 35 Procent von feiner Tragkraft. Um dieſen Berluft zu mäßigen, bebaut 
man den Stamm oft nicht ganz vierfantig, fondern laßt ihn noch mit abgeſtumpf⸗ 
ten Kanten. 

Ein aus demſelben Stamme gezimmerter Balken mit quadratiſchem Querſchnitte 
hat das Tragmoment: 


2 
—————— 


weil hier Breite — Höhe = dVNTCO, 7TO7 d if; daher fällt hier jener Verluſt gar 
__3_.4_ı_ — — 

6.2v2 = 8nV2 
d. 1. 40 Procent aus. 

(Anmerkung 2) Um aus einem Baumftamme einen parallelepipedifchen Bal- 
fen zu erhalten, deſſen Biegungsmoment ein Minimum, für welchen alfo aud 


= 7 (vergl. $. 241) fo Hein wie möglich ift, fommt es darauf an 





1 — 0,60 = 0,40, 
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Ww—= ®, ober Dh° — h° V da — RA, ober (DAN = As (da — AM) 

— d2h6 — h8 
fo groß wie möglich zu machen. Das Differenzialverhältniß des letzteren Aus— 
druckes in Hinſicht auf A ift: 





6 d2r5 — 8 h', 
und giebt Null für 2? = %, dad. i.: 
h=d avz 472 und 
= Va-m- Vy®-4. 


2 
Für dieſe Werthe (1. analyt. Hülfslehren Art 13) ift das Biegungsmoment des 
Balkens ein Minimum. 


Es ift hier z = v3 — 1,7321, alfo nahe — ”/,, während oben für das 


Parimum des Tragmomentes s annähernd — 7/, gefunden wurde, 


Diefer Forderung entfpricht die Conftruction in Fig. 387, wenn man AM 
— DN=,,AD macht. 


Ausgehöhlte und gerippte Balken. Für einen hohlen paral- $. 244 
Lelepipedifchen Balken ıft nad) $. 228 
_bm®— bh? 
w_ 12 
wT_WT_ (= —bh’\ T 
e Ih h 6 


ra h 
Segen wir nod) z = u und a — v, fo erhalten wir: 


bh® — b, h? 
— — bh? (1 — u?v), 


und da nun dann der Querſchnitt des Balkens, 
F=bh — bihi — Dbh (I — uv) ift, fo ergiebt ſich: 


_ [1 — wv T 
pi = (1 Fh-z 


‚ und daher da8 Tragmoment: 


Pl= 


uv 
1—-wv 1—puv+tuvr—uv_ (1 — #2) uv 
Dan 1 — uv -=1+ 1 — uv 


um fo größer ausfällt, je größer v ift, jo erhält man ben Maximalwerth von 
Pl, wenn man v — 1 einfegt, und zwar: 


) a=|ı + = mi |r2=utu+m RZ 
Nimmt man dagegen v — u an, fo erhält man: 
2) I=(1+ a) RZ. 
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In beiden Fällen ift u fo groß wie möglich und daher nahe — Eins zu 
nehmen, find alfo die Wände des Balkens möglichft dünn zu machen, wenn 
der Balken die möglichft große Tragfähigkeit befigen fol. 

Hiernad) hat man für u = ], im erfteren Falle: 


Pz=3 FhZ — Fh = und im zweiten: 


Y 


rl=2 FRZ — Fh 2 wogegen 


Pl=Fh = ausfällt, wenn man u —= 0 anninmtt. 


In allen drei Fällen wächſt die Tragfähigkeit des Balfens bei gleichem 
Querſchnitte (F) oder Gewichte mit der Höhe (A) gleichmäßig; fie ift aber 
im erften Yale, wo der Balfen aus zwei Ouerrippen bejteht, am größten, 
im zweiten alle, wo er eine parallelepipedifche Röhre bildet, eine mittlere, 
und im dritten Falle, wo er aus einer oder zwei Tragwänden befteht, am Fleinjten. 

Wenn 3. B. ein mafjiver Balken mit den Duerjchnittsdimenfionen db, und 
h, denfelben Duerfchnitt oder dafjelbe Gewicht haben ſoll, wie der gedachte 
hohle Balken, fo ift: 


bi hı 
F=bh=bh—b,h,. 1. 2bhhh=bh, ——— —— ja- 


5 
bı hı VAR 

Nimmt man nun nod) zzm jo erhält man u = v = VT, und 
daher das Verhältnig zwifchen den Tragkräften beider Balken: 

— u3 — F 
2 = Tr 5 (eV eV Te Vans: 
es befigt alfo dann der hohle sn — als doppelt ſo viel — 
als der gleich ſchwere maſſive Balken, welcher genau dieſelbe Geſtalt und 
Größe hat wie die Höhlung des erſteren. 

Dieſelben Verhältniſſe finden natürlich auch ſtatt bei den Iförmigen 
Trägern, da fie (nad) 8. 228) daſſelbe Maß W des Biegungsmomentes 
befigen. Ebenſo laſſen ſich diefe Formeln aud) auf Körper mit mehr als 
zwei Hauptrippen, wie z. B. mit einem Duerfchnitte, wie Fig. 388, an- 

Fig. 388. wenden, wo b die Breite der Fuß- und Dedplatten AB 
und CD,und h die ganze Höhe A D— B C, fowie b, die 
Summe der Breiten und h, die Höhe der hohlen Räume 
M, N, O0, P, bezeichnen. 

Für eine Röhre oder für einen hohlen Eylinder 
hat man diefelben Verhältniffe wie für einen parallele 
pipedifhen Balken. ft r der äußere und rn, — ur 
der innere Halbmeffer, fo ift das Tragmoment diejes 
Körpers: 
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_"zert—n)T _ _ y4 ‚2 (IE) ZT 
== War, (IH) Fr 


—(1 + W)Fr-Z. 





Diefer Ausdrud wird um fo größer, je mehr ſich u — . der Einheit 


nähert, je Heiner aljo die Wandftärke der Röhre ift. 
Sest man u — 1, fo erhält man das ent|prechende größte Tragmoment: 
T T 
Pl=2Fr 7 =Frz' 


Vergleicht man die Tragkraft diefer Röhre mit der eines gleichjchweren 
mafjiven Eylinders vom Halbmeffer r, = ur —rV'l, jo hat man, da 
fiir diefen 

T 


Pi= Fr = uFr-7 iſt, 


5 =(1 + vs Avsaan, 


genau wie beim varallefepipehifchen Balken unter denfelben VBorausfegungen. ' 

Es ift endlich aus der allgemeinen Gleichung: 

“ 2 j 2 

pH Batrnst I mut ru+ Jet 
unmittelbar zu erfehen, daß das Tragmoment eines Körpers um jo größer 
ausfällt, je größer die Entfernungen 2, = We, 2 = We u. |. w. der 
Duerfchnittötheile Fy, Fy u. ſ. w. von der neutralen Are find. Da nun aber 
diefe Entfernungen höchftens —= e fein können, fo wird folglic) derjenige Bal- 
fen das größte Tragmoment befigen, deſſen Duerfchnittstheile einen und den- 
jelben und zwar möglichjt großen Abftand von der neutralen Are haben. 
Ein folder Körper befteht folglich nur aus zwei Duerrippen. Da die zur 
Verbindung der Duerrippen dienenden hohen Rippen der Yorderung eines 
größten Tragmomentes nicht ent|prechen können, fo ift e8 auch gar nicht mög- 
(ich, mit der Tragkraft eines Balkens ein abfolutes Marimum zu erreichen ; 
und man muß fid) daher nur damit begnügen, die Tragfähigkeit eines Bal- 
tens durch Aushöhlung oder Schwächung deffelben in der Nähe der Are und 
durch) Anbringung von Rippen oder Yedern in möglichft großem Abftande von 
der Are zu erhöhen. 

Die Dide, welche die Mittelrippe eines folchen Körpers erhalten muß, um 
der Schubfeftigkeit widerftehen zu können, wird im folgenden Kapitel bejtimmt. 

Anmerkung. Unter der Vorausfegung, daß die Tragmodel mil ven Feſtigkeits⸗ 
modeln wachen und abnehmen, geben die englifchen Ingenieure den Trägern aus 


dem dem Zerdrücken mehr wiverftehenden Gußeifen auf der Zugfeite und dagegen 
ben Trägern aus Schmiebeeifen, welches dem Zerreißen mehr widerſteht, auf der 
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Druckſeite eine befondere Verftärfung. Ruhen diefe Träger an ihren Enden auf, 
fo erhalten fle deshalb, 3. DB. je nachdem fie aus Guß⸗- oder aus Schmiebeeifen be= 
ftehen, entweder eine breitere und dickere Fuß-, oder eine breitere und dickere Kopf: 
platte, oder flatt derfelben Doppelplatten mit verticalen Zwifchenwänben, ähnlich 
wie Fig. 388 zeigt. Gußeiſerne Träger erhalten in diefer Abficht die ſchon aus 
dem Obigen ($. 237) befannten T und T förmigen Duerfchnitte. 


Beifpiel. Ein Tragbalfen aus Gichenholz von 9 Zoll Breite und 11 Zoll 
Höhe, welcher feither hinreichende Tragfraft gewährt hat, fol durch einen hohlen 
gußeifernen Balfen von 5 Zoll äußerer Breite und 10 Zoll Höhe erſetzt werden, 
von welcher Stärfe wird man denfelben gießen laffen müffen? Seht man die top- 
pelte Metallftärke veffelben — x, fo hat man die Breite der Höhlung = 5 — z, 
und die Höhe derſelben — 10 — x, folglich ift für den hohlen Balken: 

b, h? — bu, h? = 5.108 — (5 — x) (10 — 2) = 2500 x — 450 2° +35 2° — xt, 


und das Tragmoment Pl= —8 (25002 —450 x? + 35 &3— xt). Wenn für den 


mafftven hößernen Balken das Tragmoment Pl = nu 9.112 Y, . 1089000 
ift, fo hat man zu feken: 

700 .(2500 2 — 45022 + 35 x° — x*) = 1089000 oder: 

25002 — 45022 + 3528 — xt — 1556. 


Zunächſt ift annähernd = —= >= — 0,62, wofür aber x = 0,65 geſetzt wer⸗ 


ven foll. Dann folgt 450 22 — 450. 0,4225 — 190,12, 35 2? — 9,61, x = 0,18, 


daher läßt ſich ſetzen: 
„— 1556 + 190,12 — 7,56 + 0,18 _ 178,7 


2500 2500 
und folglich die geſuchte Metallftärfe: 
X 


J — 0,3475 Zoll. 


— 0,695 Zoll, 





Excentrische Belastung. Wirkt die Kraft eines an feinen Enden 
A und B auffiegenden Balken, Fig. 389, nicht in der Mitte, fon- 
Fig. 389. dern fteht der Angriffspunft D der- 

jelben um die ungleichen Abftände 
DA=l,ud DB= |, von den 
Stützpunkten ab, jo befigt der Bal- 
fen eine größere Tragkraft, als wenn 
diefe Kraft in der Mitte des Balfens 
niederzieht. Bezeichnen wir die Kräfte, 
welche die Stügen A und B aufneh- 
men, duch P, und P,, und die ganze 
Länge des Balkens AB=ıL +1, 
wieder durch 7. Segen wir nun in 
Beziehung auf den Stügpunft B, das 
Moment von P, gleich dem von P, 
und ebenfo in Beziehung auf den Stüg- 
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punft A, das Moment von P, glei dem von P, alſo PT= Pl, um 
Pl —= Pl, fo erhalten wir die Kräfte in den Stützpunkten: 


P, -! und . — 1P 
und folglich ihre Momente in Hinficht auf den Angriffspunft D: 
Pılı = Ps 1, zz ar 


Für irgend einen anderen Punkt Z, deffen Entfernung BE von Stütz⸗ 
punkte B, — x ift, hat man dieſes Moment: 
P.BE=%7 
feiner als da8 gefundene; e8 ift folglich auch in D die ftärffte Biegung, und 
die Tragkraft nur in Hinficht auf diefen Punkt zu finden, alfo: 





I —J “ 
Führen wir I, = 3 x und l, — 5 + x ein, fo erhalten wir das 


Kraftmoment auch: \ 
I I 12 
Ph, rG- ) * 26 = 2) 
| —J — 
und es fällt alſo hiernach die Tragkraft: 
p —J wWT__ıWT 


— — — — m 
TE) 
um fo größer oder Heiner aus, je größer oder kleiner ift. Für x — 5 


d. 1. fir I, = 0, wenn alfo P bis zur Stüße A hingerückt ift, hat man: 

p_ıWwT 

O.e 

dagegen fir 20, d. i. wenn die Laſt P in der Mitte hängt, ift die Trag- 
kraft ein Minimum, und zwar: 

P=4 wer , 

le 
wie wir bereit8 aus $. 240 willen. Es trägt alfo ein an den Enden aufs 
liegender prismatifcher Balfen in der Mitte am wenigften, und dagegen 
immer mehr und mehr, je näher die Laft einem Stüßpunfte gerlidt wird. 
Wenn man den Krümmungshalbmefjer umkehrt, und folglic, die den Krüm⸗ 

mungen felbft direct proportionalen Kraftmomente an den verfchiedenen 
Stellen des Balkens als Ordinaten aufträgt, fo erhält man ein anfchauliches 





— 0, 
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Bild von der Berfchiedenheit der Biegungen des Balkens an verfchiedenen 
Stellen deilelben. Wird in dem foeben behandelten Falle das Kraftmoment 
. 2 inD, durch die Ordinate DL repräfentirt, und werden vom End- 
punkte L derjelben aus nad) den Endpunften der Abſeiſſen DA — 1, und 
DB= 1, gerade Linien LA und ZB gezogen, fo begrenzen dieſelben die 


ſämmtlichen Ordinaten, wie (3. B. EN), welde die Biegungsmaße an 











EN DL, 
den verfchiedenen Stellen des Körpers angeben, denn dba EBD ift, 
jo folgt: 

— EB — ı P I, l, — pP I, T 
wie wir oben gefunden haben. 
Fig. 390. Ein anderer in der 


Praris nicht felten vor- 
fommender Fall ift der, 
daß eine Laſt @ — cg 
gleihförmig ver- 
theilt iſt auf einen 
Theil EF = c de 
ganzen Yänge ! des Bal- 
tens A B, ig. 390. 
Bezeichnen wir wieder 
die Entfernungen der 
Mitte D diefer Laſt von 
den Stüßpunften A und 
B, durch 7, und I,, fowie 
die von diefen Punkten 
aufgenommenen Kräfte 
duch Pr und D;,, jo 
haben wir auch wieder 





und 


Wäre Q nicht vertheilt, ſondern grrffe diefe Kraft nur in D an, fo würde 


Il: 225 
das Moment für D, — e - fein, und wenn man baffelbe durch eine 


Ordinate DL vepräfentirt, jo Liegen fid) die Momente für die anderen 
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Punkte von A B durch die geraden Linien LA und ZB abfchneiden. Da 
aber für die Punkte innerhalb Z F den Kräften P, und P, noch die dariiber 
liegende Laft entgegenwirkt, fo erleiden die Ordinaten zwifchen ZG und FH 
noch eine Verminderung. Für den Mittelpunkt D der belafteten Baſis ZF 
fommt 3. B. das Moment des halben Gewichtes, d. i. 


2.2 _Hr 
77 ML, 


in Abzug, und e8 bleibt daher von der Ordinate DL= Yhl nur nod) 
das Stitd: . 
DM-DL-M=g ah _ 2) 


übrig. Für einen anderen Punft N, deſſen Abfeiffe AN — x fein möge, 
ift dagegen da8 Moment: 


— — NE — 1 N 
P.NA—NE.g pr —® At /a 0) 1 


1 ?gq 
und wenn nun P, x durch die Ordinate NR und u A Dr 


durch das Stück SR repräfentirt wird, giebt die Ordinate N das ganze 
Moment: 
— —X 
Pe ® tr /a 6)? y 
an. Dafjelbe fällt natitrlich für verfchiedene x, d. i. fr verſchiedene Punkte 


ſehr verichieden aus, ift aber fir — L + Ic — r ein Mayimum, 
und zwar: 


2 


P P P 
J the 


+2) = ( - bh - e\ 
=» (1 + Puf(r 5 5) 


Hiernach * wir alſo fur das Tragvermögen dieſes Balkens zu ſetzen: 


Ylhl ( c WT 
ı_ 11 — 





2l/ ee 
Beifpiel. Welche Laft trägt ein hohler parallelepipepifcher Träger aus 14 Zoll 
dickem Eiſenblech, veflen äußere Höhe 16 Zoll und Äußere Breite 4 Zoll beträgt, 
wenn er auf 5 Buß Länge gleichförmig belaftet wird und die Mitte dieſer Länge 

von den beiden Stützpunkten 8 und 4 Fuß abfieht? Es ift hier 
bh8 — bhh? _ 4.16% — 3.15° _ 
— 0 TR a, 
ferner: 
Weisbach's Lehrbuh der Mechanik. I. 29 
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= MM. . = A = Ei Fam. 
Aumerluuı Buzı ra ri Q ch Sehne uber EF xrtbeilt ik, ien- 
en je eiae Di.rte 1eve.ica m sem Gerromfier E zer Fame, de ik rie Pinie 
GMH cm zuıze, um 223 griste Memert ne Doro GE alie: 
gb (, _ey_#I 
I (A >) = e 
zu iegen, wc’ern ], ten zreger:n Akızmı DA. zu2 I, ven Firmeren Atnuın» DB 
Ser Nitie D ven ıen Ganzen A urt Babejʒe:daci 





32% An beiden Enden eingemauerte Balken. Iſt en in der Mitte 
C belafteter Ballen AB, Fig. 391, an beiden Enden eingeflemmt, fo 


#3. 391. 





nimmt derfelbe in der Mitte C eine Biegung nad) oben, und in jedem der beiden 
Auflagerımgspunfte A und B eine Biegung nach unten an, und es bilden 
ſich dabei in den Mittelpunkten D und E der Balfenhälften CA und CB 
Wendepunkte, wo die Biegung Null oder der Krümmungshalbmefler unend- 
lich groß iſt. Das Gewicht P wird zur Hälfte von AD und zur Hälfte 
von B Egetragen, und e8 ift daher anzunehmen, daß beide Balfenviertel A.D 


und B E an ihren Enden D und E durd) = abwärts, und dagegen die Bal- 


Ienhälfte D_E an jedem ihrer Enden D und E durd) (— 2) aufwärts ges 


bogen wird. Jede dieſer Kräfte hat den Hebelarm AD— ODu. ſ. w. — = 
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— 3. es iſt folglich das Moment derſelben: 





PL Pl 
3777: daher auch: 
— — wr und die Tragfraft 


— — 2. Fa fegen. 
Es trägt alſo ein ſolcher Balken doppelt fo viel, al8 wenn er an beiden 


Enden frei aufliegt. 
Macht man die Ordinaten AH—= BK= CÜL= —, um zieht man 


die Geraden HL und KL, fo fehneiden die Iegteren die den Kraftmomenten 
und Biegungen proportionalen Ordinaten (MN) fur jede andere Stelle (M) 
des Balfens ab. 

Segt man in der gefundenen Formel den Feftigfeitsmodul K ſtatt bes 
Tragmoduls T ein, jo giebt fie natitrlich die Kraft zum Zerbrechen des Bal- 
tens, alfo: 








pP— 8 —* 

Da die Krümmungen in A, B und C gleich groß find, fo erfolgt natür⸗ 
lich auch das Zerbrechen in A, B und C zugleid). 
Weaeanm bei der vorigen Balfenlage die Laft Q — Ig gleihmäßig ver- 
theilt ift, fo nimmt der Balken zwar auch zwei Biegungen nach unten und 
zwei Biegungen nad) oben an, nur liegen die Wendepunfte Dund E, Fig. 392, 


Fig. 392. 
-R -R 
— D — 
Tr — ——— aan) 
— — — —— 
MM T mm TOR 
ayqa 4 9 








nicht in der Mitte der Balkenhälften, da die Biegungskräfte R, R der 
Stüde AD und BE nod) durch die darauf liegende Laſt unterftügt, und 
29* 
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dagegen die Wirkung der Biegungsträfte — R, — R des Mittelftüdes 
DE von diefer Laſt gefchwächt werden. Seen wir die Länge AD—=BE 
— 4, und die ine CDD= CE=1,, fo haben wir die ganze Ränge 
bes Ballens: — 2 (li + 1), ferner die Laft auf AD ober BE, Qı 
— gh, umd dagegen de uf DE, = & =2R=2gL. Da nun 
AD durch R und Q, niedergebogen wird, fo ift nad) $. 216 und $. 223 
für den Neigungswinkel EDT—= DET=a« de  Benbeitelle D gegen 
ben Horizont: 


Ru 41 
— — s 
e=swnteswe® 


und da umgefehrt CD von (— R) aufwärts, und von Q, abwärts gebogen 
wird, jo hat man für diefelbe Stelle (D) aud): 
RU UOÄAQü 
2 WE 6WE 

Set man nun beide Werthe für © einander gleich, fo ergiebt ſich bie 
Beziehung: 


a = 


IR —- M)— Qi} + 0 13 oder 
341 — i +9, vi. 


——— 
Durch Auflöfung dieſer Gleichung erhält man: 
— Vm und = 5 1 — V’), 


fo daß fi) num das Kraftmoment in Hinficht auf die Mitte C: 
R l; R l⸗ 9 2 q 1? Qı I 


HERZ eg eg ey 
und das in Hinficht auf einen Endpunkt A oder B: 
Fig. 393. 


TRUE HELL 
‚STR mem 
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SA gun + ag (m +4) 


— _VDa+ m 


_ıbl—') __ = 2. 
— 5 — 
Es iſt hiernach die Tragkraft dieſes Baltens: 
g— 12.97 _3.8WT 
le 2 le ’ 
d. i. 3/, mal fo groß als im vorigen Falle, wo die Laſt in der Mitte C 
wirkt. 


Trägt man * als Ordinaten in A und B, fowie 57 4 — als in C 


M=Rh+ 


ergiebt. 


auf, macht man aljo AH —= BK = * und CL—=— 7. ſo erhält 


man drei Punkte HZ, K und L ber Curve HDLEK, wodurch bie 
Beränderlichkeit der Biegung des Balfend an verfchiebenen Stellen veran- 
ſchaulicht wird. 


Beifpiel. Wie Hoch läßt fih in einem Getreidemagazine das Korn auffchätten, 
wenn der Boden auf Balfen von 25 Fuß Länge, 10 Zoll Breite und 12 Zoll 
Höhe ruht, die Entfernung zwifchen den Aren von je zwei Balken, — 3 Fuß be 
trägt und ein Cubikfuß Kornmaſſe 46,5 Pfund miegt? Wenden wir die letzte 
Formel QI = 12.167.5h* an, fo müflen wir fegen: 

B=-0W,hk=123,1= 3.12 = 300, 
folglidh : 
g — 12.167. 19.194 un 144 _ 9619 Pfund. 

Nun wiegt aber ein Parallelepiped Kornmafle von 25 Fuß Länge, 3 Fuß Breite 
und z Fuß Höhe = 25.3.%.46,5 Pfund; feßen wir daher diefen Werth — Q, 
fo folgt die fragliche Höhe der Aufſchüttung: 


Ungleich unterstützte Balken. Wenn ein Balfen ABC, Fig. 394 $. 247 
(a. f. S.) an einem Ende A eingemanert ift, und am anderen Enbe 
B aufruht, und die Laſt P in der Mitte zwifchen A und B wirft, fo ift 
nach $. 221 der von der Stüge B aufzunehmende ‘Drud: 
5 


pP = 1er 


daher das Kraftmoment in Hinficht auf C: 


ne Pl 5 N 


I -4 
327 ’ 
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AA=P-— pı=Ppi( 


‚Big. 394. 
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hingegen das Moment in Hinſicht auf A: 


ı _5 
2 16 








/aPıl 





Nimmt man x — 


5 I 


) 


Zi en — — — 
P-P, 1-52 2 


3 6 
= 75 Pl= 39 Pl 
alfo größer, und hiernach 
die Tragkraft: 





16 WT 
?= 3"Te , 
zu fegen. 
Fur einen Zwifchenpunft 


M, welher um OM = x 
von der Mitte C abiteht, 
ift diefes Moment: 


MN=P, (+2) 
_- P=B- 

= 19 

— (P—P):. 


7 an, jo erhält man 


denjenigen Bunft D, wo da8 Moment Null, alfo der Krümmungshalbmefler 
‚unendlich groß if. Die Veränderlichkeit diefes Momentes und die der Bie— 
gung des Balkens wird durch die Ordinaten der Geraden HL und ZB ver- 


anfchaulicht, welche durch die Endpunfte von AH — Sp und von 


32 


ft endlich der auf diefelbe Weife unterjtügte und feftgehaltene Balken AB, 


Fig. 395. 





dig. 395, gleichmäßig, 
und zwar wie wir either 
gewöhnlich angenommen ha⸗ 
ben, auf den laufenden Fuß 
Balkenlänge mit q belaftet, 
jo läßt ſich zunächſt die 
Stutzkraft PR in B wie 
folgt beftimmen. Bei der 
Baltenlängeg AB = 1 ift 
die game Lat Q = 1yg 
und das Kraftmoment in 
Hinfiht auf einen Punkt M 
im Abſtande BU—=x 
vom Stiügpunfie B: 
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RS= P,x — I, 
folglich der entjprechenbe Neigungswinfel: 
vo PR —a) al? — x) 
2WE 6WE 
und (nad) $. 217 und 8. 223) die zugehörige Durchbiegung : 
_P(@zxz— Yz) qglx — Yırt) 


Da nun aber A fo hoch wie B liegt, fo ift die Orbinate in A, d. i. für 
x —=1,y = 0, und daher zu fegen: 
3 P. 4. 37310, 
woraus nun der geſuchte Druck in B: 
Pı = ®!fal =? folgt. 


Set man diefen Werth für P, in den Ausdrud fiir da8 Moment, fo 
erhält man biefes: 


— 2 
RS=:; Qx — zu = I (1 — 2); und daher für x = 1: 


AH- _-W -_!% 
AH—= ‚= 5 
Für — BD—= 3,1 ift ferner diefes Moment — Null, und für 
x —= BE=2/,1ift 8 ein Marimum: 
ER - I _L 
ER 1a ®. 
U _ 16 9 
Da 75 AD I 
Hinſicht auf den feſten Punkt A größer aus als das Moment KEin Hinficht 
QI 


auf die Mitte Avon BD, und e8 ift daher die Tragkraft dem Momente F 


QL iſt, fo fällt das Moment AH in 


entfprechend zu beftimmen, d. i. 
WT 
le 
zu fegen, wobei natlirlich vorausgejett wird, daß der Tragmodul für Drud 
und Zug einer und berfelbe ift. 


Diefe Tragkraft ift 8.3/,5 — ?/, mal fo groß, als wenn bei derjelben 
Auflagerung des Balfens die Laſt in der Mitte wirkte, 
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8. 248 InZwischenpunkten belastete Balken. Wenn ein an beiden Enden 
mit gleichen Gewichten P, P belafteter Ballen A B, Fig. 396, in zwei Punkten C 
Fig. 396. und D unterftügt ift, welche von 
ben Enden A und B um AC 
—=BD=|I, abftehen, fo 
nimmt jeber dieſer Punkte die 
Kraft P auf, und es ift für 
einen Punkt M innerhalb CD 
das 3 Biegungsmoment 
CL=DO=MN 
= Pa —Iı ) — Pa=Pl, 
conftant, alfo die neutrale 
Are von CD kreisförmig 
gebogen, wogegen für einen 
Punkt U innerhalb A C diejes iefes Moment UV — Px veränd erlich, jedoch 
Heiner als PT, ausfällt. 


Der Krummunghalbmeſſer von Mittelftüd CD ift r — LE, folg- 
1 


u 1 Pu 
(ich der Neigungswinkel der Balkenare in C und D, a, =, WE’ 
wenn I die Länge dieſes Mittelſtückes bezeichnet. Werner folgt die Bogenhöhe 
_ OA _® peu 


_P 











ng 
M=a= + "5 ",5WE forte die Bogenhöhe von CA 
Pr} _ Pr PI? Pl? I I, 
= alt zw awE '3ws” welst3) 
Das Tragvermögen diefes Balkens ift Pl, = Hr, 


. Iſt derjelbe Balken AB, wie Fig. 397 darſtellt, gleihmäßig, und zwar 
auf den laufenden Fuß mit q belaftet, fo fällt bei gewiflen Verhältniffen das 
ig. 897. Biegungsmoment theild po- 
jitiv, heil negativ, und 
| N | | | | | || daher in zwei Punkten U 
AERERERRBABBEREE und V Null aus, 
0 1 j Fir einen Punkt inner: 
halb AU und BD ift die- 
jer Moment 1/,yx?, für 
einen Punkt znifchen c 
und der Mitte M oder D 
und M dagegen, da ber 
Drud in Cund D,den Werth 


1, 9— (Hl +l)g hat: 
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RS= y='!hla+h)g — (Orl+h)ag= tl Tat iND)g 
und fällt daher Null aus fir 2? — Ir — — 1}, d. i. für 


welches natitelic) bedingt, daß IL — < 5. di. CA O iſt. Außer- 


dem bleibt das Biegungsmoment ſtets poſitiv, wie z. B. Fig. 398 darſtellt. 
Das Biegungsmoment iſt ein Mari⸗ 


Fig. 398. 


F 
mum oder Minimum für < = —, 
und zwar 


* — en — —— 7 Et — l 2 





während das Biegungsmoment in C 
und D, CL=DO=—=!/,ql} beträgt. 
st hiernach im erſten Falle, 


Fig. 397, (2) — 12 > 12, ober 


2 —— — 
(+) >212,0.1.1>1,V8, fo fällt MN > CZ aus und man bat das 





Tragvermögen des Balkens, da fid) y = er ſetzen läßt: 


IG J — — E wogegen 


wT 
2 (1 En Een zu fegen ift, wenn I < 1, V8 ausfällt. 


Ungleichförmig belastete Balken. Wenn ein Balfen AB, Fig. 399, $. 249 
ungleihförmig, jedoch jo belaftet ift, daß die Laſt auf den laufenden Fuß 
Ballenlänge mit der Entfernung von der Balfenmitte C nad) den Enden zu 

Fig. 399. gleihmäßig wächſt, fo finden folgende 
ftatifchen Verhältnifie ftatt. 

Stli=AB=20A=2CB, die 
Länge des Balkens, zwiſchen den Stüutz⸗ 
punkten A und B gemeffen, q das Ge: 
wicht der Laft pro Flächeneinheit Quer- 
ſchnitt, und? 0 der Neigungswinfel 
ACD= BCE der Begrenzungsebenen 
CD und CE der Laft, jo hat man das 
Gewiht eines Laſtprismas ACD 
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In Zwischenpunkten belastete Balken. Wenn ein an beiden Enden 
mit gleichen Gewichten P, P belafteter Balken AB, Fig. 396, in zwei Punkten C 
Fig. 396. und D unterftägt ift, welche von 

den Enden A und B um AC 
—=BD=lI, abftehen, fo 
nimmt jeber diefer Punkte die 
Kraft P auf, und es ift für 


-P 





das Biegungsmoment 
CL= = DO = — MN 

— Pix, —1)— Pn—=Pl, 
conftant, alſo die neutrale 
Are von CD freisförmig 
gebogen, wogegen für einen 
Punkt U innerhalb 40 diejes ieles Moment UV — Px veränderlich, jedoch 
fleiner als PT, ausfällt. 


Der Krümmungshalbmeffer von Mittelſtück CD ift r — Zn folg- 
1 
ı pi 
2r 2WE' 
wenn 2 die Ränge diefes Mittelftüdes bezeichnet. Ferner folgt die Bogenhöhe 
(hr? _ RB Pl], 











[ich der Neigungswintel der Baltenare in C und D, a, —= 


MS=ı= 9, "u" SwP ſowie die Bogenhöhe von CA 
m | ee _ * 
Hm MIT z ⏑ 3WE 2 


Das Tragvermögen diefes Balkens ift Pl, — wr, 
Iſt derjelbe Ballen AB, wie Fig. 397 darftellt, gleihmäßig, und zwar 
auf den laufenden Fuß mit q belaftet, jo fällt bei gewiflen Verhältniffen das 
Big. 397. Biegungsmoment theils po- 
jitio, theils negativ, und 
| N] | | | | | | daher in zwei Punkten U 
ABEAREERABEBER und V Null aus. 
| | | DE: Für einen Bunft inner- 
0 halb AC und BD ift die- 
no; ; TE : fer Moment 1/,yx2, für 





















a 
* ih u. NT ST v DB mb der Mitte M oder D 
u und M dagegen, da der 
24 Druck in Cund D, den Werth 
'kQ= (Vl+l)a bat: 


einen Punkt M innerhalb CD 





einen Punkt aiifchen c 
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B=y=tha+ lg — Ohi+h)ag= ha — Tat Mg 
und fällt daher Null aus fir x? — le — — 1, d. i. für 


welches natürlich bedingt, " =< 5 d. i. CA< CMift Außer 


dem bleibt das Biegungsmoment ſtets pofitiv, wie 3. B. Fig. 398 darſtellt. 
Das Biegungsmomentift ein Mari⸗ 


Fig. 398. 


mum oder Minimum für x — 5 
und zwar 


— — — ⸗ ein. Z— ß BER I\2 
I =) 8a 
N 





während das Biegungsmoment in CO 
und D, CL—=DO=—1/,ql? beträgt. 
hiernach im erften alle, 


. \® 

dig. 397, (=) — 1 >12, oder 
2 —— — 

(2) >213,d.1.1>1V8, fo füllt MN > OL aus und man hat das 





Tragvermögen des Balkens, da ſich y — * ſetzen läßt: 
Pe en ‚2 
(5) 2(+2U) ee’ wogegen 
Wr 
20+20) zu fegen ift, wenn 2 < 1, V8 ausfält, 


Ungleichförmig belastete Balken. Wenn ein Balfen AB, Fig. 399, $. 249 
ungleihförmig, jedoch fo belaftet ift, daß die Laft auf den laufenden Fuß 
Ballenlänge mit der Entfernung von der Balfenmitte C nach den Enden zu 

Fig. 39. gleihmäßig wächſt, fo finden folgende 
ftattichen Verhältniſſe ftatt. 

Stl=AB=2CA=2CB, die 
Länge des Balfens, zwifchen den Stitg- 
punkten A und B gemefjen, q dad Ge⸗ 
wicht der Laſt pro Flächeneinheit Quer⸗ 
fchnitt, und E der Neigungswintel 
ACD= BCE der Begrenzungsebenen 
CD und CE der Laſt, fo hat man das 
Gewicht eines Laſtprismas ACD 











g. 250 
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— BCE, weldes von einem Stitpunlte getragen wird, 
g — 1, A0.AD.ga—=Y; (2) tang. 0.9 "sql? tang. Q, 
und folglid) das Moment biefer Kraft in Hinſicht auf einen Punkt N, 
welcher um AN — x vom Stügpunfte A abfteht, 
L 


— Us ql2xtang.p. 


Das Gewicht des Laftprismas Über AN — x ift y (I) AN, 


_2AD+NL AN 
und der Schwerpunkt defielben fteht von N um N 0=TDıND — 


ab, folglich iſt das Moment dieſes Prismas in Hinſicht auf N: 


%=q(2 AD+NL) Am =gq : tang.o + (- — ) tang. F 
— IE fang. Chl—a) 
und das ganze Biegungsmoment des Balkens in N: 
NU—=yey, — Ya I 6lx? +4?) 
—— (31? - 61% +42) = (2) - x tang.g, 
wenn man ON = — x fest, alfo die Abfeifle x, von C aus mißt. 
Dafielbe ift für x — = ein Marimum, und zwar * tang. 2 daher ift 


aud) das Tragvermögen dieſes Balkens: 





gu ‚a _wı ' 
18 tang. 0, d. "De — 
während bei gleichmäßiger Belaſtung das Biegungsmoment 
_ dl _ am _4®,_ -1[(2)'-2;] 
Neu a tag) 
-2[0)-= 
ala) al 
und daher das Tragvermögen 9 = Yz folgt. 


Zweifach belasteter Balken. Wenn ein an beiden Enden frei auflie- 
gender Balfen A B, Fig. 400 und Fig. 401, in einem Punkte C, welcher von den 
Stüßpunkten A und B um CO A=], und CB=]; adfteht, eine Laft P und 
überdies noch eine gleichmäßig vertheilte Laſt Q — g7 trägt, jo nehmen die Stütz⸗ 
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punkte A und B die Laſten — Su ee +8 


auf, und es ift das Biegungsmoment in einem Punkte N, — um 
AN =x vom Stützpunkte A abſteht, 
2 \gq j 


Fig. 401. 





Dieſes Moment iſt ein Maximum fir gehe —— 
und zwar 

_Dr—41(AV_M_L (be? 2) = — 9. 
——— —85* — 


Hierbei wird vorausgeſetzt, daß CA > 0B, d. i. li >R iſt, und 
x <I, ausfällt. Iſt x 1, fo fällt das Maximum des Biegungsmomentes 
nad) C (Big. 401) und es folgt 








: — 2 
— I "2p Pp+ — — -(p+% I 
Wenn man 
1 Ay 
0 —= —— — ], fest, fo folgt 
el + F) ga het ſo fo 
P _ hl _ 2h-lI_ub-b 
0 l; — 2212 
und es iſt das Tragvermögen des Balkens in dem Falle, wenn 
J 








460 Vierter adſcnit Ba Gapitel. [$. 251. 
(+ 30 , und dagegen dann, wenn fich 





z = + 5 T, 2 perausfteilt, daflelbe 


lı 2. T 
(?+ 2) 4a = FE zieren 


Diefe Formeln finden insbefondere ihre Anwendung, wenn man das Gewicht 
G bed Trägers mit in Rechnung bringen will, wo dann @ ftatt Q einzu⸗ 
ſetzen ift. 


8. 231 Der Brechungsquerschnitt. In den bisher behandklten Fällen der 

Biegung der Körper AB, Fig. 402, haben wir immer eine prismatifche 

Fig. „402. Form derjelben, und folglich auch ein 

conftantes Biegungsmoment WE vor- 

ausgeſetzt, weshalb‘ wir mittel® der 
Srundformel (aus $. 215) 
Pır = WE 

jchliegen fünnen, daß der Krümmungs⸗ 

halbmeſſer 





WE 

Ps 
umgefehrt, und daher die Biegung felbft direct dem Momente (Px) der auf 
den Körper von außen wirkenden Kraft P proportional ift und folglich auch 
die Biegung mit Px zugleich ein Marimum und Minimum wird. Iſt daher 
die Kraft P conftant, oder wächft diefelbe mit x (wie 5. B. Q=gz, in 
dem Fig. 403 nbgebildeten Falle), jo nimmt die Biegung mit x ab und zu, 
Fig. 408. und ift auch mit = zugleich ein Mari⸗ 
| mum und Minimum. Wenn hingegen 
der Querfchnitt F des Körpers an ver- 
fchiedenen Stellen feiner Are verjchieden 
ift, jo fällt natürlih au) W= 2% (Fe?) 
veränderlicdh aus, und dann ift der 
Krümmungshalbmefler r dem Quotienten 


r — 





. und alſo die Krümmung felbft dem 


Ausdrude = proportional. Kommt es 


folglich darauf an, die Stellen der ftärkften und ſchwächſten Biegungen zu 
finden, fo hat man nur sejenigen Werthe für die Arenlänge x zu beftimmen, 


bei welchen der Ausdruc 7 77 zum Marimum und zum Minimum wird. 
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Ebenfo ift der Formel 
8— Pxe 
——-W 
Pre 
aus $. 235 zufolge die Spannung S eines Körpers dem Ausdrud Ww 





⸗ 





proportional, und mit demſelben ein Maximum oder Minimum. 

Bei einem prismatiſchen Körper ift u eine conftante Zahl, und 
folglich diefe Marimalfpannung S nur dem Kraftmomente Px proportional; 
bei Körpern von veränderlidem Querſchnitte, wo ” cine veränderliche 


Zahl ift, hängt dagegen diefe Spannung aud) noch mit von diefem Duo- 
tienten ab; im erfteren Falle ift diefe Spannung mit Px zugleich, alſo bei 
einer in einem Punkte angreifenden Kraft P und bei einer auf x gleich» 
mäßig vertheilten Laft Q = gz, für x = 1, ein Marimum; im zweiten 
Falle läßt ſich hingegen diefes Marimum von S ohne nähere Kenntniß der 
Beränderlichleit des - Duerjchnittes im Voraus nicht angeben. Um: diefe 


Stelle oder den Duerfchnitt des Balkens zu finden, wo die Dlarimalfpan- 
Pxe 


nung vorkommt, ift e8 nöthig, das Marimum von dem Ausdrude ww 
algebraifch zu beftimmen. ebenfalls ift die Stelle im Körper, wo dieje 
Marimalfpannung vorkommt, auch diejenige, wo bei hinreichender Belaftung 
die Spannung S zuerft in T oder gar in K übergeht, und folglich zunächft 
die Elafticitätsgrenze erreicht wird oder da8 Zerbrechen eintritt. Man nennt 
deshalb auch den diefer Stelle des Marimalwerthes von ( ”) ent|pres 
chenden Duerjchnitt des Körpers den Brechungsquerſchnitt (franz. 
section de rupture; engl. section of rupture) oder auch den gefähr- 
lichen (ſchwachen) Querfchnitt. ” 

Hat der Körper einen rectangulären Duerfchnitt mit der veränder- 
lichen Breite u und der veränderlichen Höhe ©, fo ift 
w_un 


— — 


e 6 
und daher der ſchwache Duerfchnitt durch das Marimum von — oder das 





2 
Minimum von * beſtimmt. Bei einem Körper mit elliptiſchem Quer— 


ſchnitte, deſſen veränderliche Halbaren % und v find, hat man: 
W nur 


— 


e 4 
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‚2 
und daher wieder das Minimum von * aufzuſuchen, wenn es darauf an⸗ 


kommt, die ſchwache Stelle des Körpers zu beſtimmen. 
Bei conſtantem Gewichte kommt P ganz außer Betracht, iſt alſo bloß 


2 
das Minimum von _ zu ermitteln, ift dagegen das Gewiht Q—gqx, alſo 


£ 2 
gleichmäßig auf den Balken vertheilt, jo mug man das Minimum von — 
beftimmen, um den Brechungsquerſchnitt zu finden. 


$. 252 Bildet der Körper ACDF, Fig. 404, einen abgeftumpften Keil, 
oder ein liegende Prisma mit trapezoidaler Seitenflähe ABEF, deſſen 
unveränberlihe Breite BC = DE—b ift, und wirft die Kraft P an 

Fig. 404. dem Ende DF deſſelben, fo 

hat man nur das Minimum 


v ; 
von — zu ermitteln, um den 


ſchwachen Duerfdnitt 
deflelben zu finden. Seßen 
wir die Höhe DA — EF 
feiner Endfläcdhe — h und bie 
Höhe KU des Ergänzungs- 
ſtückes Z KU, — c, und neh⸗ 
men wir unſerer ſeitherigen 
Bezeichnung entſprechend an, daß der Brechungsquerſchnitt ZMN um 
UV —=x von der Endflähe DEF abftehe, fo haben wir die Höhe 
befielben: 





ML=v=h +Zı=h ( * =), 
und daher nur da8 Minimum des Ausdrudes: 


- — = 1 ‘2 Ku 
(1 +2)="(2 4245), 
oder, da A und c beftimmt find, nur von — + T zu ermitteln. 


r 


Nimmt man z = c an, fo ergiebt fi) der legte Ausdrud — 5 ‚ macht 


man aber z wenig (um x©,) größer oder er jo erhält man: 
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c? c? ee’ 
folglich 

1 x 2 x 

7 * 


alſo jedenfalls größer als =. Es giebt alfo ec das geſuchte Minimum, 
d. i. der ſchwache Duerfchnitt LAN fteht um die Höhe KU = c, nämlich 
eben fo viel von der Endfläche DEF ab, als die abgefchnittene Kante HK 
‚auf der anderen Seite. 


Die Höhe diefes ſchwachen Querjchnittes ift 
v=h +2.0=2h, 


und folglich die Tragkraft diefes Körpers: 
_ ben? T Abm T 
Ä — 6 eo 
Ein parallelepipedifcher Balken hat bei gleicher Länge 7 = c, gleicher 
Breite b’ und gleihem Volumen V — bh, ! die Höhe: 





h ah 
hh = ı — ®%,h, 
und folglich die Tragkraft: 
bh? T_ 90m T 
Fern: 7 7 


trägt alſo nur %/ıs mal fo viel als der behandelte keilförmige Körper. 

Iſt der Körper eine abgefürzte Pyramide, fo fchneiden ſich die Ebenen 
AE, BD u. ſ. w. gehörig erweitert, in einer Spige, und wenn man bie 
Höhe der abgejchnittenen oder Ergänzungspyramide wieder mit c bezeichnet, 
fo ift: 


uN=u=b(1 +2) md L0=er=a(t +2); 


und man hat daher das Minimum von 
uv? bh? x\® 
—— [1 _ 
x % + +) 
oder von 


zu ermitteln, um den —— — zu finden. Durch Differenzial⸗ 
rechnung finbet man 
= = ac, 
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auch kann man jich leicht von ber Richtigkeit dieſes Werthes überzeugen, 
wenn man einmal 2 = !/;c + x umd ein anderes Mal Y/;c — xı fekt. 
In jedem alle erhält man einen größeren Werth als 


2 1 — 15 

- +, +7 > 2 welchen der Ausdrud: 
1 3 x? 
sr c? cs 


für x = Y,c annimmt. Es ift alfo der Abftand der Brechungsflähe LN 
von der Endfläche DF’ gleich der Hälfte der Höhe c des Ergänzungsftides 
der abgeftumpften Pyramide. Die Dimenfionen diefer Fläche find: 

u — b (1 41/,9) — 8/b und v — !Yyıh, 
folglich iſt die Tragkraft des Balkens: 
_Y%b@hhe T _270mT 


Für einen Körper in Form eimed abgekürzten Kegels hat man bei 
dem Halbmeſſer r feiner Endfläche und der Höhe c des abgefchnittenen 
Stüdes, den Halbmeffer der Brechungsfläche, r, — ?/a r, und daher: 


$. 253 Körper von gleichem Widerstande Wenn ein Körper fo ge- 
bogen wird, daß fowohl die Marimalfpannung S auf der Zugfeite der 
neutralen Are als auch die größte Spannung auf der Drudfeite derfelben 
an allen Stellen eine und diefelbe ift, fo heißt er ein Körper von gleichem 
Widerftande (franz. corps d’ögale resistance; engl. body of the strongest 
form). Ein folder Körper erreicht bei einer gewiflen Kraft in allen Quer⸗ 
ſchnitten die Grenze der Elafticität zugleich, hat alfo an jeder Stelle den der 
Tragkraft entſprechenden Duerfchnitt, und erfordert deshalb unter allen 
Körpern, bei übrigens gleichen Verhältnifien, die Heinfte Menge an Stoff. 
Wegen Erfparnig und zur Vermeidung unnöthiger Belaftungen find daher 
in dem Bauweſen vorzugsweife ſolche Körperformen in Anwendung zu 
bringen. Da die ſtaͤnkſte Spannung in einem Querſchnitte durch den Ausdruck 
Pxe 
8 = (8. 251) 
beftimmt ift, fo fordert ein Körper von gleichem Widerftande, daß die 
Größe e- für alle Querſchnitte des Körpers eine und die- 


felbe ſei. 
Iſt die Kraft P — und greift dieſelbe am Ende des Körpers an, 
ſo hat man folglich einfacher 
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a oder w 
W EX 


conjtant zu jegen, wogegen dann, wenn die Kraft ꝙ — qr, aljo gleid)- 
mäßig auf den Balken vertheilt ift, 
n Pe 2? 

ww oder — 
conſtant gefordert werden muß. Bei einem Balken mit rectangulären 
Querſchnitten (ſ. 8. 251), deren Dimenſionen u und » ſind, iſt im erſteren 
Falle: 

uv? £ 

— und im zweiten: 


uv? 
— conſtant zu ſetzen. 


Iſt an einer anderen Stelle in dem Abſtande J von der Endfläche die 
Breite b und die Höhe Ah, jo hat man folglich im. erſteren Falle: 





ur _ DM 
und dagegen im leßteren: 
uv? _ bh? 
22 — "m 
zu fordern. Bei conftanter Breite u — b ift daher im erfteren Falle: 
9? h2 
Fazer 
ee  & w 7 
7 == T oder 7 — 
v? ; 
Da die Gleihung 7 — einer Parabel zukommt (ſ. 8. 35, An⸗ 
merkung), jo hat folglich das Längenprofil ABE, Fig. 405, eines ſolchen 


Big. 405. Fig. 406. 





Körpers die Form einer Barabel, und zwar einer Parabel, deren Scheitel F 
mit dem End- oder Aufhängepunft der Laſt P zufammenfällt. 
Ruht der Balfen AB, Fig. 406, von gleicher Breite, mit feinen Enden 
auf, und trägt er die Laft P in feiner Mitte, oder wird der Ballen AB, 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 30 
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Fig. 407, in der Mitte C unterftügt und an den Enden A und B durd) 
zwei ſich da8 Gleichgewicht haltende Krafte ergriffen, fo erhält das Längen⸗ 
Fig. 407. profil die Geftalt von zwei in der 
Mitte zufammenftopenden PBarabeln. 
Der legte Fall kommt bei Balanciers 
und Wagbalten vor. Da diejelben 
durd) die Zapfenlöcher A, C, B ge- 
ſchwächt werden, fo verfieht man fie 
noch mit Rippen, ober giebt ihnen 
noch ein Mittelftüd AB. 
Iſt die Höhe v» — Ah conftant, 





jo hat man: 
J 
x 1 b 17 


dann ift aljo die Breite a ihrer Entfernung von dem Ende proportional, 
es bildet deshalb die Horizontalprojection des Balkens ACE, Fig. 408, 
ein Dreied B CD, und der ganze Ballen einen Keil mit verticaler, in die 
Kraftrichtung fallender Schärfe D E. 


Fig. 408. Fig. 409. 





Dan erſetzt gewöhnlich die paraboliſchen Träger in dig. 405 durch leben⸗ 
flächige Träger, wie A CB in Fig. 409. Um hierbei fo viel wie möglich 
Material zu erfparen, giebt man dieſem Träger in ber Mitte M dieſelbe 
Höhe MO — im = Ih V 1/5, welche der parabolifche Träger erhalten würde, 
und führt die ebene Begrenzungsfläche CD tangential am die entjprechende 
Parabelfläche. Nun ift 

C _ 3AM AD AM _ 
= Fa Ne um mo” 3m 
daher folgt, wenn man die größere Höhe BC des Körpers durch A, und die 
fleinere Höhe AD beffelben durd) A, bezeichnet, 
h— Yıhm = YahV Y — 1,0607 h und 


Ma Yıalım = YıhV !/s = 0,3536 h, 





lg; 
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wobei die Höhe. BN — A mittel8 der befannten Formel PT — bh? z zu beftimmenift. 


Das Bolumen eines folchen ebenflächigen Trägers ift en a ) 
— 0,707 16 Ih, wogegen das des parabolifchen Trägers von — Wider⸗ 
ftande, — ?/; bIh— O, 667 bIh, d. 1.5,7 Procent kleiner ausfällt. 

Fig. 410. Ebenſo kann man den an den 
Enden A und B unterſtützten 
Träger AN A,, Big. 410, aus 
zwei ebenflächigen Stüden zujam- 
menjeßen, welche im Aufhänge- 
punkte die gemeinfchaftliche Höhe 
BC= h, = 1,0607 hund an 
den Enden die Höhe 
AD—A,D == 0,3536 h 
a nur ift hier die Höhe BN — h durd) die Formel 

Pul, _bMT 

I: 1077 

Soll der Körper ABD, Fig. 411, lauter ähnliche Querjchnitte $. 254 
LMN, ABCa.}. w. haben, fo ift zu fegen: 








zu beftimmen. 


Fig. 411. v Un 
% —— daher 
u.u?h? bh? 
b? x — 


Lett: 
Dr 


dann wachſen aljo die Breiten und 
Höhen wie die Cubikwurzeln aus den 
entjprechenden Hebelarmen. In der adjtfachen Entfernung vom Ende ift 
3. B. die Höhe und Breite nur doppelt fo groß als in der einfachen Ent- 
fernung. 

Dean fann biefen Körper durd) eine abgefürzte Pyramide ACEG, 
dig. 412 (a. f. S.), erjegen, welcher in der halben Yänge die Höhe MO—h, 
—V 1/,.k— 0,7937 h und die Breite MN—b,„ — V 1/2.b—0,7937 b 
mit dem gefundenen Körper von genau gleichem Widerftande gemeinjchaftlich 





a 





I 


/ 
hat. Für den Tangentenwinkel der Curve Fr = vr oder? — yi 


iſt nad) analyt. Hülfslehren Art. 10, tang.« — 





AFf⸗ — = yo daher 


30* 
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folgt für .— 
2 —= 1, Yaltang.a — !/ch V(+) — YyhV4 — eV 
= 0,2646 h, und a folgt für die Curve 
U 


= — BE 


1, Itang.ß = V 


und 


Hieraus ergeben ſich nun he Dimenfionen der - großen Grundfläche ABC. 
AB=h = hm + !hltang.a = AV 2 .hk = 1,0583 hund 


BC =b = ba + Yaltang.B = *; V/ /a.b = 1,0583, 
fowie die der Meinen Grundfläche PFG: 


Fig. 412. Fig. 413. 





FG=h = hm — Yaltang.e — :/; V Ya. h — 0,5291h und 
EF—=b —bmn — Yaltang.B = ?); V 1/a.b= 0,5291 b. 


2 
Uebrigens ift natürlid) Pl — 6 7 zu feßen. 


Giebt man dem Körper von gleichem Widerftande Freisfürmige Quer— 
ſchnitte, fo gilt für den veränderlichen Duerfchnittshalbmefler die Gleichung 


T 

um — 2 7 
und wenn man diefen Körper durch einen abgefürzten Kegel AB E, ig. | 
413, erjeßt, jo find die Halbmeſſer deflelben: 
M—=m=Y!%.r— 0,7937r, CA—=r — 1,0583 r und 

DE= rn = 0,5291r, 
und es ift der Halbmeſſer r der Grundfläche des Körpers von gleichem 
Wiberftande nach der Zormel 


Pl= — r zu berechnen. 


Iſt ein Balken glei förmig belaftet und die Breite unveränder- 
lich, alſo « —= db, fo hat man: 
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* -, alfo auch: 


— 
7 
und es erhält deshalb derſelbe die Geſtalt eines Keiles mit triangulärem 
Längenprofil ABD, Fig. 414. 
Fig. 414. Fig. 415. 





| 2 
Bei conftanter Höhe ift in diefen alle = = ni und daher ber 


Grundriß des Balfens eine von umgefehrten Parabelbögn BD und CD 
begrenzte Fläche BDC, wie Fig. 415. 

Macht man wieder ähnliche Querſchnitte, fo iſt 5 = = 5 
hat man es alfo fowohl im Bertical- als auch im Horizontalprofile mit der 
cubifhen Parabel, bei welcher die Cuben ber Drdinaten wie die Qua⸗ 
drate der Abſciſſen wachſen, zu thun. 

Wird ein in beiden Enden aufruhender Körper AEB, Fig. 416, 
gleihförmig und zwar auf ben 
laufenden Fuß durd) q, alfo auf die 
ganze Länge AB—=1 duch Q = gl 
belaftet, jo Hat man das Kraftmoment 
für einen Punkt O in der Entfernung 
AO=x von einem Stüßpünfte A: 


LINIEN ER © —— 
(x x), 


dagegen für die Mitte 0: 


dann 


Fig. 416. 





Nehmen wir einen Körper von unveränderlicher Breite d an, jo haben wir 
zu feßen: 


bv?: Z — (Iz — 22) und 
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T _q®% 
bh?- ;,T 
wenn h die Höhe CE des Körpers in dar Mitte bezeichnet, und es folgt 
nun durch Divifion: j 
v2 lv — a2 


7 — Vm oder 


h\? 
v? = (u) (lx — x”). 


Wäre h— '/,1, fo würde ce? — Ic — w?, und deshalb das Längen⸗ 
profil der mit 1,,7 als Halbmeſſer conſtruirte Kreis AD, B fein; weil aber 





} 2 ‘ vo ‘ 
Ix — x: noch durch ( u) zu multipliciren ift, um das Quadrat v? 
. ‚2 


der jedesmaligen Höhe MO— NO zu erhalten, jo geht diefer Kreis in eine 
Ellipfe ADB oder AEB über, deren Halbaren CA = a, = !ja! umd 
CD=-CE=b =hfin. 
Man kann diefen Körper durch einen ebenflähigen Träger AABDB, 
Fig. 417. dig. 417, erfegen, welcher in 
dem Abftande AM — \/, 1 
von den Stützpunkten B und 
B, die Höhe MO — hm 





1); V3.h hat: Der Nei- 
gungswinfel & der Ylähe BD 
gegen die Are A C ift durch die Gleichung 


h 1, 1—& 2 h Il 


Inga ala Eh MB yan 
2: Ylac— a2 ’ Vu v3 
beftimmt; daher folgt “ tang.& — 1/, V3.h und die Höhe des Körpers in 
der Mitte: 
CD=MO0+ —tang. & — 2/, V3.h — 1,1548 h, 
dagegen die Höhe deffelben an den Enden: 


1 
AB=MO— —tang.a = 1; V3.n = 0,5774. 


(8. 255) Die Biegung eines Körpers von gleihem Widerftande ift natür- 


lich unter übrigens gleichen Umftänden und PVerhältniffen eine größere als 
die eines prismatifchen Balkens. Fir den Fall, daß der Balken an einem 
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Ende feftgeffemmt ift und am anderen Ende von einer Kraft P ergriffen 
wird, beftimmt fich die Durchbiegung wie folgt. 


Die bekannte Proportion — — n führt auf die Formel r — ne wo⸗ 


durch der Krümmungshalbmeſſer als Function des Abſtandes e ausgedrückt 
wird. Iſt nun noch die Abhängigkeit zwiſchen e und x bekannt, fo erhält 
man auf dieſe Weife einen Ausdrud zwifchen r und x, aus welchem ſich auf 
die (ans $. 218) bekannte Weife die Coordinatengleichung der entiprechenden 
elaftifchen Linie entwideln läßt. Seten wir eine Heine Biegung voraus, 
fo Können wir wieder die Bogenlänge s der Abjciffe x, und folglich auch die 
Elemente Os und 9x einander gleichjegen und daher, wie oben, 


— 22 annehmen 
Tr = du . 
Hiernadh erhalten wir: 
0a — 7 eoo, 
und daher durch Integration den Tangentenwinkel: 
—_ _Z (2: 
>75 
Bei einem Balken mit Pretangui een Duerfchnitt ft e—= 1/,v, und daher 
°x 
“mn = v 


Wäre num noch die Breite des Balkens conſtant, alfjo v— b, fo hätte man: 
ı 
u TG 8. 253), daher: 


alfo, da für 1, « Null und folglih Con. — ar Vi. zyr; ift, 
ıTYVı 
e= 7 — (vi — Ve). 
Set man nun nod) « — 2, fo erhält man: 
al Vz) 0x, 


und daher die gejuchte Coordinatengleichung: 
v- EN vi yava)=42 vi Voe 
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Fir cz — 7 geht y in a Über; es ift alfo für diefen Fall die Größe der 


Durchbiegung: 
171 
N 
T 6P 
od) iſt PT = bi?- re oder I’ — — —* ‚ daher ergiebt ſich endlich 


die Durchbiegung: 
_8Pb _, ap" 
“Eon Ebm’ 
d. i. 2 mal fo groß als bei dem parallelepipedifchen Balken von der Breite 
b und Höhe A (vergl. $. 227). 

Wirkt die Kraft in ber Mitte des Körpers, während der Balken an den 
beiden Enden aufliegt, fo ift natürlich ftatt 2, mu und ftatt 7, — einzuflih- 
ven, und es fällt natürlich 
8pR 
Ebh3’ 

d. i. ſechszehn Mal Heiner aus als bei einfeitiger Wirkung der Kraft. 
Bei emem Körper von gleichen: Widerftande mit triangulärer Bafis 


u —- /w 


wie Fig. 408 darftellt, ift die veränderliche Breite u — T b, und 


ul’ _bh’x 


frenkt-jT 





E, 


daher der Krümmungshalbmefler r — = * conftant, alſo die Bie- 


gungscurve ein Kreis, und die entiprechende Bogenhöhe 
_ PR _6pe® _, Aap® 


TO 2r bRBE 7 dhRE’ 
d. 1. 3/, mal fo groß als bei dem parallelepipediichen Balken. 


&. 256 Biegung der Metallfedern. Körper von gleichem Wibderftande, ſowie 
auch folche, welche fich nach einem Kreiſe biegen, fommen vorzüglich bei den 
Stahl- und anderen Metallfedern in Anwendung. Die Federn, welche zu 
den fogenannten Yederdynamometern verwendet werden, beftehen aus dem 
feinften Stahl, haben bei einer Yänge von !/, bis 1 Meter eine Breite von 4 bis 
5 Centimeter und in der Mitte eine Dicke von 8 bis 21 Millimeter. Sie bilden 
Körper von gleihem Widerftande, haben alfo ein aus zwei Parabeln zufam- 
mengeſetztes Tängenprofil (fiehe $. 253). Um die Wirkung derfelben zu erhöhen, 
wird jedes Federdynamometer aus zwei folchen parabolifchen Federn, 
wie AA, BB, Fig. 418, zufammengefegt, weldje an den Enden durch 
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Gelenke AB, AB verbunden werden. (S. Morin’s Lecons de Méca- 
niques pratique, Resistance des materiaux, No. 198.) Diefe Dynamo⸗ 

Fig. 418. meter mefjen die an der Faſſung D in 
der Mitte der einen Feder angreifende 
Kraft P durch den Weg s des Punktes 
D, welcher natürlich gleich ift der Größe 
der Durchbiegung beider Federn zufammen. 
Nun iſt aber nad) dem Obigen: 





a Ye 8Pp"% 
bhs 
daher hat man hier 
8— 24 — Pr 
bhBE’ 


und folglich 





bh? E 
P=( 13 )s 


die dem Zeigerwege s entfprechende Spannkraft der Feder. 

Bei einem Berfuche an einem folchen Inftrumente, deflen Federn folgende 
Dimenfionen hatten: b — 0,05, k = 0,0211, ! = 1,0 Meter, fiel bei 
der Laft P —= 1000 Kilogramm der Zeigerweg s — 9,7 Millimeter aus; 
daher ift für diefes Dynamometer der Coefficiemt 

bRBE __P __ 1000 
57 
und für andere Fälle 
P = 103,09 s Kilogramm 
. zu fegen, wenn s in Millimetern angegeben, oder die Zeigerfcala in Milli» 
meter eingetheilt ift. | 

Wenn man ftatt der paraboliichen Federn trianguläre Federn von 

gleichem Widerſtande (f. Fig. 408) ee 1 iſt 


‚ daher 


— 103,09, 


8 
237 = Is‘ _ 
—— 

8, 





P= il 


aljo um ein Drittel größer als bei dem Dynamometer mit parabolifchen Federn, 


Wagenfedern follen mit einer großen Biegfamfeit ein großes Trag- 
vermögen verbinden, wogegen die genaue Kenntniß der Beziehung zwi: 
hen P und a nicht nöthig ift. Aus diefem Grunde fegt man dieſe 
Federn oft aus über einander liegenden einfachen Federn zuſammen. Beſteht 
die zufammengefeßte Feder aus n liber einander Liegenden parallelepipe- 
difchen Einzelfedern, fo ift bei der Breite db, Dide A und Länge I der- 
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felben die Höhe des Bogens, „weiche der Kraft P am Ende A der ganzen 
Feder entipridht: a — Sn, und bie Tragkraft 


Ebh?’ 
=n LE ‚ baher aud) 
a Tı 
hr —* RE 
Befteht die ganze Feder ACD, Fig. 419, aus n triangulären ein- 
fachen Federn, jo hat man . 
6 PI? bh?T 
@ =, Ebn®’ während ?=n77 
unverändert bleibt, daher 
a— 28 der — Tı 
EWR TTTEn 


Es wächſt aljo in beiden Fällen da8 Maß 7 der Biegſamkeit mit den 


Berhältnifien = und — und tft daher auch ebenfo groß wie bei einer ein- 
fachen Feder von der n fachen Breite (n b). 
Fig. 419. Fig. 420. 





Um an Material zu erfparen, legt man Federn von verfchiedenen Tängen 
über einander und formt fie fo, daß fie fi) bei Einwirkung der Kraft P am 
Ende A der ganzen Feder nad) Kreisbögen von ganz oder nahe gleichen 
Halbmeffern krümmen. Die Kraft P biegt das unterfte trianguläre Stüd 


AA, ber ganzen Feder ABH, Fig. 420, defien Länge — —ift,nad einem 


E 
131’ und damit das übrige paralle- 


lepipebifche Std der unteren Feder ebenfo gebogen werbe, ift nöthig, daß die- 
jelbe in A, mit der Kraft P auf die folgende Feder drücke, weil dann das 


Kreisbogen vom Halbmefler r = n —- oh 
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Biegungsmoment diejer Feder gleich ift dem Momente — eines Kräftepaares 


(P, — P) mit der Armlänge — Bei der zweiten Feder, welche um 
kürzer iſt als die obere, wiederholt ſich das Biegungsverhältniß der erſteren Feder; 
3 
dieſelbe biegt ſich ebenfalls nach dem Krümmungshalbmeſſer r ——— 
wenn das Endſtück A, A, deſſelben triangulär, und das übrige Stück 
parallelepipedifch geformt ift, und wenn es in A, mit ber Kraft P auf bie 
dritte Feder drückt. Ebenfo ift e8 mit der dritten Feder A, G D u. ſ. w., bis 
zur legten Weber, bei welcher das parallelepipedifche Stück ganz fehlt, und 
welches in Folge der Kraft P am Ende ebenfalls nad) dem obigen Halb» 
mefler r gefrimmt if. Die ganze Bogenhöhe diefer zufammengefegten Feder 


, 


1? 6 PR . bh? T . 
iſt a — Ir nEbh3’ und die Tragfraft P=n Bun 6 daher bleibt 
FEW TTTTEnN 


Es find alfo hier die Biegungsverhältniffe genau diefelben wie bet dem 
Federwerke, welches aus lauter gleichen triangufären Einzelfedern zufammen- 
geſetzt ift; auch läßt fich Leicht nachweisen, daß beide Wederverbindungen eine 
gleiche Menge von Material erfordern. 

Es ift Übrigens nicht nöthig, die Tederenden genau triangulär zu geftalten; 
man fann dafür auch jede andere Form von gleicher Krümmung anwenden, 
3. B. denjelben eine conftante Breite b und im Abftande x vom Ende A 
die Höhe 


y—=h Ve geben. 


Eine ſolche Doppelfeber ſtellt Fig. 421 dar. Hier ift natürlich die ganze 
' Fig. 421. | 





Tragkraft 2 P, übrigens aber die Länge I nicht von der Mitte, jondern von 
den Enden BD, BD der Faſſung aus zu mefjen, 





8. 257 
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Anmerfung. Ueber die Wagenfevern ift nachzulefen: 5. Reuleaur, die Con- 
itruction und Berechnung der für den Mafchinenbau wichtigften Federarten. Win 
terthur 1857; ferner Redtenbacher: vie Geſetze des Locomotivenbaues, Mannheim 
1855, und Philips: Memoire sur les ressorts en acier etc. in den Annales 
des Mines, Tome I, 1852. 


Drittes Kapitel. 


Die Wirkung der Schub:Elaftieität bei der Biegung und 
der Drehung der Körper. 


Die Schubkraft parallel zur neutralen Axe, Dei einem Körper, 
welcher bloß der Zug⸗ oder Drudfraft ausgejegt ift, werden die Grunbflächen 
AC und BD eined Körperelementes ABUD, Fig. 422, von entgegen- 


Fig. 422. 





gefeßten und ſich das Gleichgewicht haltenden Kräften P, und — P, ergriffen, 
während die Seitenflächen AB und CD deflelben frei von äußeren Kräften 

ig. 493, bleiben, da die benachbarten 
.P Körperelemente diefelbe Aren- 
ipannung erleiden wie das ge- 
dachte Element AB CD ſelbſt. 
Anders ift e8 aber bei einem 
der Biegung unterworfenen 
Körper, wo auf der einen 
Seite AB des Elementes 
ABCD eine Spannung ftatt- 
hat, welche der auf der ans 
deren Seite CD deſſelben ent- 
gegengejegt ift, und in Folge 
| der feitlichen Cohäfion in A.B 
13 er und C.Ddas Element ABCOD 
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von einem Kräftepaare ergriffen wird. Am ftärfften tritt diefes Kräftepaar 
bei einem in der neutralen Are befindlichen Elemente hervor; ba hier das 
Stück des Körpers auf der Seite AB bloß einer Ausdehnung, und dagegen 
das auf der Seite CD nur einer Compreffion ausgeſetzt ift. 

Iſt S die Spannung einer Faſer in der Entfernung e von der neutralen 
Are, bei dem Querſchnitte Eins, fo find die Spannungen in den Theilen 
Fı, F3, F3... des ganzen Körperquerjchnittes, welche um 2, 22, 23... von 
der neutralen Are abftehen: 

ag Dong Faguu. ſ w. 
e e 
umd e8 folgt die ganze Spannung im Querſchnitte A + Fr + FF +, 
Bat ha+-)= Er. 


Iſt nun FR + FF +: -- ber Theil des Ouerjchnittes auf der einen 
Seite der neutralen Are, fo giebt auch Q die ganze Spannfraft auf diefer 
Seite der neutralen Are an. Die Spannung auf der anderen Seite ift der 
Theorie des Schwerpunftes zufolge (vergl. $. 215), der erfteren der Größe 
nad) zwar gleich, aber der Richtung nad) entgegengefeßt. 

Pxe 


Ä N Px 
Vebrigens hat man nad) $. 235, S= ww: alſo 775 


auch Q — nn +Rhar-). 


In einem Querſchnitte, welcher um AB — x, vom erſteren abfteht, ift 
die Spannung 


daher folgt 


Qı Na +M2+:-); 


daher ergiebt fich die ganze Kraft, mit welcher das Stück ABE liber 
AB fortzugleiten fucht: 


2—Qı Zune +F,8-+ +.) 


Iſt nun db die Breite des Querſchnittes in der neutralen Are, jo folgt 
daher die Schubfraft länge einer Flächeneinheit in diefer Are: 





_2-A__P BZ) 
X, = bo &ı =, yhatBhat: ) = uw 


Damit fi) daher der Balfen längs der neutralen Are durch Abjchieben 
nicht trenne, ift X, — dem Feftigfeitsmodul X zu fegen, und damit er die- 
jelbe Sicherheit gegen diefes Abſchieben befige, wie gegen das Zerbrechen, ift 
nöthig, daß X, höchftens den Tragmodul 7 erreiche, daß alfo 
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T= Fu w(F2), oder P — ER fowie 
pP 
Do = Tw & (F'z) ſei. 


Uebrigens iſt Z(Fz) auch = Fısı = Fr s,, wenn F und Fy die 

N. Inhalte der zu beiden Seiten der neutralen Are liegenden Theile des ganzen 

Querſchnittes F—= Fi + Fr, und sı, 5, die Abftände der Schwerpunfte 
diefer Theile von der neutralen Are bezeichnen. 

Für einen Balfen mit rectangulärem Querſchnitte F=bh hat man 

bh ıh bb __ bR 


z<t)=Hha=z ıT. = 72° 


P=?,b)hTwb — h — / 


und I, — b, daher 





’ Th 
f 2 
Für einen Träger mit freisfürmigem Querſchnitte F— - ift, 


da der Schwerpunkt des Halbfreifes um 3 vom Mittelpunfte abfteht, 


zd? 2 d’3 
N. SF — Fi sı = — —d- —, f . 
(FW) ı Sı 5 3m 9 j5, ferner nad) $. 232, 
nd‘ 
WW — J und bo — d, daher 
dsꝰ 3n 
P= — — — 4* 
64..'/,d3 16 Tr und 





\/P pP 
I= VZ — v2. 
( 4 ST 1,303 T 


Ebenfo ift für einen Träger mit elliptiidem Querſchnitte F=zal, 








3 2 
da hier =, ns = 0a 
4 pP pP 
t — 3 — — — — 2 — ˖ 
iſt, P ‚zabT, oder b 577 0,4244 7 


Endlich hat man einen hohlen parallelepipediſchen Träger mit 
dem Querſchnitte FF — bh — bh, (Fig. 354, 8. 228) 


bh? — bi h? bh’ — b,h? 
F; 8, = — = — und b, — b — bi, daher 
P— 27, — b,) (bh? — bi h?) T 
\ bh? — din? 


Die Schubkraft X nimmt ab, je mehr die Fläche derfelben von ber neu- 
tralen Are abfteht, und geht zulegt am Umfang des Körpers in Null ber, 
wo der Abftand von der neutralen Are feinen größten Werth e erreicht hat. Die 
Größe der Schubfraft X in einem gegebenen Abftande OB — h, von der 
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neutralen Are des Körpers MN, Fig. 424, giebt die oben gefundene Formel 

__PZ(F:) 
bo W 


X ebenfalls an, wenn man ftatt Z(Fe) die Summen der 


Fig. 494. Producte Fi 2, Fa2:... für 
die auf der einen Seite von 
ABCD liegenden Flächen⸗ 
elemente Fi, Fy..., ſowie ſtatt 
bo die Breite db, der Fläche bei 
dem gegebenen Abftande 7, 
einfegt. Die Summe der 
Producte Fr Zus Farı Zarı 
auf der anderen Seite ijt 
übrigens gleich der Summe 
der Producte Fi 21, Fa 22..., 
weil die Producte derjenigen 
Tlächenthetle zur beiden Seiten 
der neutralen Are, welche bis 
zu + Ah, reichen, ſich gegenjeitig aufheben. 

3.2. für einen Träger mit rectangulärem Querſchnitte ift für die Mitten 


zwiſchen der neutralen Are und den Endflächen, alfo im Abjtande . bon der 





neutralen Xre: 
ZF)= Rs" Yabhr, 
daher die Schubfraft : 


P.?abh? _,, P 
an en 
'12 


während fie in der neutralen Are die Größe X, — 3. hat. 


Die Schubkraft in der Querschnittsfläche. So wie fid) die 
Drud- oder Zugfräfte der Endflächen eines Balfenelementee AB OD, Fig. 
424, das Gleichgewicht halten, ebenjo find die zwei Kräftepaare bildenden 
Schubkräfte deijelben mit einander im Gleichgewicht. Iſt nun & die Ränge 
AB, ſowie & die Höhe BC des Elementes, fo hat man die Schubfräfte 
lüngg AB und CD, EX und — EX, fowie da8 Moment des von biejen 
Kräften gebildeten Baares: EX.E—= EEX; und ebenjo die Schubkräfte 
lüngg BC und DA, EZ und — &Z, fowie da8 Moment des von demjelben 
Kräften gebildeten Baares — EZ.E — EEZ; und e8 ift folglid) zur Er, 
Baltung des Öleichgewichtes nöthig, dag EEX— 55 Z, d. i. daß X —Z je. 


L 


8. 2581 
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Es ift alſo auch die Formel X — te 2) 


Schubfraft Z längs der ganzen Querfhhnittsfläche anwendbar. Sie 
ift 3. 2. für einen Ballen mit rectangulärem Querſchnitte, bei einem Quer⸗ 


und ‚in einem folchen, 





auf die Beſtimmung der 


Ichnittselemente in der neutralen Are, — */; —, 
welches + 1/, h von der neutralen Are abfteht, — ?'; — u. ſ. w. 

Die Summe der Schubkräfte längs des ganzen Querſchnittes muß natür⸗ 
lich gleich fein der Kraft P, oder wenn mehrere Kräfte rechtwinkelig gegen 
die Balkenaxe wirken, gleich der Summe Z(P) diefer Kräfte. Dies läßt 
fi) auc wie folgt nachweifen. Theilt man den größten Abftand e ber 
Duerfchnittselemente von der neutralen Are in » gleiche Theile, jo kann 
man fi) den Onerfchnitt auf der entfprechenden Seite der neutralen Are 


. h . 1} ) 
aus den Streifen bi = b; —, —* u. ſ. w. beſtehend denken, welche in 


Hinſicht auf die neutrale Are die Momente 
h\2 h\2 RN? 
b, (#) ‚2b, (*) ‚3b; (—) u. ſ. w. 
2 
haben, deren Summe — (*) 1b +25» +3, +44, ++) if. 
In Hinfiht auf die Are, welche um 2 von der neutralen Are abfteht, ift 
diefe Summe der Momente von den Flächenelementen außerhalb diejer Are 
h\? 
— — 2%, +36, +4b4+--.). 
ferner in Hinficht auf die Are im Abftande 2 ift fie 
h\? 
—(*) (3 b; +4b, 4 ...) u. ſ. w., 


und daher iſt die Summe aller dieſer Summen, bis zum Abflande e 
gegangen: 


(pn +@ +9. +@+3+9)ı +1 


= (2) car.» +22.d+32.4+---+n2b,). 


Es folgt nun die Summe aller Schublräfte längs des Querſchnittes auf 
einer Seite der neutralen Are: 
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h h h 
R,= X bi A) (2) n(#)+-- 


Ph 
=, mal die zulegt gefundene Summe 


P (RN 12 3 3 ) 
772 7 (1 .bi +2 dd +3 .bz + .-+n?.b,). 
Aber es ift auch das Maß des Biegungsmomentes für diefe Duerfchnittshäffte: 


nen rn] 


-(# "12.6 + 22.6, 432.4, +... +n2.b,), 
daher folgt die gejuchte Schubfraft längs diejer Fläche: 





Ebenſo findet man auch fiir die Querjchnittshälfte auf der anderen Seite 
von der neutralen Are die Schubfraft 2, = 2, und es folgt fo ſchließ— 


PW; 
W 7 
lich die Schubkraft des ganzen Querſchnitts, 2 — —— 
weil das Biegungsmoment W des ganzen Querſchnittes gleich iſt ber 
Summe W, + WW; von den Biegungsmomenten Wı und W; ber beiden 
Theile bejlelben. 





Maximal- und Minimalspannungen. Aus den verſchiedenen $. 259% 
Spannungen in einem Duerfchnitte des gebogenen Körpers laſſen fich nun 
auch durch gewöhnliche Kraftzerlegung und -Zufammenfegung die Spannun- 
gen in jedem andern Schnitte defjelben beftimmen. Um die Spannungen 
eines Flächenelementes 40, Fig. 425, zu finden, deſſen Ebene um den ver- 

Fig. 425. änderlihen Winlel BAC — Y von ber 
Längenaxe des Körpers abweicht, zerlegen 
wir die Spannungen in den Projectionen 
AB und BC dieſes Flächenelementes in je 
zwei Geitenfräfte, wovon die eine in ber 
Ebene von AC und die andere rechtwinkelig 
gegen 40 wirft, und vereinigen dann bie 
Seitenfräfte in. A C zu einer einzigen Schub- 
fraft, ſowie die Seitenfräfte, welche recht- 
winkelig gegen 40 gerichtet find, zu einer 
einzigen Zuge oder Druckkraft. Bei der 
Breite Eins der Yläcenelemente AB, BC 
Weisbach's Lehrbud der Mechanik. L 91 
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und AC, ift die Schubfraft länge AB, = AB.X zu fegen, unb im bie 
Seitenfräfte AB.X cos. v und AB.X sin. zu zerlegen; und ebenfo 
die Schubkraft längs BC, = BC.Z= BC.X zu fegen, und im bie 
Seitenkräfte — 

— BC.Xsin.Y und BO. Xcos. zu zerlegen. 

Dagegen giebt die Zugkraft BC.Q —= BC- = ‚ welche rechtwinkelig 
gegen BC gerichtet ift, die Seitenfräfte 3 C. deo dv und BC.Qsin.Y, 
und es folgt num die ganze Schubfraft längs A C, bezogen auf die Einheit 
der Fläche: 

U—=(AB.X.cos.y + BC.Xsin.v + BO.Q cos. Y): AC, 
jo wie die Zugkraft ı rechtwinfelig gegen AC, pro Flächeneinheit: 
V—(AB.Xsin.y - PG. Xcos. + BC.Qsin.Y): AC. 
Nun iſt aber — cos. und = — sin. %, daher folgt auch 
U= x eos V) — X (sin. d)? + Qsin.Y cos. dv und 
V=2Xsin.Y cos. + Q (sin. %)2, oder, da 
(cos. ꝑ) — (sin. %)? = 008.2 % und 2sin. Y cos. sin. 2% ift, 


U=X.cos.2% + 1, Qsin.2Y —Xcos.2Y% +3 sin. 2 U, 
und 8 
V=Xsin.2% + Q (sin. Y)? = Xsin.2y + — (1— c0s.2%). 


Natitrlich geben die Spannungen der Flächen AD und CD, welche in 
Bereinigung mit den Flächen AB und BC das Körperelement ABCD 
völlig begrenzen, gleiche und entgegengefegte Schub- und Zugkräfte. Dagegen 
ift für ein folches Körperelement auf der Druckſeite von der neutralen Are, 
Q negativ, und daher 


U=Xcos.2%— 1; Qsin.2y= X 00.29: sin.2Y, und 


= Xsin.2y — %Q(l1— cos.2Yy)=Xsin.2Yv — 2 1008.29). 


Um nun diejenigen Werthe des Neigungswinkels 7) zu finden, bei welchem 
fowohl die Schubkraft U als auch die Normalfraft 9 zum Marimum oder 
Minimum wird, fegen wir flatt 2%, 2% + m, wo u einen ſehr Heinen 
Zuwachs von 2 % bezeichnet, und machen bann die Bedingung, daß daburd) 
der entfprechende Werth von U oder Y nicht geändert werde. Für 

U=Xc0s.2% + Us Qsin.2Y, erhält man fo einen zweiten Werth 

=Xc0.(2% +u)+ 1, Qsin(2% + u) 
= X (cos. 2 7) 008. u — sin. 2 Y sin. u) + Ya Q (sin. 2V cos. u 
+ 008.2 Y sin. w), oder, da cos.u — 1 gejegt werden Tann: 
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—= X .c08.2% + !/, Qsin. 2% — (X sin. 2 V — 1/, 0cos. 2%) sin.w 
wenn man nun U; = U jest, jo muß X sin. 2% — 1, Qcos.2Yy = 0 
und daher 





sin. 2y — 2 008 2Y%,d. 1: 
tan. 20 =; =; 82 — fein. 
Auch folgt hiernach 
sin.2y = — _ = — —, ſowie 
Vo +4X2 V(S2)+(2Xe) 


cos. 3 U — 2X — — 2J— 
WSygorem VoNrax 
und endlich der geſuchte Marimalwerth der Schubkraft U: 
_ 2X +'%0 Von, O8 ı x3 V 8£\? 
 yarızı — HR =Y\Z,) + F 
In der neutralen Are it Q==0, daher U. — X,, und tang. 2 y=0, 
d. 1. 2% — 0 und 180°, oder Y = 0 und 90°; für die entferntefte Faſer 
ift dagegen XXO, und ze, daher U, — 
alfo 2Yy = 90° und Y — 45 Grad. 
Bon der neutralen Are allmälig bis zur äußerften Yafer gegangen, ändern 
ſich folglich die Neigungswinkel für die Martmalfpannungen allmälig von 
0 und 90 Grad in ſolche von 45 Grad um, und geht die Maximalſpannung all» 


mälig aus X, in rn über. 


O 


8 
9=7 und tang.2Uy = w, 


Damit diefe Spannung nicht größer als die nach der Formel S — = 
zu berechnende und dem Tragmodul 7 gleichzufetende Arenſpannung 8 
ausfalle, muß folglich X, höchſtens — S, ober vielmehr 


P2Z (Fe) Pxe , Z(Fe) 
5, W << — mw’ ii. —— 


Sest man ebenfo n V= X sin.2Y% + S (1 — c08.2Y%),Y + u 


ſtatt X ein und nimmt aud) wieder cos. u — 1 an, fo erhält man: 


< ze fein. 





V, =X (sin. 2 U cos. u + 000.2 sing) + Lı — 008.2 % c08. U 


+ sin. 2 Y sin.u) = X sin.2%y + 20 — 008.2 %) 


+ (Xoos 2% + 2 sin. 2 v)sin.t 


3l* 
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und damit mın Y auf ein Marimum oder Minimum von 9 führe, muß 
V. P, alfo X cos.2 % +8 sin.29 — O, d. t: 





— 2X — Q 
sin. 2 — + Yarın und air, Tg fein. 
Das entjprechende Minimum von V ift 
2X? 


n=— verıeT “ — 6 * 


und dagegen das des Derimum. 
2X 5,8 _® _g Q 
yorım? J ⏑—— Veey+r 3) ra 


8 \/ 
=,.+ (=) + X, 


Es ift zu fordern, daß Va höchftens gleich dem Tragmodul 7’ gleich aljo 


88 V Se\? 
tr) +e<STe 


Sn der neutralen Are ift Q — 0, daher tang.2 y —= — mw, alfo 
2% —= 270°, und % — 135 ober 45 Grad, und 9, — — X, dagegen 
Ya = + Xo; in der entfernteften Safer ift dagegen X— 0, und QO—S, 
daher tang. 2% — 0, alſo 2% — 0 oder 180°, und dv — 0 oder 90°; 
und 9, — 0, dagegen Y„ — S. Bei den gewöhnlichen Balken oder Trä- 








gern wächlt alfo die Maximalſpannung V,, allmälig von X= en bis 

S= -- während man von der neutralen Are aus allmälig bi8 zur 
äußerften Faſer fortfchreitet. 

.. RE u bh? 

Tür einen parallelepipedifchen Balken ft Z(Fe) = —, W= — 

bo — b und e — 2 daher find die Grenzwerthe X, — De — und 


S= 


7 * ; allgemein iſt aber 
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its 2% + Pa) +) —— nd — 12 Pas 


7 dm dm 
—— @ (@) En 3. B. fürs ih, 


V„= Sur [x + Vaz2+ @/)2R?], und fir x — 0, 





_SP on 
nn el 


Iſt ein ſolcher Balfen AB, Fig. 426, an einem Ende B eingemauert, 
jo laſſen fich die Richtungen der größten und kleinſten Normalträfte 9, und 
Fig. 426. V, duch zwei Linienſyſten. darftellen, 
| welche die neutrale Are unter 45 Grab 
und die Endfafern fowie auch fich felbft 
unter 90 Grad fchneiden. Die Curven, 
welche unten concav find, entfprechen den 
Zug-, dagegen diejenigen, welche oben 
concad find, den Drudkräften Die 
fteileren Enden einer jeden Curve ent- 
fprehen den Minimal⸗, dagegen die 
flacheren Enden den Marimalkräften. An den Enden bei D und D, find 
diefe Spannkräfte zu Null geworden, wogegen fie an den Enden C und O, 
den allergrößten Werth haben. 

Einfluss der Schubfestigkeit auf die Tragkraft der Balken. 
Die Tragfähigkeit eines Balfens fordert nicht allein, daß die Spannung 
S— = inder äußerften Safer, jondern auch, daß die Schubfraft X, — z =D 
in der nentralen Are den Tragmodul 7’ nicht übertreffe. Welche Momente in den 
gewöhnlich vorkommenden Fällen ftatt Px in dem Ausdrude für S einzujegen 
find, ift im vorigen Capitel vielfad) gezeigt worden; es bleibt daher nur nod) 
anzugeben übrig, welche Kraftwerthe man in den gewöhnlich vorkommenden 
Fällen ftatt P im Ausdrude für X, einzuführen hat. 

Wenn der Balken an einem Ende feftgehalten und am anderen Ende von 
einer Kraft P ergriffen wird, fo findet P in der Formel X, —= 
feine unmittelbare Anwendung ; trägt aber der Ballen außerdem eine gleich⸗ 
mäßig vertheilte Laſt, welche pro Längeneinheit die Größe q hat, fo iſt in 
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biefem Ausdrude ftatt P, P + qx, und insbefondere P + gi einzufeßen, 
wenn es darauf anfommt, den größten Werth von X, zu beftimmen. Liegt 
dagegen der Ballen an beiden Enden frei auf, und trägt in den Abftänden 7, 
und , —= I — 1, von den Stützpunkten eine Laft P, fo ift für das eine 


Balfenftitdl 2p, und für das andere Ap ftatt P in die Formel für X, 
zu fegen, um die Schublraft in der neutralen Are zu finden. If dagegen 
diefer Balken mit g gleichmäßig belaftet, fo trägt jede Stitte a und es ift 
die Schubkraft P des ganzen Balfenquerfchnittes an einer Stelle, welche um 
x von einem Stüßpunfte abweicht, P = q (3 — ») Dieſelbe fällt in 


der Mitte, wo x —= h ift, Null aus, wird nad) dem Ende immer größer 
und größer, und it anden Stützpunkten, P— TC. 


Zrägt der an beiden Enden frei aufliegende Balken nur theilweife eine gleich- 
mäßig vertheilteXaft, welche den Theil c feiner Ränge einnimmt, während der zweite 
Theil J —c unbelaftet bleibt, fo gt der Stützpunkt des erften Theile von je 
ganzen Laft ge den Theil gc (1 — 5 und der des zweiten den Theil ST 
und e8 ift die verticale Schubkraft in dem Abftande x vom erften —8 


ec? 
ren) emule) 
Diefelbe hat fir == c, die Größe — 57 ‚ welche fie auch in den Abftänden 
2 > c behält, Bededt die Laſt gerade bie eine Balkenhälfte, ift alfo c— _, fo 


2 
bat man 
— „(3% _ _ I p_ _1 
P= (2 2), ale frr— 4, Pr = — U. 
Wenn endlich der Balken AB, Fig. 427, eine auf die ganze Ränge 1 bef- 
Fig. 497. jelben gleichmäßig vertheilte Laſt 


pl und eine auf die Länge A C 
— c gleichmäßig vertheilte Laft 
qc gleichzeitig trägt, jo find die 
Drüde in den Strepunten 


—4( 57 


_ ge? 
und R, = 5 12, un æ 
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folgt die verticale Schubkraft im Abftande AO — x vom Stügpunfte A: 


l e? 
P=-% +1(-%&)- — P+D8 
Diefelbe nimmt für ec den Werth p = — e) — an und fällt in 
Abftänden x > c, 


l c? 
St -Pl-9= + T + pw uns 


ge? 
2ı 


2 
Die verticale Schubfraft P = p (z — J — 2 in C if = Null 


für c? + 22m, d. i. 


(+ VO +2): 


St überhaupt an einer Stelle des Balkens die Schubkraft P=R— qx 
fo hat man das Biegungsmoment dafelbft: 
qa? qx (2R 


Daffelbe ift aber fur — 2* — , d. i. fur æ — 3 ein Marimum, wo— 


bei P= 0 ausfällt, es nimmt alſo das Biegungsmoment eines Trägers an 
derfelben Stelle den Marimalwerth an, wo die verticale Schubfraft — Null ift, 
und e8 giebt daher im vorſtehenden Valle c diejenige ge ber Belaftung qc an, 


bei weldher da8 Moment + a (e — — =)\e _ eroe zum 


gerne 


Marimum, und zwar — wird. 


Diefe Formeln finden ihre —* bei Brudenträgern, two dann ge 


die Größe der mobilen Laft bezeichnet. 
P2Z(Fe) . 
Die Schubfraft X, — SW ift befonder8 noch bei Köwern von 

0 . 


gleihem Widerftande zu berüdfichtigen, welche nad) dem Obigen ($. 253) 
ohne Rüdficht auf diefe Schubfraft an manchen Stellen einen unendlich Heinen 
Querſchnitt erhalten könnten. 3.3. bei dem parabolifchen Träger in Fig. 406, 


t Q=T = ®%. hr a und daher der nöthige Querſchnitt an jedem 





Ende: n = bo ho = y. 2 wo T’den Tragmoduldes Abſchiebens bezeichnet. 


Einfluss der Schub-Elasticität auf die Gestalt der elastischen $, 261 
Linie. Es ift num noch zu unterfuchen, welchen Einfluß die Schub⸗Elaſti⸗ 
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eität auf die elaftifche Linie oder die Geftalt der neutralen Are eines be- 
lafteten Balkens AB, Fig. 428, hat. Nach ber Formel P=ı FC, wo 
C den Modul der Schub-Elafticität und F den Ouerfchnitt des Balkens be⸗ 
zeichnet, ift die duch die Schubfraft hervorgebrachte Neigung des Balfens 

öig. 428. A,B, ı = u und daher bie entjprechende 


3 Senkung des Balfenendes A,, bei der Länge Au B 


7 0* I des Balkens: 
Kol PIZ (Fe) 
AA lo — — IS. 
0 d4i C dv, WG 
p Hierzu kommt nun noch die Senkung A, A —= as, 


welche aus der Biegung des Balkens hervorgeht, und welche nach $. 217 die Größe 
oz 5 hat; es iſt daher die ganze Senkung oder Durchbiegung des Bal⸗ 
kens: 
zn, ), 
w »Cc 3E 


3 
Für den parallelepipedifchen Balken ift u = b, Z (Fe) = u und 


bh? 
W= 75 daher 


= lt (0) ) 


oder E — 3 angenommen: 


C 
tr] 


3.2. fürl—= 10h, folgt a = 1,01125 - 


BC=-4,A=-ı = + = 


7 nn, wenn alfo der Bal- 
fen nur_10 mal fo lang als did ift, fo ift feine Senkung am bela- 
fteten Ede in Folge der Schubkraft im Vergleich zur Senkung durch die 
Biegung fo Klein, daß fie in gewöhnlichen Fällen außer Acht gelaſſen werden 
kann. 

Um die Elaftcitätsmobel eines Balfens AB zu ermitteln, belaftet man 
benfelben ein; Mal durch ein Fleineres Gewicht P im größeren Abftande 7, 
und ein andered Mal durch ein größeres Gewicht P, im Fleineren Abftande 
I, vom Stüspunfte B, und beobachtet die entſprechenden Bogenhöhen a und 
a der Känge 1 des Balkens. Es ift dann 

_ PIZ(Fo) , Pu 
wo '3w& 





und 
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e Be Dil Pi(t—h) 
Tu — 3WE 2WE 
Um C zu eliminiven, dividiren wir die erfte Gleichung durch P und die zweite 
dur) P, , und fubtrahiren dann beide Gleichungen von einander. Es folgt 
auf dieje — 





a 2 — 1; — ee — ) 
P _Pı WE 2 6/' 
und daher der nn der Zug- und Drudtraft: 
Ei= + (© — il N i 
(a P, Sa; a, P) Ww 3 2 6/ 


Mit Hülfe dieſes Ausdrudes und der Formel fiir a beftimmt fi nun der 
Elaftieitätsmodul der Schubfraft durch die Formel: 


PI 3Z(Fa)E 


Am — — — — — 


bb 3WEa— pie 


Drehungselasticität. Bei der Theorie der Drehung oder Torfion $. 262 
eines Körpers (f. 8. 202), können wir wieder den Fall, daß ein Körper 
HCDL, Fig. 429, an einem Ende feftgeflemmt ift, zu Grunde legen, 

Fig. 429. müſſen aber, um feine zuſam⸗ 
mengejeßte Formveränderung zu 
erhalten, annehmen, daß er am 
freien Ende von einem Kräfte 
paare (P, — P) ergriffen werde, 
defien Ebene AH B mit der 
Umdrehungsebene der Are CD 
zufammenfält. Denken wir 
uns den Körper wieder auß 
lauter Rängenfafern, wie 5.2. 
HK zujammengefegt, und neh: 
men wir an, daß in Folge der 
Torſion diefe Faſern eine ſchrau⸗ 
benförmige Lage annehmen, 
wobei z. B. HK in die Tage 
LK fommt, und die ganze Endflädhe eine Drehung um den Winfel ZCL 
— « erleidet. Wenn hierbei die Faſerſtücke HK, AK, u. |. m. 
von der Länge Eins und den Querſchnitten Fy, P, u. |. w., bie 
feitlihen Berfchiebungen H, Li = 9, H,L; — 6, u. |. w. erleiden, fo 
laſſen fich bei dem lafticitätsmobul C, die entjprechenden Schubkräfte 
Ss =6FR(C,& —=0%F,C u. ſ. w. fegen. Iſt nun nod der ent- 
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Iprechende Zorfionswintel HZ OL = OL, = 9, und find die Ent- 
fernungen diefer Fafern von der Are CD des Körpers, OH, = z, 
OR; —= z, fo ht un 5 — 92, % — PM..., daher die Kräfte 
S, =o CH, 21; Sa — 9 CR, Ey... und deren Momente 

Sı 21 =9CFe)}, S, 2 =9PCRe)... 

. Die ſämmtlichen Kräfte S,, 82... eines Querſchnittes A, OL, halten 
jedenfalls dem Kräftepaare (P, — P) das Gleichgewicht; ift folglich 
a der Hebeların A B dieſes Paares, alfo Pa da8 Moment deſſelben, fo 
bat man zu feßen: 

Pa — Ss +89 +: --=p9CFe!+pyChat--- 

=oC(F?+Fzs+---). 

. Bezeichnet man noch da8 geometrifche Maß FL e? + Fre} + - des 
Torfionsmomentes durch W, fo hat man folglich Pa=PCMW. 

Nun ift aber der Torfionswinkfel fiir die ganze Körperlänge OD = 1, 
e& — Pl; daher läßt fi) auch fegen: 
«a CW 


1) Pa= 7 





‚de Pal=«C0W, 


und der Torfionswinfel 


Pal 
) gg 
Man kann in Uebereinftimmung mit dem Yrüheren ($. 215), W C das 
Dredungsmoment, und folglich W das Maß des Drehungsmomen> 
tes nennen, und hiernach behaupten, daß das Kraftmoment Pa direct 
wie der Torſionswinkel und wie das Torſions- oder Drehungs- 
moment und umgefehrt wie die Länge des Körpers wächſt. 
Das Arbeitsguantum, welches die Torfion um den Winkel & erfordert, 
läßt fich, da der Weg der entjprechenden Kraft P, «a ift, 
nr. —_2W0_Pel 
2 21 °2WC 


fegen. Diefe Formeln gelten zunächſt nur für prismatifche Körper, bei 





ı, . . 
Körpern von anderen Formeln muß man ftatt 7 einen mittleren Werth in 


diefelben einfegen. 


Torsionsmomente. Das Map W = Fi 2? + Fy2} + --- des Dres 
hungsmomentes läßt fic nach einer in 8.225 entwidelten Kegel aus dem Maße 
bes Biegungsmomentes für denfelben Ouerfchnitt leicht ermitteln. Iſt nämlic) 
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Wı-da8 Biegungsmaß einer Fläche ABD, Fig. 430, in Hinficht auf eine Axe 

X X, und W, da8 Biegungsmaß in Hinficht auf eine Are X’ Y, welche winkelrecht 

Fig. 430. gegen die erfte fteht, jo hat man 

| das Maß des Drehungsmomentes 

in Hinficht auf den Durchſchnitt 
zwifchen beiden Aren: 

W= Wi + W;. 

Für eimen quadratifchen 
Schaft oder eine Welle mit qua- 
dratiſchem Duerfchnitte ABDE, 
dig. 431, ift, wenn d die Seite 

AB=-DE 
deſſelben bezeichnet, nach $. 226, 
da8 Maß des Biegungsmomentes 
in Hinſicht auf jede der Aren 
xXXwb YY: 





12 12’ 


und das Kraftmoment: 


@aWcC abtC a Cb4 
Pa = erg = 0,1667 -— 7» 


Für einen Schaft mit rectangulärem Querſchnitt (b AR) wäre dagegen 
2 2 2 
Da htm) 0,0833 ———— 


Fig. 431. pvp Fig. 432 _o 











P 
Für eine cylindriſche Welle mit Freisförmigem Querfchnitte AB, 
dig. 432, ift, wenn der Halbmeffer CA deſſelben — r mit, das Map 


des Biegungsmomentes in Hinficht auf eine Are X cs oder F (nad) 
$. 231): 
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4 

| n=Ww-T, 
daher das Maß des Drehungsmomentes in Hinficht auf den Arpunkt C: 

zrt 


W — 2 M == — 
Wirkt folglich das Umdrehungskräftepaar (P, — P) an einem Arme 
HK — a, oder jeder der beiden Componenten deſſelben an einem Arme 
CH:-=CK= Ts fo ift: 


' 4! 4 
Pa: tert _ 1,5708 dee 


Iſt die Welle hohl, und find ihre Halbmefler r, und r,, fo gilt natür⸗ 


lich die Formel: 
_eai —n)e none 
I 








( 
Pa— 5] — 1,5708 « 
In der Regel wird die Torfion einer Welle ABM, Fig. 432, durch zwei 
fid) da8 Gleichgewicht haltende Kräftepaare (P, — P), (Q, — Q) hervor- 
gebracht, und deshalb ift ftatt 7 nicht die ganze Ränge der Welle, fondern nur 
der Abftand CM zwischen den Ebenen, in welchen beide Paare wirken, in die 
Formel einzuführen; es kann Übrigens aber gleichgültig fein, ob man das 
Zorfionsmoment dem Momente des Kräftepaares (P, — P) oder dem Mo- 
mente des Kräftepaares (Q,— Q) gleichfegt. Bezeichnet man den Hebeların 
HK des Paares (P, — P) durd) a, und den Hebelarm N O des Paares 
(9, — Q) durd) db, fo hat man alſo 
Pa — db = = —* 





zu ſetzen. 

Die vorſtehende Theorie giebt uns bei Körpern, welche von ebenen Flächen 
begrenzt werden, von der Wahrheit etwas abweichende Torſionsmomente, weil 
bei ihrer Entwickelung vorausgeſetzt worden iſt, daß die Endflächen des Pris⸗ 
mas, welches eine Torſion erleidet, bei der Torſion eben bleiben, wogegen 
dieſelben in Wirklichkeit windſchief ausfallen. Nach den Unterſuchungen von 
Saint-Venant, Wertheim u. ſ. w. (ſiehe Comptes rendus des séances 
de l’acad&mie des sciences & Paris, T. 24 und T. 27, ſowie lIngénieur, 
Nro. 1 und 2, 1858, deutfch im Civilingenieur, 4. Bd., 1858) ift für einen 
quadratifhen Schaft: 
abtl _ abi C 

68. ı 
wobei b die Seitenlänge des quadratifchen Querſchnittes bezeichnet. 





Pa = 0,841 
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Bei Körpern, deren Querfchnittsdimenfionen ehr von einander abweichen, 
fallen die Abweichungen größer aus. 3. 2. für ein Parallelepiped, deſſen 
Höhe A von feiner Breite d vielfach, übertroffen wird, find die Abweichungen 
noch weit größer. 

Für einen prismatifchen Körper mit rectangulärem Querſchnitte von ber 
Breite b und Höhe A hat man 


bh hd _bAh(b? + M) 





v=-Ww+Wentrn- 12 ‚ daher 
__a@aWC _abh(? +’) C 
PS*. 
Wenn nun dieſe Formel fir A —= b, wo Pa = en ausfällt, ſchon 


einen Correctionscoeficienten erfordert, jo ift zu erwarten, daß dann, wenn 
h bedeutend von b abweicht, wo jedenfalls die Seitenflächen eine noch grö- 
Bere windfchiefe Verdrehung erleiden, diefelbe nicht mehr die erforderliche 
Genauigkeit gewährt. In der That findet man durd) die höhere Analyfis bei 
Berückſichtigung der windfchiefen Verdrehung: 
Pa— _* h®b3 © 
I: imt 

und es ift nach den neueren Verfuchen von Werthheim, der erforderliche 
Sorrectionseoefficient im Mittel = 0,903, alfo 





> ah®b3C ah?b2 C 
Pa = 0,903 3 + A) = 0,301 
zu ſetzen. 
Iſt d ſehr Hein gegen 7%, jo folgt dann 
3 
Pa = 0,301 RL. 


I 


0 
Giebt man den Torfionswinfel in Graden an, fest man alſo & — 55 
— 0,017453 a fo erhält man 


1) für prismatifche Balken oder Wellen mit Freisförmigem Duer- 


[hnitte vom Durchmeſſer d = 2r, | 

er 0— an dt C- anirt — 0% 7? ar 

32 180°.2 180° 32 
— ri art C —= 0,0982 @ dt C —= 0,02742 art C 
— 0,001714 a dt C, und 

2) fir prismatiiche Balken, Wellen oder Schäfte mit quadratifchem - 


Querſchnitte von der Seitenlänge db, ohne Nüdficht auf ben Correctiond« 
coefficienten : 





C 





Pal = 
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4 
W, — W. — —, 
daher da8 Maß des Drehungsmomentes in Hinficht auf den Arpunkt C: 


4 
v=-2W=-- 


Wirkt folglich da8 Umbdrehungsfräftepaar (P, — P) an einem Arme 
HK — a, oder jeder der beiden Componenten beffelben an einem Arme 
CH:=CK= Zi fo ift: 


4 (! 4 
Ppa— Hl — — C — 1,5708 end 


Iſt die Welle hohl, und find ihre Halbmefler r, und r,, fo gilt natitr- 
lich die Formel: 


Pı = 











eax(r — nr) C 
21 


In der Regel wird die Torfion einer Welle ABM, Fig. 432, durch zwei 
fid) das Gleichgewicht haltende Kräftepaare (P, — P), (Q, — Q) herbor- 
gebracht, und deshalb ift ftatt 7 nicht die ganze Ränge der Welle, fondern nur 
der Abftand CM zwifchen den Ebenen, in welchen beide Paare wirken, in die 
Formel einzuführen; e8 Tann Übrigens aber gleichgültig fein, ob man das 
Zorfiondmoment dem Momente des Kräftepaares (P, — P) oder dem Mo- 
mente des Kräftepaares (Q,— Q) gleichlegt. Bezeichnet man den Hebeların 
HK des Paares (P, — P) durd) a, und ben Hebelarm N O des Paares 
(8, — Q) durd) db, fo hat man alfo 


Pa —- Qb = 


4 _ pi 
— 1,5708 a md. 


a WC 
I 





zu jeßen. 

Die vorftehende Theorie giebt uns bei Körpern, welche von. ebenen Flächen 
begrenzt werden, von der Wahrheit etwas abweichende Torfionsmomente, weil 
bei ihrer Entwidelung vorausgefeßt worden ift, daß die Endflächen des Pris- 
mas, welches eine Zorfion erleidet, bei der Torſion eben bleiben, wogegen 
diefelben in Wirklichkeit windichief ausfallen. Nach den Unterfuchungen von 
Saint-Penant, Wertheim u. f. w. (fiehe Comptes rendus des s6ances 
de l’acad&ömie des sciences & Paris, T. 24 und T. 27, fowie PIngénieur, 
Nro. 1 und 2, 1858, deutſch im Civilingenieur, 4. Bd., 1858) ift für einen 
quadratifhen Schaft: 

40 10 
PA — 0841 ._ — 0,1409 2 
wobei b die Seitenlänge des quadratifchen Querſchnittes bezeichnet. 








ur! 
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Bei Körpern, deren Querfchnittsdimenfionen ehr von einander abweichen, 
fallen die Abweichungen größer aus. 3. B. für ein Parallelepiped, deſſen 
Höhe A von feiner Breite d vielfad, übertroffen wird, find die Abweichungen 
noch weit größer. 

Für einen prismatifchen Körper mit rectangulärem Querſchnitte von der 
Breite b und Höhe h hat man 


bh  hb dbh(b? + M) 





vemwtmen tin daher 
_aWC _abh(? +M)C 
Meng 
. ab? 
Wenn nun diefe Yormel für ah = b, wo Pa= ausfällt, ſchon 


einen Correctionscoefficienten erfordert, jo ift zu erwarten, daß dann, wenn 
h bedeutend von b abweicht, wo jedenfalls die Seitenflächen eine noch grö- 
Bere windjchiefe Verdrehung erleiden, diefelbe nicht mehr die erforderliche 
Genauigkeit gewährt. In der That findet man durch die höhere Analyfis bei 
Berückſichtigung der windfchiefen Verdrehung: 
Pa— — h?b® C 
ge rnm)v 

und es ift nach den neueren Verfuchen von Werthheim, ber erforderliche 
Sorrectionscoefficient im Mittel — 0,903, alfo 





> ah?b2 C a«h3b3 C 
zu jeßen. 
Iſt d fehr Hein gegen A, jo folgt dann 
3 
Pa = 0,301 u C. 
0 
Giebt man ben Torfionswinfel in Graden an, fest man alſo « — 55 


— 0,017453 «@ fo erhält man 


1) fiir prismatifche Balken oder Wellen mit Freisförmigem Duer- 
ſchnitte vom Durchmeſſer d = 2r, 


er a d* air! ı?rt 0, m? da 

Pıl = — — 
u ler Aue 77 Amt T[ärr 
— on art C = 0,0982 ad C = 0,02742 a rt C 


— 0,001714 a dt C, und 


2) für prismatifche Balken, Wellen oder Schäfte mit quadratifchem 
Querſchnitte von der Seitenlänge db, ohne Rüdfichf auf den Corrections⸗ 
coefficienten: 
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abtC aadtl 
Pal= r — 0,1667 ab! CO —= 10800 0,00291 ad bt C. 
Umgelehrt ift 
Pal Pal Pal 

a — .0,637 5 NE 775 75 —6 75 ſowie 

Pal Pal Pal 
1} — ⸗ — ü — —W—t ⸗⸗ — 

a — 86,4 ru 583 MO” 344 —— GC’ 


Die Werthe fir C find aus der Tabelle III. in $. 213 zu entnehmen. 
Hiernach iſt z. B.: 
1) Für Gußeiſen: C = 2’700000 Pfund, daher 
Pal = 74000 «a! rt —= 4630 a! dt — 7860 «bt und 
Ze! — goooaısıe ZE 
rt di 








e° — 0,000013480 


Pal 





— 0,00012740 


2) Für Schmiedeeifen: C — 8'600000 Pfund, daher 
Pal = 235800 «’ rt —= 14740 0° d* — 25000 «b* und 
Pal -Pal Pal 
-— >= 


7 = 0,0004 . 








3) Für Holz: C = 570000 Pfund, daher 
Pal — 15630 art = 977 «dt — 1654 «bt und 


a — 0,00000390 FR — 0,001023 £ * — 0,000604 et, 











Beifpiele. 1) Weldes Umdrehungsmoment kann ein quabratifcher Schaft aus 
Schmieveeifen von 10 Fuß Länge und 5 Zoll Stärke aufnehmen, ohne eine Torflon 
über 1/, Grad zu erleiten? Es ift nach diefer Tabelle: 


4 
Pa = 2500 .Y,- 5 5 = 2500. = 32550 gollpfund — 2713 Fußpfund. 


2) Welche Torfion erleidet eine hohle gußeiferne Welle von der Länge Z — 100 
Zoll und den Halbmeflern r, = 6 Zoll und r, — 4 Zoll, dur ein Kraftmoment 
Pa = 10000 Fußpfund? Es ift hier: 

Pa = 0 U m 
I 
folglich: 
Pal 10000 .12.100 
74000 (r — nn 74000 (6° £ 4°) (6° — 4°) 
12000 


— 74.52.90 = Er Grad — 9,35 Min. —=9 Min. 21 Ser. 


ao — 


$. 264 Drehungsfostigkeit. Iſt bei einem durch ein Kräftepaar (P, — P) 
verdrehten Prisma CKL, Fig. 433, die Schubfraft pro Flächneinheit Kin 
einem beftimmten Abftande e von der Are OD, — S, fo hat man bie 
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Schubkraft in einem anderen Abftande z,, * 8, fowie deren Moment 


2 
Big. 433. = { S, und bei dem Quer⸗ 
fchnitte F}, 
Aa S— — Ep 2), 


und ebenfo find die Momente 
der Schubkräfte für andere 
Duerfchnittselemente F,, F3..., 
welche um £,, £ .-. der 


Axe CD abftehen, — Sr 22, 





—* 23 u. ſ. w., und es folgt 


das ganze Drehungsmoment 
des Körpers: 


Pa -"R2 + ne} + m 4... 


8 
=,.(Fz + F3 2, 4 .. ), d t 


1) Pa= X, oder Pae = S W, ſowie 2-7. 

Führt man nun für S den Tragmodul T der Schubfeftigfeit und flr 
e den größten Abftand der Duerfchnittselemente von der neutralen Are ein, 
To erhält man in der Yormel 

2) Pae= TW eine Öleihung zur Beitimmung der Querſchnitts⸗ 
dimenfionen, bei welchen ber Körper nirgends bis über die Elaſticitätsgrenze 
hinaus gefpannt oder verjchoben wird. Und ebenfo erhält durch diefe Formel 
das Kraftmoment P, a, bei welchem der Körper abgewürgt wird, wenn man 
ftatt S den Feftigfeitsmodul X der Schubfraft einfeßt; es ift 


3) Rat. 


Für eine maffive cylindrifche Welle vom Durchmeſſer d = 2r ift 





W ar ar? 

= sure 7. daher 
8 

Dee UT BT wir 
2 16 
3 3 

Ds I eh a 0,1963 d> K. 


2 16 
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Iſt eine hohle cylindrifche Welle von den Durchmeflern d, — 2rı 
und d, — 2r,, wo 
wW_n (ri — rz) 

Fk Trans ift, hat man dagegen 


Bid, _ x (d; -H)n_ Fa+d)n T. 
271 16. d, 4.dı 


wobei F — um), den Duerjchnitt des Körpers bezeichnet. 


Für einen prismatifchen Körper mit quadratifhem Querſchnitte, 
deſſen Seitenlänge — b ift, hat man 


4 _ 
w= une — Di = bV'!r, daher 
3 3 
Y_ B_— __ und Pa— I _. 023578 T. 
e 6Vı, 3V2 * 


6 
Wenn man in der Grundformel Pa — 0CM aus 8. 262,9 — = 





—— 





einſetzt, wobei e die Entfernung der entfernteſten Faſer von der 


Umbrehungsare CD, fo wie ö den Winkel Z KL bezeichnet, um welchen 
diefe Safer bei der Torfion aus ihrer urfpränglichen Lage verrüdt wird, fo 
erhält man 
u Pae — 0C Wiang.d; nun ift aber aud) 
Pae — SW, baher folgt 
S = COtang. o, und es ergiebt ſich 


T 
T —= Ctang. 6, fowie tang.d — © 


wenn Ö den Verſchiebungswinkel bezeichnet, wobei die Spannung des 
Körperd die Grenze der Elafticität erreicht hat. 


Die mehanifche Arbeit, welche erfordert wird, um die Welle nach und 
nad) bi8 um den Winkel & zu verdrehen, ift nad) 8. 262, 





L= = 5 und läßt ſich daher, wenn man Pa — 2. einführt, auch 
5 W 
L= TG 5— — jegen, wobei natürlich S die Marimalfpannung bezeichnet. 


Dei der lcttegrene iſt S— ZT, und e8 folgt daher auch die Arbeit, 
welche aufzumenden ift, um den Körper biß zur Grenze der Elafticität zu 
Ipannen : 

7 wi 


1=7' 2e 
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Für einen prismatifchen Körper mit kreisrundem Querſchnitt iſt 
‚= en und e = r, daher: 
T azr:l T? 





1=30 73 ce” 
dagegen für einen ſolchen m madratiſchem Zuerſchnitte 
W= = und e? —= — , daher: 
72 bel * 72 
— S.. — —V. 
= 20 30 6C BF 6C v 
T: oCcT oT , 
s oo —o. _ 
Nun ift aber 36 2073 der ArbeitsSmodul A der 


Elafticitätsgrenze, daher hat man fir den Eylinder: = 1, AV, und 
für das Parallefepipeb: L=1, AV. 
Es ift alfo in beiden Fällen diefer Arbeitsaufwand nur dem Bolumen 
V des Körpers proportional (vergl. $. 206 und & 235). 
Jedenfalls läßt ſich auch die Arbeit zum Abdrehen oder Abwürgen 
—1,BV und 1/,BV ſetzen, wenn B den Arbeitsmodul des 
Abwürgens bezeichnet. 
Nimmt man mit Herrn General Morin für alle Stoffe 
I - — tang.6 = 0,000667, 
alfo den Berfehiebungsreinfe ö — 2 Min. 18 Sec. an, fo erhält man für 
Sußeifen: 
T = 200000 ..0,000667 — 134 Kilogr. — 1833 Pfund, 
daher bei Anwendung des franzöfifchen Maßes: 
Pa = 26,3 d® — 31,6 b? Kilogr.-Eentimeter, 
dagegen bei Anwendung des preuß. Maßes: 
Pa — 360 d? — 432 b3 Zollpfund. 
Unter derfelben Bedingung erhält man fir Schmiedeeijen: 
T — 630000. 0,000667 — 420 Kilogr. = 5746 Pfund; 
daher bei Anwendung des franzöfischen Maßes: 
Pa = 82,4 d3 — 99,2 b? Kilogr.-Centimeter, 
und bei Anwendung des preuß. Maßes: 
Pa = 1128 d3 — 1357 b? Zollpfund. 
Für Holz erhält man unter denſelben Bedingungen im Mittel: 
T —= 41650 ..0,000667 — 27,8 Kilogr. = 380 Pfund, 
daher bei Anwendung des franz. Maße: 
Pa = 5,46 d? —= 6,55 b? Kilogr. S entimeter, 
und beim Gebrauch des preuß. Maßes: 
Pa = 74,6d? — 89,6 b3 Zollpfund. 
Weisbach's Lehrbud der Mechanik. I. 32 
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Die Coefficienten dieſer Formeln gelten nur für ruhende Körper und ganz 
langſam und ſanft umlaufende Wellen; bei gewöhnlichen Wellen giebt man 
doppelte Sicherheit, nimmt alſo die Coefficienten nur halb ſo groß an; für 
ſchnell umlaufende Wellen nimmt man wohl vierfache, und bei ſehr raſchen 
und mit Stößen verbundenen Bewegungen iſt man ſogar genöthigt, eine acht⸗ 
mal größere Sicherheit zu geben. 

Beifpiele. 1) Die gußeiferne Welle einer Turbine übt am Umfange eines 
auf ihr figenden Zahnrades von 6 Zoll Halbmefler eine Kraft von 4000 Pfund 


aus, welche Dicke muß man berfelben geben? Es ift hier das Kraftmoment Pa 
— 4000.6 = 24000 3ollpfund, und folglich der Durchmefler der Welle, wenn 


wirPa= as fegen, 


8 — — — 
—E — — V%0, — 5,11 Zoll. 

Iſt der Abſtand des gedachten Zuhnravdes von dem Waflerrabe, 7 — 48 Zell, fe 
hat man nad) dem vorigen Paragraphen, den Torſionswinkel: 

0,00021610 - Sn = — 0,365° — 21,9 Minuten. 

2) Bei einer vierfantigen Welle aus Fichtenholzs wirft die Kraft P— 600 
Pfund an einem Hebelarme a — 15 Fuß — 180 Zoll, während die Laft Q an 
einem Hebelarme von 2 Fuß in einer nach der Arenrichtung gemeflenen Entfernung 
i = 6 Buß = 72 Zoll zieht, wie die ift vie Welle zu maden und wie groß iſt 
die Verdrehung derfelben ? 

Es ift, wenn man 4fache Sicherheit giebt, 


Pa = 600.180 = 108000 = 
daher die gefuchte Seite: 


2000 
b= 6 = 16,9 Zoll, 


und die Verbrehung: 


89,6 6* 
4 ’ 


108000 . 72 
o — 304. — — 31, Mi 
« = 0,000604 . a6: = 0,0576 Grad — 31/, Min. 


Biertes Capitel. 


Die Tragfraft langer Säulen oder die Feftigfeit des 
Zerknickens. 


8. 265 Tragkraft einer an einem Ende festgehaltenen Säule Wird 
ein prismatifcher Körper A B(I.), Fig. 434, an einem Ende B feftgehalten, undam 
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anderen Ende A von einer Kraft P ergriffen, welche in der Richtung der 
Längenare des Körpers wirkt, fo ftellen fich die Biegungsverhältnifie ganz 


Fig. 434. 
r 11 





anders heraus, als wenn diefe Kraft, wie wir im Obigen ($. 214 u. f. w.) 
gefunden haben, winkelrecht zu diefer Are wirft. Die neutrale Are 
AB(I.) nimmt in diefem alle eine andere Geftalt an, weil der Hebelarm 
der Kraft P nicht durch die Abſciſſe AM — x, fondern durd) die Ordinate 
MO — y gebildet wird, aljo da8 Moment M derfelben nit Pr, fondern 
Py ift. Man hat folglich Hier den Kriimmungshalbmefler OR — r, durch 
den Ausdrud 
_ WE 
=, 
zu beftimmen, während er nad) 8.215, für eine vechtwintelige Biegungstraft : 
r—= WE zu ſetzen ift 
Px j 
Im Befeftigungspuntte B geht y in die Bogenhöhe BC = a über, und 
ift der Kriimmungshalbmefler r — — am kleinſten, alfo die Krümmung 
jelbft am größten, wogegen im Angriffspunlte A, wo y — 0 ift, ber 
Krümmungshalbmeſſer unendlich groß, alſo die Krümmung Null ausfällt. 
Bezeichnet man das Bogenmaß des Krümmungswinkels O KO, vom Bo⸗ 


geneleniente OO, — 6, durch 6, fo hat man für daſſelbe r — Fund da⸗ 


hr Pyo — WEÖ; und iſt 40 der Neigungswinkel OO, N deſſelben 
gegen die Are AC, fo läßt fi das Ordinatenelement NO = v — 6ß, 
daher 
Pyv = WEBÖ, und ebenſo 
P2Z(yv) = WE2(PßÖd) jegen. 
52° 
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Um für den Bogen AO die Summe Z(yv) zu beftimmen, fee man 

für y nad) md nad) v, 2v, 3v... nv in derfelben ein. Es folgt dann 

n?v n?v? 

Z(yv)=v&(ly)=v(w +20 +3v +... +nvV)= u =-- 
derdenv—= MO—=Yyift, 

2 
Z(yv) = ce md PE(Fv) = 1, Pyr. 
Um ebenfo Z(P 5) zu finden, jegen wir fir 4 nach und nad) die Werthe 
BB+&.B+25...B+ nd, und vollziehen die Summation wie folgt: 


— +8 +00) 
—ö{mß+(+2434+.-+m)] 


n2Ö6 nö 
(np + )=nd(P+F). | 
Iſt der Neigungswinkel in A, = «, fo läßt fh auch Ptnö=au 
fegen, und es folgt: 


269=@ (+ FE) ne-M +) 


fowie 








WEZ(ß9)—= 1, WE(a? — ß?), und endlich) 
Py? = WE(a? — 2). 
Für den Endpunkt B ift y = a und 6 — 0, daher 
Pa? —= W Ea?, und 
P(a—y?) = WE n woraus der Tangentenwinkel 
P(a? — 


Aus P und dem Ordinatenelemente NO — v folgt das Abfcifienelement 


U WE ___’_\/WE 
N=:-= 3? V Pa vr > oder 
eV Ver— y3' 


Wenn man mit ber Snpoteufe CB — a des rechtwinkeligen Dreiedes 








Fig. 435. BCD, Fig. 435, deffen Katheten BD=y 
B und CD — Va? — y? find, den Bogen AB 
befchreibt, jo gilt fiir das Element BO — Y 
defielben die Proportion: | 
B0 __CB d. i v__4_ 
BN 0D' "vv YVa—y:' 





es folgt daher 
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UV 
Very a und 
P _»v.. 
& WE ſowie auch 


P 1 
Vz 26) * zo. 
Nun ift aber 2 (8), d.i. die Summe aller Elemente von der Abfciffe AM, 


— , und 3(Y), d. i. die Summe aller Elemente des Bogens AB, der 
Bogen AB felbft; daher hat man auch 
P __Bog.AB _ N‘ 
| = are, (sin. = 2) 
Es ift alfo die Abfciffe der elaftifchen Linie AB, in Fig. 434, IL, 


_\/WE /. _y 
2) = V D are (in =. 2); 
ſowie die Ordinate derjelben 


| pP 
3) y=asin. (eV -2 . 


St x = AB= AC=][, die Länge der Säule, fo hat man y — ber 
Durdbiegung BU = a, daher 


BON VERWERERAV ER 

u = ua sin. (VE), d. i. sın. (1 WE)” 1, 
P DE 

I \ wET7 und die Biegungsfraft 


gg \2 


Da diefe Formel die Bogenhöhe a nicht enthält, fo ift anzunehmen, daß 
die durch fie beftimmte Kraft P bei jeder Biegung den Körper im Gleid)- 
gewicht zu halten vermag. Dieſes eigenthümliche Berhältnig hat feinen 
Grund darin, daß mit der Zunahme der Biegung nicht allein ein Wachjen 
des MWiderftandes, fondern aud) ein Wachſen des Hebelarmes a und folglich 
auch des Kraftmomentes Pa verbunden ift. Hiernad) ift alfo aud) die Kraft 
zum Abbrechen oder Zerknicken: 


x \2 
P— () WE — 2,4674 





wonach 


WE 
12 





zu feßen. 


Anmerkung. Führt man in der Formel y=a sin. (2 __ P=(5) WE 
n g. 9 ) WE)" "\31 


ein, fo erhält man folgende Gleichung der elaftifchen Linie für viefen Fall ver 
Kraftwirkung: 


- fo erhält many —= 
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Sept man hierin — | 0 











Ö 0 |-. 

















Wenn man alfo die Säule von der einfachen Länge I beliebig verlängert, fo wird 
2 
fie von der Kraft P= (5) WE nad einer Rankenlinie ABA, B, Ag -., 


Fig. 486, gebogen, welche aus einer vielfachen Zufammenfegung eines und beffelben 

Bogens AB befteht, in den Abfländen A A,, AAg ... die 

Are A X durchſchneidet, und in den Abfländen AC; AC,, 

AC, ... die größten Abflände CB=-+a, C, Bi= a 
CB, =-+ ea... von derfelben hat. 


Fig. 436. 


Parallelepipedische und cylindrische Säu- 
len. Für eine parallelepipedifche Säule, wo b die 
größere und A N Heinere Querſchnittsdimenſion ift, hat 


man vw. —— X $. 226), daher iſt die Kraft zum 
Zerknicken berefßen: 
ıbR’E bhR’E 
P=( (= — 0,2066 ——- 


Es wächſt alfo bie Teftigfeit des Zerfnidens 
eine® Parallelepipedes direct wie die Breite b 
oder größere, und wie der Cubus (Ah?) der Dide 
oder Kleinere Querſchnittsdimenſion Ah, fowie 
umgelehrt wie das Quadrat (72) der Ränge dej- 








felben. 
Für eine cylindrifche Säule vom Halbmefjer r oder Durchmeſſer d ift 
4 4 
W= —- — er (f. $. 231), daher hat man hier 
a\! zri Br rE_ m d“E rıE 
F (7 al v 
— 0,1211 — 


Es wädhft alfo die (rüdwirkende) Feitigkeit des Zerknickens 
einer cylindrifhen Säule direct wie das Biquadrat ihres Durd)- 
meſſers, und umgefehrt wie das Quadrat ihrer Ränge. 

Für eine hohle Säule mit den Halbmeflern r und r,, ober den Durch⸗ 
meflern d und dı = ud hat man 
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P-Pe—-ME_m@—aE 





16 12 256 12 

® d! E . 
— — — "a —— — 4 

256 (1 — ut) — 0,1211 (1 w*) 


Wird die Säule ABA, Fig. 437, am unteren Ende A, nicht — 
ten, ſondern nur aufgeſtämmt, ſo biegt ſich ihre Axe nach einer ſymmetriſchen 
Curve, wovon jede Hälfte BA und BA, die Geſtalt ber Are einer an einem 
Ende feftgehaltenen Säule (Fig. 434) hat. Es findet deshalb auch hier die 


® D . I 
oben gefundene Formel ihre unmittelbare Anwendung, wenn man darin 3 


ftatt 7 einführt, wofern natürlich 7 die ganze Länge A A, der Säule bezeich- 
net. Es ift folglich hier die Tragkraft vier Mal ſo groß als im erſten Falle, 
und zwar 


| x: bh? n? d* 
?=(f) WE #ear® 
Diefer Tall der Biegung tritt vorzliglic ein, wenn, wie Fig. 437 1 und 
Gig. 437 Fig. 438. 





II. darftellt, die Säule an den Enden abgerundet oder um Bolzen drehbar 
if. In dem letzteren Zuftande der Biegung befindet fih z. B. die Rurbels- 
ftange einer Dampfmafchine u. |. w. 

Wird ferner eine Säule an beiden Enden feftgehalten, wie z.B. BAB,, 
Fig. 438 I. und II. darftellt, jo wird die Are derfelben nach einer Curve 
BACA, B,, ®ig. 438 IL, mit zwei Wendepunften A und Aı gebogen, 
worin die Biegung des erften oder Normalfalles vier Mal wiederholt ift. 


Sept man deshalb in ber Formel für den Normalfall a ſtatt 1, jo erhält 


504 Vierter Abſchnitt. Viertes Bapitel. [$. 266. 


man bie Tragkraft einer folchen an beiben Enden feftgehaltenen Säule, d. i. 
 (2n\° zn! bh ,__rn® d 
F= E WVE=z FE 

Verſuchen von Hodgkinſon zufolge iſt die Tragkraft der Säule in dieſem 
Falle nur zwölfmal fo groß als im Normalfalle (Fig. 434), während fie 
den letzten Formeln zufolge ſechszehnmal fo groß wäre. 

Diefer Fall der Biegung Yommt vorzüglich auch noch bei der Kolben 
ftange einer Dampfmafchine u. |. w. vor. 

Wenn endlich eine Säule ABC, Fig. 439, an einem Ende B feftgehal- 
ten und am Ende verhindert wird, auszugleiten, fo 
ift die Tragkraft P achtmal jo groß als im Normal 
falle, alſo 

2 2 
PB) WEGE San 

Die Kraft, welche nöthig ift, um eine Säule vom 
Duerjchnitte Fund dem Feftigfeitsmodul K zu 
zerdräicden, giebt nad) 8. 205 die einfache Formel 
P=FKan. 

Segt man diefe Kraft gleich der Kraft 


g\?2 
P—(&) wx 


; für das Zerfniden beim Normalfall, fo erhält man 
die Gleichung 


2 / 
— = (2) E, oe ı VE = = /E. 


Für eine colindrifhe Säule von der Dicke d, wo =: =; 6 in, folgt hier- 


nad) 
| ı a VE VE 
735 Er 0,3927 7 
Für Gußeiſen ift Z = 16'400000 und K — 100000 Pfund, daher 
vE — V14 — 12,8, und 2 — 


Für Schmiedeeiſen iſt dagegen E — — ** und K = 30000, 
daher 


Fig. 439. 





E 
Er 927 = 30,5 und — 


Endlich iſt fur Holz im Mittel 
E = 17600000 und X— 6500, daher 


© 
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E I 
VE = V246 = 15,7 m = 6 


| I 
Iſt die Säule an beiden Enden frei, fo fallen die Werthe von 7 doppelt 


fo groß aus, als im BVorftehenden gefunden worden ift. 

Bei diefen Rängenverhältniflen ift alfo, wenn man in beiden Fällen einerlei 
Sicherheitsmaß vorausfegt, die Tragkraft des Zerfnidens gleich der des 
Zerdrückens, und nur erft bei längeren Säulen wird ber Widerftand des 
Zerfnidens von dem des Zerdrlidens übertroffen, find alfo die Querſchnitts⸗ 
dimenfionen nad) den im Dbigen gefundenen Formeln für die Zerfnidungs- 
feftigfeit zu berechnen. 


Beifpiele. 1) Für eine 12 Fuß lange und 11 Zoll dide cylindriſche Säule 
aus Fichtenholz, welde an beiden Enden frei auffteht, ift bei 10facher Sicherheit, 
die Tragkraft . 

n® d“ E 11\t | 
P in A845 (23) . 160000 = 77520 .0,7061 = 54800 Pfund. 

2) Welche Stärke muß eine folde Säule aus Gußeifen erhalten, damit fie bei 

einer Länge von 20 Fuß eine Laft von 100 Geniner tragen könne? Hier ift, wenn 


man ftatt EZ, 2 — 1'610000 Pfund in Rechnung bringt, 





a — \/ _64 Pl _ __ 1640000. 240° - Ve 
— As. 1640000 31. 17640000 79,5 
240 
8.92 = 5,20 Zoll 
Nach der Zerbrüdungsformel ift 
4P 
‘= Var 
alfo, wenn man ftatt = — 10000 Pfund in Rechnung bringt, 
4. 10000 4 2 
ı= 2 = VE = 75 = 118 Bull 


Wäre die Länge der Säule noch nit 10.1,13 —= 11,8 Zoll, fo würde die er- 
forderlihe Stärke verfelben auch nur 1,13 Zoll betragen. 


Körper von gleicher Zerknickungsfestigkeit. Wenn eine Säule (8. 267) 
AB, Sig. 440 (a. f. ©.), welche an einem Ende B feftgehalten wird, fo 
geformt ift, daß fie in allen Querfchnitten eine und diefelbe Spannung erlei⸗ 
det, fo bildet fie einen Körper von gleihen Widerftande, wobei fie die 
möglich Heinfte Menge an Material in Anſpruch nimmt (f. $. 208 und 
8.253). Jedenfalls ift der Querfchnitt einer ſolchen Säule an der Befefti- 
gungsftelle B am größten und nimmt nach dem Ende A zu allmälig ab. 
Das Geſetz diefer Abnahme wird aus Folgendem hervorgehen. Bezeichnen 
wieber = und y die Koordinaten eines Punktes O in der Are der Säule, 
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ferner ſei @ der Zangentenwintel MA O ftr diefen Punkt, W das Maß bes 
Biegungsmomentes, e der Halbmeſſer OO, der Säule an dieler Stelle, 

Fig. 440, enblid) drüde S die conftante Spannung an dem 
äußerften Umfang A O, Bi, alſo auch im Punkte Oı 
de8 Duerfchnittes durch O aus, Es ift 


Mz _ = u (1. $. 235), und 


A 





(j. $. 218), daher folgt 
S-_ Es Otang.a 
— Tr 

Soy= — Eetang.«a Otanyg.e. 


Da man aber für einen kreisförmigen Querſchnitt = — Ehat (.8. 236), 
ſo folgt 


‚ oder da tuny.e — Hin, 





pn.t _4PyY Ta _ 
S — ** 7 7 ober 7 Ses — Py, daher 
3n S 3n 8 
— — B — M B 2 — 2? 
o0y= Se ) — 1 pB° 0 und Soy= 75 ⸗ de, 
ſo daß ihn num 
3n 8 
T PE 202 —= — tang.a Otang.  ergiebt. 
Durch Integration erhält man nun 
82 
nn BE 2? — Const. — tang.«, 


und daher, wern man den Duerfchnittshalbmefler in B, wo « — 0 ift, mit 
r bezeichnet, 
dm m (r? — 2?) = tang.«”, oder 


tang.a = s / 2&. vr; ’ 
S 2 





0 . 
Segt man nun lang. & = = — 2%; 2 


3rE 820% _— 
. — 2 — 2 d 
V:+ — V — a, un 
\V:=E 2202 V:zE uou 
0x = —_. —_ — — 7572 — — —, 
4P Vr: — 22 4P VI — u? 


—A 
wenn man — mit u bezeichnet. 
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Nun tft aber 





1— u — F u + —_ 
— — 1 — ur + — daher folgt 
uwou 
— — — — 
IE ve “4 (in Vı << 


ae 


— — IuV1— uw + Yyare. (sin. = u) 
(j. analyt. Hülfslehren, Art. 27 und 26). 
Hiernad) ergiebt n— 


2 ni) _ 2. 
= — P &[r urc. (sin. = 2) 2 Vr? | 
dr —= Lift z—= or, ber Halbmeffer des Duerjchnittes an der Bafig, 








wobei urc. (sin — - = are. (sin. — 1) =>, und 


e Vr? — 22 — 0, ausfällt. Daher folgt 





n , 3xzE Par 
l— 5 r V I6B und e8 ergiebt ſich die Tragkraft 


2 Iart (& 2 ri 
r=(5) 6 Fe 7# 


d. i. drei Viertel der Tragkraft einer cylindrifchen Säule vom Halbmeifer r 
(vergl. $. 265). Es iſt folglich der Baſishalbmeſſer der Säule von gleichem 


Widerftande — V 4, — 1,075mal fo groß als der Halbmeffer . einer lin 
drifchen Säule von gleicher Länge und gleicher Tragkraft. 

Bergleiht man die Abſciſſe x mit ber ganzen Säulenlänge 7, fo 
erhält man 


x 2 nl. _/E )?] m 
ı=73 [are (sin. = r) — Vi (#) =- mal 
Inhalt eines Kreisfegmentes vom Halbmeſſer — 1 und der Sehne — 2* 


Wenn man daher 7 24 als den Inhalt eines Kreisſegmentes anſieht, ſo 


kann man mittels dev Segmententafel (ſ. den Ingenieur, Seite 152) den ent⸗ 
Iprechenden Eentriwinfel ꝙ beftimmen, und hiernach den einer gegebenen 


Abſciſſe x entjprechenden Querſchnittshalbmeſſer == r sin. * berechnen. Z. B. 





8. 268 
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fr 2 = hl, in 7 == — 0,3183, wonach mittel8 der Segmenten- 


tafel, 9 — 93° —* la, und ſich der Querſchnittshalbmeſſer in der Mitte 
der Säule: 
& = r sin. 46° 50’ — 0,729 r ergiebt. 
Wegen der Drudfeftigteit ift der Halbmefler des Querſchnitts am Säulen- 


fopfe, ro = En zu machen; auch ift diefer Halbmeſſer nod) an den⸗ 
jenigen Stellen beizubehalten, wo bie Zerfnidungsformel noch kleinere Werthe 


für e giebt. 
Steht die Säule am Fuße wie Fig. 437 darſtellt, frei auf, ſo iſt natür⸗ 


lich dieſe Berechnung für eine Hälfte (- 3) derfelben durchzuführen. Der 


größte Duerfchnittshalbmefler 7 fällt dann in die Mitte und entjpricht der 
Formel P — 3, (Fr E 





Hodgkinson’s Versuche. — Die Berfuche, welche in neueren Zeiten 
Hodgfinfon über die (rückwirkende) Feftigkeit des Zerknickens angeftellt Hat 
(ſ. Barlow’8 Bericht in den Philosophical Transactions, 1840) beftätigen 
wenigftens eine angenäherte Nichtigkeit der im Vorſtehenden entwidelten 
Formeln. Nach diefem Erperimentator iſt die Formel 

3 dt E_ 2 btE 
?=(5  we= Fri 64 21 Er 
für prismatifche Säulen mit freisförmigen und quabdratifchen Querſchnitten, 
wenn man darin für Z einen befonderen Erfahrungswerth einjegt, für Holz 
unbedingt richtig, dagegen für Schmiedeeifen nur dann genligend, wenn man 
ftatt d*, die Potenz a’, und für Gußeifen ausreichend genau, wenn man 
ftatt d* und 12 die Potenzen dꝰ50 und 747 einführt. 

Die Hauptergebniffe der Hodgkinſon'ſchen Verſuche mit prismatifchen 
Säulen an freisförmigen und quadratiſchen Duerfchnitten enthält 
folgende Tabelle. Die in derfelben angegebenen Coefficienten beziehen fich 
auf den Fall, daß die Säulen an beiden Enden redhtwintelig gegen 
ihre Aren abgefchnitten find, und mit diefen Endflächen platt aufliegen. Bei 
abgerundeten Endflächen, wo fi Süäulenenden ungehindert neigen Fünnen, 
find diefe Coefficienten nahe drei Mal fo Hein ausgefallen. Wenn dagegen 
die Säule an einem Ende feftgehalten wird, und am anderen Ende drehbar 
ift, fo hat fich diefer Eoefficient Halb fo groß heransgeftellt als im erften 
Falle. Wenn endlich das eine Ende der Säule feftgehalten wird, und das 
anbere dreh» und verfchiebbar ift, jo beträgt die Tragkraft ein Zehntel von 
der im erften Yalle, wo beide Enden feftgehalten werden. 
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Zabelle 
der Kräfte zum Bertuiden langer Säulen. 








Kraft zu zum ın Zerfniden. 


der nn 
lu In engl. J franz. Maße 
prismatiſchen Säulen (Tonnen) | (Kilogramm) In Neupfund. 








Gußeiſerne Säulen mit freisför- d8.55 d8,55 de.ss 








migen Querfnittin . . . . . 44,16 77 10900 ir 94700 iv7 
Prmigen Duerfänitin “| 19970 | 401057 | 2840077 
a ai | 10007 | 2407 | 280707 
a Sntnauemetmen | zae | uage | 1000de 


Sn der Columne für das englifche Maß find d und b in Bollen, 2 in 
Fußenind P in Tonnen zu je 20.112 — 2240 engl. Pfund; in der fiir 
das franzöfifche Maß find dagegen d und b in Centimetern, 7 in Decimetern 
und P in Kilogramm, und in der legten Columne hat man d und b in 
Zollen, J in Fußen und P in Neupfunden zu geben. 

Noh Hat Hodgkinfon gefunden, daß gußeiferne Säulen eher zerdrückt 
als zerfnidt werden, bei abgerundeten Enden, wenn 2 < 15d, und bei 
flachen Enden, wenn J < 30d tft. Auch fol das trodene Holz doppelt jo 
viel Tragkraft befigen als das friſch gefällte. 

In Fälen der Anwendung diefer Formeln bei Berechnung der Tragkraft 
von Säulen, giebt man 4= bis 12fache Sicherheit, nimmt alſo die Coeffi⸗ 
cienten diefer Formeln 4 bis 12 Mal Heiner an. 

Bei fechsfacher Sicherheit ift Hiernach für gußeiferne Säulen, wenn 
d und ! in Zollen gegeben wird, 


94700 12147 d2.55 947 d3.55 d?.55 
P—= >mmwT 68,3 ir = 10800 —— ir Sentner, 


und d — 0,0731 (PT1.7)0.2317 Zoll zu ſetzen. 
Für Schmiedeeiferne Säulen hat man bei derjelben Sicherheit 
= 68300 Centner, und 
d — 0,0435 Siy ‚2317 Zoll, 
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Fir Säulen aus Eichenholz, bei zehnfacher Sicherheit ift ferner 
2 
P = 3394 (?) F= 339, 57625 Eentner, und 


b = 0,131 (PT?)", fowie d — 0,115 (P12)% Zoll. 
Endlich ift für Säulen aus Fichtenhelz— 
P— 2425 —æ — Centner, und 
b — 0,1425 (Pl2)", fowie d — 0,125 (P12)% Zoll. 


Beifpiel. Für eine cylindrifhe Säule aus Fichtenholz, von 11 Zoll Stärke 
und 12.12 — 144 Zoll Fänge, welche an beiden Enden feftgehalten wird, ift die 


Tragkraft P = 411700. (I 121) — 290700 Pfund. Wenn die Enden einer fol: 


-chen Säule frei drehbar find, fo ift dagegen die Traglraft PR = %P = 96900 
Pfund, während nach ber theoretiichen Formel, P, — 54800 fund ift (f. Beis 
fpiel 1 zu ©. 266). 


“8. 269 Einfachere Bestimmung der Tragkraft der Säulen. Die vor- 
ftehenden Formeln für das Biegen und Zerfniden der Säulen find unter 
der Vorausſetzung entwidelt worden, daß die Kraft P genau int Endpunfte 
A ber Rängenare der Säule angreift; da aber diefer Yorderung in der Praris 
nie genau Genüge gefchehen Tann, und dieſes centrifche Augreifen auth auf- 
hört, fowie die Biegung des Körpers eintritt, fo ift e8 rathſam, bei Beſtim⸗ 
mung ber Tragkraft einer Säule gleid) von vornherein mit auf den ercen- 
trifchen Angriff Rüdficht zu nehmen. 

Setzen wir bei diefer Beitimmung voraus, daß der Angriffspunft D der 
Kraft P, um DA = c von dem Ende A der Are der Säule AB, Fig. 
441, abftehe, und nehmen wir an, daß die Durchbiegung BC — a ber 

Fig. 441. Säule klein fei gegen c. Dann können wir bie bon der 
Säulenare gebildete elaftifche Linie als einen Kreis vom 


2 
Halbmefler r = er anjehen. Nun ift aber 


P(a+c)r = WE, daher folgt 
P(a+ ol? =2WEo, jowie 
a—= _ tie _ und 
2WE — Pi 
alte 2WEc 
2WE — Pı: 

Bezeichnet nun F den Querſchnitt der Säule, und e 
die halbe Dicke derfelben, gemeflen in der Ebene ABD, 
fo ift die durch den Drud P hervorgebradhte gleichmaßige Spannung in 
jedem Querſchnitte der Säule: 





In} 
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81 — 
und die durch das Kraftmoment P(a + c) hervorgebrachte Spannung, am 
äußern Umfang derjelben: 
_P(a+0e _ 2PEce 
= T=gWwE_ pe 
und es folgt daher die Maximalſpannung der Säule: 


pP 2PEce pP 2EFCce 
Seesen tgwE—_ pn” 50— #5 WE PR) 
Sest man nun S — dem Tragmobul 7, jo folgt 
2EFce 
Pt + zn pm) = FR we 


P(@WE— PR +2EFce) = (2 WE— PWFT. 


Iſt nun PI? gegen (W + Fce) E Hein, fo läßt ſich fegen 
2WEFT FT 





F= 2E(WL Fee) -FTT —— FT, oder 
W 2WE 
FT 
P= — —7 , wenn 9 und. % befondere Erfahrungszahlen bezeichnen. 
Pp+% 7, 


Der Civilingenieur Love (f. Mémoire sur la Resistance du fer et de 
la fonte etc., Paris 1852) folgert aus den Verſuchen von Hodgkinfon 
die Wertbe $ = 0,45 und J — 0,00337; es ift alfo hiernach: 

P=ıFT= — — 
145 + 0,00337 (=) 
woraus fich dann folgende Tabelle fiir den Coefficienten 


= —ñ 7 berechnen läßt. 
1,45 + 0,00337 (2) 





x = \0,559]0,357|0,223| 0,146 | 0,101 |0,0735 [0,0556 


























0,0435 or | 0,0285 


Diefe Werthe für x find alfo mit dem oben ($. 211 und 212) angege- 
benen Tragmodul T des Zerdrückens zu multipliciven, um bei einem geges 
benen Längenverhältniffe die Tragmodel langer Säulen zu beftimmen. 
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Der General Morin theilt nad) Rondelet folgende Tabelle mit, welche 
jedoch fir Säulen von mittlerer Länge zu große Werthe fiir x giebt. 





Beiſ piele. 1) Welche Laſt kann eine Säule aus Fichtenholz tragen, deren 
Länge 15 Fuß und Stärfe 12 Zoll beträgt? Für eine kurze Säule wäre nad 
Tabelle auf Seite 370, der Tragmodul 7’ — 2500 Pfund, da aber hier das Ver: 


haltniß ver Länge zur Stärke, 5 = 1%, if, fo hat man: 


1 1 
x = 145 7 0,0087 . 183 = 2908 — 88: 
daher den Tragmobul nur 7 = 0,453.2500 — 1132 Pfund und endlich bie 
gefuchte Tragkraft: 
2 
P= 1132 7 — 1132.0,7854.144 = 128000 Pfund zu ſetzen. 

Der Sicherheit wegen ift jedoch nur ein Drittel viefes Werthes als Belaftung 
anzunehmen, alfo 
__ 128000 


* 3 


=— 42700 Pfund 


zu fegen. 

2) Wie ftarf ift eine frei aufftehenve hohle cylindriſche Säule aus Gußeifen zu 
machen, welche bei einer Ränge Z von 25 Zuß eine Laſt P = 100000 Pfund zu 
tragen vermag ? 

Nehmen wir an, daß der Durchmefler d, der Höhlung gleich drei Fünftel des 
äußeren Durchmeſſers (d) der Säule fei, fo koͤnnen wir in ber theoretifchen 
Formel: 


8 

P=4.5EG 266) ftatt , 
a— di a 

= T l= TE 1 — (GL = 0,0544 dt feßen, fo daß nun 
ı/ ap 

= Yon Niet 


Segen wir in biefem Ausbrude P = 100000, I? = (25.12)? — 90000, 
n3 — 31, und ſtatt E nur 

E __ 13680000 _ „, 

no 7 1’368000 Pfund 


ein, fo erhalten wir die gefuchte äußere Stärke ver Säule: 
*/ 400000 ..90 */ 1000000 
ı= \ 0,054%.81.1968 — Y isaga.zg — 11,17 Zoll, 
Nehmen wir d = 11,25 Zoll an, fo erhalten wir d, — 0,6.11,25 = 6,75 
Zoll. 
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Unfere letzte Formel giebt, wenn wir 
ı-B_» 
a ı7 
annehmen, den gefuchten Querſchnitt der Säule: 
I\®:] P 3,556 . 100000 355 600 
F= [1,45 + 0,0397 (5) ] Fu = 
und ſetzen wir nun noch nad 6. 212, 


7 — 120 _ 6000 Bfund, 





3 
fo erhalten wir 
355 600 . 
F= 00 7 59,3 und hiernach, da auch 


8 
F=-7@-9=[1- 3 ne = 0,16 nd: 
ift, die geſuchte äußere Stärke der Säule: 


| /F 593 _ 
d= 0,16% = 0,16 = 10,86 Zoll. 


Nimmt man d = 11 Zoll an, fo erhält man: 
di =0,6d = 06.11 = 6,6 Zoll. 


Fünftes Kapitel 
Die zufammengefegte Claftiettät und Feftigfeit. 


Zusammengesetzte Festigkeit. Nicht jelten wird ein Körper von 8. 270 
zwei Kräften, z. B. von einer Zug- und einer Biegungskraft u. |. w. zugleich 
ergriffen, wodurd er natlirlich auch zweierlei Sormveränderungen, 3. B. eine 
Ausdehnung und eine Biegung, zugleich erleidet. Wir haben die Kraft, mit 
welcher der Körper dieſer zweifachen Geftaltsveränderung widerſteht, die 
zufammengejegte Elafticität und Feſtigkeit genannt, und werden in 
der Folge die vorzüglichften Fälle diefer Art näher unterfuchen. 

Streng genommen hatten wir e8 ſchon in dem bei der Biegung eines 
Körper8 AK B 0,%ig. 442 (a. f. S.), zu Örunde gelegten Falle ($. 214) mit der 
zufammengefegten Veftigfeit zu thun, da fich eine am Ende A diefes Körpers 
angreifende Kraft AP —= P auf ein Kräftepaar (P, — P) und auf eine 
Kraft SP — P zurüdführen läßt, wovon das erftere, welches wir zeither 
nur in Betracht gezogen haben, da8 Körperftüd A S biegt, und die andere 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik L 33 
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ein Abreißen dieſes Stückes von dem Übrigen Theile SB zu bewirken fucht. 
Die legtere Kraft befteht wieder aus zwei Seitenfräften: 


Fig. 412. Pı —= P cos. x 
p und 
P, —= Psin.a 


(8. 215), wovon bie 
eine winkelrecht ges 
gen die Yajern und 
die andere im der 
Arenrichtung der Fa⸗ 
2 N BR: fern wirft. Die letz⸗ 
I me N —— tere vereinigt ſich 
AK ' | \ | mit den Spannun- 
Na, *. \ | gen der Fafern in 
\ S Pr, Folge der Biegung, 
| vergrößert folglich 
| die Ausdehnungen 
p auf der Zugfeite der 
| neutralen Are und 
vermindert dagegen 
die Zuſammendrü⸗ 
dungen auf der 
Druckſeite. Die Grö⸗ 
ße der Ausdehnung, 

welche jede Faſer 

RS—= KN 
\ u. f. w. von der Länge 
M — Eins durd) die 
Zugfraft P sin. a 





erleidet, ift (nad) 8. 204) 


Psin.a 
61 — FE . 


wenn F den Querjchnitt NO des Körpers bezeichnet. Ziehen wir in die— 
jem Abftande mit der Linie N, OL, Big. 443, welche die Enden der durd) 
die Biegung ausgedehnten Fafern KN,, RSı, LO, beftimmt, eine Paral- 
lele N, O,, fo deutet diefelbe die Begrenzung der beiden Tängenveränderun- 
gen unterworfenen Fafern an, und fchneidet die urfprüngliche Begrenzung in 
einem Punkte S,, welcher dem Ende der unausgedehnten Faſer entſpricht, 
und folglich die neue oder wahre Tage der neutralen Are angiebt. Der 
Abftand S Sg = e, diefer neutralen Are von der urfprünglichen neutralen 
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Are, welche nur dem Biegungsmomente entſpricht, beſtimmt ſich durch die 

Proportion: 

Fig. 443. 8 88 8V N u; e 6 
8 SS NM N 


monad) alfo e, = - 6, folgt. 


Nun ift aber noch = — ($. 235) 


daher ergiebt ſich einfach: 
_Priin.a 
FE 

Um diefe Größe (eı) ift auch ber 
Krümmungshalbmeffer r, der auf 
diefe Weife fchärfer beftimmten neu⸗ 
tralen Axe größer als der Krümmungshalbmeſſer der ſeither in Betracht ge- 
zogenen neutralen Are; es ift alfo: 


n=erta=rü+s=erlıı 


Anlangend den Winkel «, um welchen der veränderliche —** M Oı 
ober Na O, von der Richtung der Kraft P abweicht, jo iſt dieſer auch gleich 
dem (in $. 216) beſtimmten Zangentenwinfel &; es iſt alſo wegen der ge⸗ 
wihnlichen Kleinheit dieſes Winkels: 





Psin. 2). 





P@—o) 
2WE 


zu fegen, und da nın r = en ($. 215) ift, fo folgt: 


2 — x 
2% 
PB — 2) 

2FER 
Hiernach fällt alfo 3. B. im Anfangspunfte B, wo 2 =! ift,e —= 0 


sin.a—=u = 


2 
rsin.ca=re— ‚ und daher: 





eG = 


2 
aus, und am Endpunkte A, wo 2 — 0 iſt, ei = ei — ©; dagegen ft 


Ö 
ı _ 72 
frac = A ‚a =e; es fällt folglich die neutrale Are in B 
mit der erften zufammen, entfernt fid), von B nad) A fortichreitend, immer 
mehr und mehr von berfelben, erreicht fpäter die concave Seite des Körpers, 
und ift. endlich, wenn man fie auch außerhalb des Körpers Tortjegen an⸗ 
nimmt, am Ende A unendlich von dieſer Are entfernt. 
33” 
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Da die größte Ansdehnung in Folge der Biegung, 


„Per 

_ WE 
und die in Folge der Zugkraft Psin.«, 
6. — P Sin. 

— FE 


iſt, ſo folgt die Geſammtdehnung: 
NN —=NN + NN = 





P [ex sin. & 
z\i#t ze). 


und wenn biefelbe die Elaſticitätsgrenze 5 erreicht, fo können wir 
ex sin. 
Pt )=T 
und daher die Tragkraft 
P— WwT WwT 





Nee. 


eu + = sine ex + SEE 


Bei den mäßigen Biegungen, welchen bie Balken gewöhnlich, ausgeſetzt find, 
ift diefer Werth ein Minimum für x — 1, und zwar, wie wir fchon oben 
gefunden haben: 


Anmerkung. Wird der Ballen, wie z. B. 
AA,B, #ig. 4441. II. und IIL, von zwei 
Kräften ergriffen, fo fommen zwei- und nad) 
Befinden dreifache Verrüdungen der neutralen 
Are aus dem Schwerpunkte vor. Wirken die 
beiden Kräfte P und P, in berfelben Richtung, 
wie Fig. 444, J., fpeciell vor Augen führt, fo 
ift diefe Berrüdung auf der einen Seite vom 
Querſchnitt A, durd die Formel 

e.— Pr sin. 

1 FE ) | 
und dagegen die auf ver anderen Seite durch 
die Formel 





(P-+ P,) rsin.«a 
a= 7 FE 


beftimmt. An der Aufhängeftele A, ändert 
fih diefe Berrüdung 


AV, = = —— in 


AV, ⸗e * (EI), 


um, wenn man von der einen Seite auf die 
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andere bergen, wogegen im feſten Punkte B, wo « — 0 iſt, wieder ex = Null 
ausfällt. 
Benn bie beiven Kräfte einander enigegengefept wirken, und hierbei das Moment 
pP 1° A, B — P 1 
der negativen Kraft groͤßer iſt als das Moment 
P.AB=P(,+D 
der pofltiven Kraft, wobei der Balken zwei entgegengefeßte Biegungen annimmt, 
welche in einem Wendepunkte F’ an einander anftoßen, fo befteht bie neutrale Are 
aus drei biscontinuirlichen Zweigen U V,, Y, W, und W,B (wie Fig. 444, II.), 
wovon die beiven leßteren bie Normale durch den Wendepunkt F zu Aſymptoten 


haben; denn es ift Hier r = w und folglich aud 
__Prsin.a _ 
A=TOF7E—T 
Sind zwar die Kräfte einander enigegengefest, ift aber P + 4) > P,l,, wie 
#ig. 444, IH. vor Augen führt, fo ift einerfeits von A, bie Verrückung ber neu- 
tralen Are | 
Prsin.« 
AN =a= pp 
und anbererfeits 
ZN Em Bygeine 
und es bilden daher die beiden Zweige UV, und 9, B ver neutralen Are im 
Querſchnitte durch A, einen Sprung von ber Größe 


vy,= —— Er —. 

Excentrischer Zug und Druck. Wenn ein Ballen ober eine Säule $. 271 
A B, %ig. 445 und Fig. 446, von einer Zug- ober Drudfraft ergriffen wird, 
welche zwar parallel zur Are diefes Körpers, nicht aber in dieſer Are felbft wirkt, 
jo wird ebenfalls die zufammengefegte Elafticität und Feſtigkeit in Anfpruch ge⸗ 
nommen. Dieje excentrifche Kraft P läßt fich, wie bekannt, in eine Axenkraft P, 

Fig. 446. Big. 446. und in ein Kräftepaar (P, — P) 

zerlegen, deſſen Armlänge c der 

Abſtand CA des Angriffs- 
punktes CO der Kraft P von 
ber Are des Körpers, und 
deſſen Moment folglich — Pc 
zu jegen iſt. Die refulticende 
Arenkraft AP — P ſpannt 
alle Faſern mit der conftanten 


\ Kraft 5, = = , wenn F’ den 
Tan oh Ei eh Querſchnitt Körpers be⸗ 
u) a zeichnet; das Kräftepaar hin 
gegen biegt den Körper nad) 
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einem Halbmefler, welcher fi; aus der befannten Örundformel Prr— WE 
($. 215) beftimmt, wenn man darin flir das Kraftmoment Px das Moment 
Pc des Paares einführt. Es ift folglich r — IE, conftant bei conftan- 
tem W oder Duerfchnitt F, und daher die von der neutralen Are des Körpers 
gebildete Curve ein Kreisbogen. 

Sit wieder e der größte Abftand der Faſern von der durch den Quer- 
fchnitt des Körpers gehenden neutralen Are, fo hat man die Marimalipan- 
nung, welche durch das Kräftepaar hervorgebracht wird: 

Ss — Pce 
3 — Ww ’ 





daher die Gefammtjpannung: 
= +, =&4+ 2°, 


und folglich, wenn man diefelbe dem Tragmodul T gleichjegt, aljo einen bis 
zur Elaſticicutagrena der äußerſten Faſern gehenden Zug annimmt: 





1— = + = — (1 + Ze)R. P 
Es iſt alſo hen, die Tragkraft der Säule: 
= — 
14 


3. B. für einen rectangulären Ouerfänitt mit den Dimenftonen b 
und h: “ 





P= a, 
147 
und für einen freisrunden Duerfchnitt mit dem Halbmefler r: 
P— F - 
1+— 


Es läßt ſich hiernach ermeſſen, daß durch den ercentrifchen Angriff einer 
Zug- oder Drudfraft die Yeftigkeit des Körpers weit mehr in Anſpruch ge- 
nommen wird als durch eine gleiche Kraft in der Are des Körpers. 

Wird die Biegung der Säule durch eine Stüße zur Seite verhindert, wie 
3. B. BAC, Fig. 447, darftellt, fo bleibt natiklih P = FT. 

Wirkt die Kraft am Umfange einer parallelepipedifchen Säule AB, 


ig. 448, und zwar im Abjtande ce — > von det Are, fo hat man: 
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FT 





ed ift alfo dann die Tragkraft nur ein Viertel von der Tragkraft beim cen- 
trifchen Angriff (Fig. 449). 

Big. 447. Fig. 448. Fig. 4. Fur eine cylindriſche Säule 

a, mit einer am Umfang angreifen- 
den Kraft ift c = r, und daher: 

FT . 

P=- 17” I,FT, 
d. i. ein Fünftel von der Trag- 
kraft, welche ihren Angriffspunft 
in ber Are des Körpers hat. 

Diefe Formeln laſſen fid) aud) 
auf das Zerreißen, Zerdrücken 
und Abbrechen der Körper an⸗ 
wenden; es ift jedoch dann nöthig 
für jede Art der Zertheilung einen 
befonderen TeftigfeitScoefficienten ' 











— F 
— 1 Fce 
K'WwE 


zu fegen, wobei X, den Feftigfeitöcoefficienten fiir das Zerreißen (oder Zer⸗ 
drüden) und A, den für da8 Zerbrechen bezeichnet. 


Schiefe Zug- und Druckkraft. Die Theorie der zujammengefegten 8. 272 
Elofticität und Feftigkeit fommt vorzüglicd) and) dann zur Anwendung, wenn 
eine Kraft P unter einem ſchiefen Winkel RAP —.Ö gegen die Are 
eines Balfens A B, Fig. 450 wirft. Bon den beiden Componenten R== Pcos.Ö 
Fig. 450. und N = Psin.ö wirft der eine zies 
bend und der andere biegend auf den 
Körper, und es vereinigt ſich auch hier 
die durch die erftere Seitenkraft bewirkte 
Spannung über den ganzen Quer⸗ 
ſchnitt F': 





P cos. Ö 
5 = F . 
mit der durch das Moment Plsin.ö des zweiten Componenten bewirkten 


Spannung: 





Psin.6.le 
S = — y — 
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der äußerften Fafern, jo daß ſich auch wieder 
Pcos.ö6 Plesin.Ö 
T=-S=-9 +9 = * 4, 


oder vereinfacht, 





c08. 6 lesin. 6 





T=P\— + fegen Täßt. 
Hiernach iſt das gefuchte Tragvermögen: 
T 
p= 


Fle . ,' 
cos.6 + sin. Öö 
und umgelehrt, der entfprechende Querſchnitt: 


P Fle 
F— T (000.6 4 ww sın. 8), 


oder wenn man für die Biegung einen anderen Tragmodul 7, einführt als 
für den einfachen Zug (D): 
c08. o File . 
2 p — 4— WT, sin.d). 
Für einen parallelepipediſchen Balken iſt 








= 2 ‚ und folglid): 
c08. 6 6l 
F=Pp(® + u mß), 
und für einen cylindrifchen Balken hat man 
Fe 4 
ww 7 Jaber: 
cos. Ö Al: 25:22 
F=P(T . 8). 


Diefelben Formeln gelten auch für den in Sig. 451 abgebildeten Yall, 
wo ber erfte Component R durd) Drud auf den Balken wirkt. Iſt hier 
wieder 6 der Winkel PAR, um welden die Kraft P von der Ballenare 

Fig. 451. AB abweidht, fo behalten die Sei- 
tenkräfte die Werthe: 
MIRUNT R — Pcos.6 und 
N = Psin.. 
Um die Tragkraft des Balkens zu 
2 finden, hat man natürlich hier die 
li Spannung burd R: 
8. — P cos. 6 
— — 





mit der größten Spannung 
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Plesin.ö 
= 
durch Biegung zu vereinigen, und daher in der oben gefundenen Yormel: 
T—p en Hr oder 


F=7 





für T nicht den Tragmobut des — ſondern den des Zerdrückens zu 
ſubſtituiren. 

In jedem der im Vorſtehenden behandelten Fälle wird natürlich die 
neutrale Faſernſchicht aus dem Schwerpunkte verrüct, und zwar um bie 
Größe: 

ai S, W cotg. 6 





a = nn — 
5° Fex 
3. B. für den paraleleipebifchen Ballen um 
n cotg. o 


1 — 567 
Uebrigens iſt leicht zu ermeſſen, daß aus der Vereinigung der durch die 
Biegung bewirkten größten Ausdehnung und Compreſſion mit der über den 
ganzen Querſchnitt des Körpers gleichmäßig verbreiteten Ausdehnung oder 
Compreſſion der Fafern, die Ausdehnung oder Compreſſion 
+, Eh 2 (m cos.6 , lesin.Ö 


— 





hervorgeht. 
Durch Einführung der Tragmodeln erhalten wir, wenn wir noch der 


Sicherheit wegen, bei Holz und Gußeiſen nur rn in Rechnung bringen, 


1) für Holz in beiden Fällen: 
p— ___T50F _ 750 F 


08.6 + = sin.d cos. ↄ + = sin. 6 
2) für Gußeifen, im erften Falle (fig. 450): 
p_— ___3500 F 3500 F 
— 61 — 41 
cos. + T sind  c08.6 + — sin. 6 
und in dem zweiten Falle (Fig. 451): 
9000 F 9000 F 
P —— Te _— ö—TTAßST 
cos. o + u. sin.d cos.d-+ — sin. o 


- 
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8. 273 Der im BVorftehenden behandelte Fall kommt in vielen Fällen der Anwen⸗ 
dung vor. Hängt z. B. ein Gewicht P an einer gegen den Horizont geneig- 
ten Säule AB, Fig. 452, fo ift, wenn deren Are um den Winkel PAR— 6 
von der Berticalen abweicht, die Zugkraft R— Pos. d, und die Biegungs- 


fraft N = Psin.d, und daher . 
re} 
c08.d + sin ö 
zu feßen. 
dig. 452. Fig. 453. 





Wenn, wie Fig. 453 vor Augen führt, bei der fchiefen Wirkung der 
Kraft P auch noch der Angriffspunft C derfelben excentrifch Tiegt, fo muß 
man zur Beurtheilung der Tragkraft defjelben diefen Angriffspunft erft nach 
D in die Verlängerung ber Are AB des Balkens legen, aljo ftatt der Ränge 


BA=Lbieünde BD=-BA+AD=! + 55 in Rechnung 


bringen, wobei vorausgeſetzt wird, daß der Horizontalabſtand CA durd) c 
und die Abweichung CD A der Balfenare von der PVerticalen durch 6 
bezeichnet wird. 

Ebenſo ift für die fchiefe Sänle A B, Fig. 454, wenn diefelbe um den 
Winkel 6 von der Verticalen abweicht, die mit Sicherheit zu tragende Laft: 

FT FT 

“m 61 = 41 
08.0 + TE sin.d  cos.d + u sin. Ö 
worin für 7 der Modul für die Compreffion einzujegen ift, während in den 
erften Fällen der für die Ausdehnung zu nehmen war. 

Wenn ein belafteter Balken AA, Fig. 455, nicht frei aufliegt, fondern 
zwifchen zwei Wänden eingezwängt ift, fo kommt ebenfalls eine Kraftzerle- 


gung vor, aus welcher eine Compreffion und eine Biegung defjelben hervorgeht. 
Weichen die Endflächen A, A diefes Balfens um den Winkel 6 von dem 
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Duerjchnitt deffelben ab, und wirkt die Laſt P in der Mitte B des Balkens, 
fo reagiren die Seitenwände mit zwei Kräften Q und Q auf die Enden des 


Big. 454. Fig. 4155. 





Balkens, welche unter dem Winkel d gegen den Horizont geneigt find und 
eine Mittelfvaft CP — — P geben, wodurch die Kraft P aufgehoben wird, 
Es iſt hiernad): 

P=20c0o.SCP = 20Qsin.d, 
folglich umgekehrt: 


En 
Ferner refultirt aus der Reaction S die Axen⸗ oder Drudtraft: 
P cos. 6 
R= 0cos.ö = a 1/a Pcotg.d, 


und die Normal» oder Biegungsfraft: 
N=0sind = 2, 
und es ift folglich: 





1 
T-S=S$ +4, 
d. i.: 
— Pcotu. _ Ple 
— 8F 4 W’ 
und daher die Tragkraft: 
2FT 
— sa, Be 
cotg.d + Ya w 
zu jeßen. 


Derſelbe Tal tritt auch ein, wenn ein geneigt Tiegender Stempel AB, 
Fig. 456 (a. f. ©.), eine Über ihm aufgeſchüttete Laſt Q trägt. Nur ift 
bier Q erft in eine Normalkraft Q, vechtwinfelig zur Are des Stempels und 
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in eine Seitenfraft N, rechtwinkelig gegen die Seitenwand (in der bergmän- 
niſchen Sprache: da8 Liegende) zu zerlegen. Sehen wir der Sicherheit wegen 
Fig. 456. von der Reibung ber Ioderen 
Maſſe (Gefteinsftüde) auf dem 
Liegenden ab; bezeichnen bie Ab- 
. weichung der Endfläche des Stem- 
pel8 von dem Querſchnitte deſſel⸗ 
ben durch) o, und die Neigung des 
Fiegenden BC gegen ben Hort 
zont durch P, fo erhalten wir: 
Q = Qsin.P und 
2FT 


— o 4. ZZ L 
(. $. 240), und TER 
2FT 
Fle\ . 
(cot. ö+Y, Er) sin.ß 


Beifpiele. 1) Welche Duerdimenflonen muß man einem fhiefliegenden Bal- 
ten AB, Fig. 452, aus Fichtenholz geben, welcher eine Länge von 9 Fuß, eine 
Neigung von 60 Grab gegen den Horizont hat und am Ende A eine Laſt P— 6000 
Pfund trägt? Die Formel 


P= 





FT 
cos.d + Feind 
giebt, wenn man P — 600, T — 750 Pfund, d = 900 — 60° = 30°, 


i=9.12 = 108 Soll einführt, und ei — 5/, annimmt: 





F=bh= m = MD re (cos 30° + SI sin. 800), bi: 
n=112. (0,866 + re) = 970 + an 


Es ift annähernd: 


h = V 3629 — 15,37, 
hiernach fchärfer: 

h = V 3629 + 9,70. 16,37 = V 3778 — 15,6 Soll 
und folglich 

b=%,h= 111 Zoll. ' 

2) In welcher Entfernung von einander find die 12 Zoll flarfen Tragftempel 
ADB eines fogenannten Förftenbaues ABC, Fig. 456, zu legen, wenn berfelbe 
4 Fuß weit ift und fih 60 Fuß hoch auf einem 70 Grad fallenden Gange in vie 
Höhe zieht, und vorausgefeht wird, daß das Gewicht eines Cubikfußes Berge 
(Gefteinsftüden) 65 Pfund beträgt? Wird die gefuchte Entfernung mit x bezeich- 
net, fo hat man das auf je einem Stempel ruhende Gewicht: 
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Q = 4.60.6552 = 15600, 
und folglih den Drud auf den Stempel: 

Q, = Q5in.70% = 15600 x sin. 70° = 15600 . 0,9397 x = 14659 x Pfr. 
Sind die Endflaͤchen A A eines Stempels unter einem Winkel von d — 20 Grab 
abgefchrägt, jo hat man: 


14659 2 — 2FT _ _2.113,1.750 __ 169650 


7727 ’ 
eotg. 20° + - 2 97a + e 10,747 


und daher: 
169650 
= 10,747 .14658 = 1,077 Fuß = 12,9 Soll; 
alfo der nöthige Zwifchenraum zwifchen je zwei Stempeln: 
2 — d=09 ll 
Biegung der gespannten Balken. Die normale Tragkraft P ($. 274) 
eines Balfens AB, Fig. 457, wird nur bei einem funzen Balken und durd) Hinzu- 
tritt einer Heinen Arentraft Q vermindert; wenn hingegen die Länge des 
Balkens und die Zugkraft eine gewiſſe Grenze überfchreiten, fo wirft die letztere durch 
Fig. 457. ihr Moment dem Momente 
der Normalkraft in dem 
Maße entgegen, daß dadurch 
87, die Biegung des Körpers 
f herabgezogen und das Trag⸗ 
vermögen des Balfens ver⸗ 
— größert wird. 
Setzen wir wieder die 
Coordinaten der von der 
neutralen Are "des Balkens gebildeten elaſtiſchen Linie ASB, Fig. 457, 
AK=zund KS=y, ſo haben wir das Moment der Kräfte in Hin⸗ 
ficht auf einen Punkt S in diefer Are: 
Pz — Q% 
und können daher (nach $. 215) 
(Px—- Q)r= WE 






ſetzen. 
Fuhren wir wieder 


ein, wo « den Tangentenwinkel STK bedeutet, und bezeichnen wir noch, zur 
77 durd) p, fowie VE durch q, fo erhalten wir die Gleichung: 


0% (Px — an 08 __ 
r WE 
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Seten wir nın 


2% 
Dy=BE_ meinem 


Fig. 458, worit m und n noch zu 
beftimmende Conftanten und 
& die Grundzahl der natür⸗ 
lichen Logarithmen (f. ana⸗ 
Iyt. Hülfslehren, Art. 19) 
bezeichnen, fo erhalten wir: 
— 2 

2) « — dan 
— (me — ne) gq, 
und da nun das Differenzial des letzten Ausdrudes, nämlid): 





0a = — (mr nee) g?or, 
durch Subftitution der Sleihung 1) wieder auf die obige Grundformel: 
?x 
02a = (v — =) 20x —- (px — d?y) dx 


führt, fo ift auch hiermit die Richtigkeit des Ausdruckes unter 1) für y 
dargethan. 
Da für —=0 ud y— 0 ift, fo erhalten wir durch Subſtitution 

diefer Werthe in 1) folgende Gleichung: 

0=0 — (me! + ne) d. i. 

mt-n=0, 
und da für — 1, « — 0 ift, fo ergiebt fich durch Subftitution diefer 
Werthe in 2) die Gleichung: 


p? 
0=— — (m— nd) g, 


ober, wenn man aus ber vorigen Gleichung n = — m einfeßt: 
met EN), 

jo daß ſich nun: 
m — — NT p" 


DaF 
beftimmt, und das Kraftmoment: 
Px — Qy= Qm (e® — €) 


_? EEE — E77 
=: (5 Tr ) ausfällt. 


Jedenfalls ift das ehtere ein Maximum für den feften Punkt 2 des 
Körpers, welder ſich durch = AC—=Iumd y= BC — a beftimmt, 
und Zwar: 
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a — 
Pi-0J424 = (rn Fra)" 
Iſt die Axenkraft gl ein hhte Bruch, hat man es alfo mit einem kurzen 
Balken und mit einer kleinen Arenfraft Q zu thun, jo läßt fich 


2 313 
e-ı+a+ ++... 


ſowie 

272 373 
are I ..., 
und hiernach das Kraftmoment: 


PI(1 + !/og?l? , 
PI- 00. an Pl 4 EA — hg) 
9 Q: 
— — ] 2729 — — — — 
— PI( Aa) = Pi (1 a7, 
ſetzen. 
Iſt dagegen die Axenkraft Q fo groß, daß q! mindeftend die Zahl 2 
erreicht, jo läßt fich 


gegen &7 vernachläffigen, daher: 


Fr er Be 1 
fegen, fo daß dann einfach dus Kraftmoment: 
pP WE 
Pl— a—=——- — P — 
— q Q 


ausfällt. 


Tragkraft eines gespannten Balkens. Wit Hülfe des im vor» ($. 275) 
ftehenden Paragraphen gefundenen Momentes ber äußeren Kräfte Pund Q 
läßt fi) nun die Tragkraft des Balkens auf dem in dem Obigen mehrfach 
betretenen Wege wie folgt beftimmen. 

Die Kraft Q zieht den Körper in feiner Arenrichtung mit der Kraft 
Q 


Sı = — 


F 
pr. Flächeneinheit, und durch da8 Moment PI — Qa beider Kräfte P umd 
Q erleidet die Safer im größten Abftande e, von der neutralen Are die 
Spannung 


_ (Pl— Qa)e 
Sa ⸗ —— 
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und es ift folglich die ganze pm 


s — 814 5. — ‚@l —en?. 
Wenn diefelbe bie —— aaa fo ift natitrlih ST, daher. 
or Q , Pi— Qua) 
— Qa)e 
T= F + 7 ſetzen. 


Uebrigens iſt auch noch dann, wenn ber Tragmodul 7, der Druckelaſticität 
von dem Tragmodul 7 der Zugelaſticität abweicht, | 
— 2 (Pl— Qa)e 
h=- pr W 
zu fegen, wobei aber e den größten Abftand der zufammengedrüdten Faſern 
von der neutralen Are bezeichnen In beiden Fällen hat man ſtatt 





er — 
Pl— 9 = — — 
einzuführen, ſo daß ſich nun hie gefuchte — aft entweder: 
pf{+ 5) ( ı_ * 7 q 
= —— — gl ’ 
oder: 
&7 E77 ' 
P= 7 —— =) (1 ı+ 8 Fr WIE ergiebt. 


Da für eine feine Spanntraft Q: 


_ 9 _ LE 
PI—Qa=Pl (1 En 


gefetst werden kann, jo hat man hier, wenn man nur die Ausdehnung in Be- 





— —— 7 -=(i 65 
P= —— @) ri or It zwe)\! 77 
3WE 
Ohne die Spannung Q wäre die Tragkraft 
wT 
A= le ’ 





e8 ift daher das Verhältniß: 
| — en) ( 8 
P, = (1 * 57 Fr): 
und hiernad) leicht zu ermeflen, daß diefelbe durch Q entweder vermindert oder 
d. i. je nach⸗ 





35 Q | gu 
vergrößert wird, je nachdem FT größer oder Kleiner als - WE 


3W T, 
dem Fr größer oder kleiner als 7 iſt. 
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Für eine große Spannkraft, wo fi 


PI—- Q9a — eye 


fegen läßt, hat man dagegen die Tragkraft: 


2 (4) VE 


Vor 


Diefer Ausdrud wird mit VO — = zum Marimum, und zivar, wie 


fich durch einfaches Differenztiren und —* des erhaltenen Differenzial⸗ 
quotienten leicht ergiebt, für 





T 
= — 
Es ift die Größe diejes Drorimanertes 
FWTT 
— ?2/ —_.— 
s 3E e’ 


und das Verhältniß defielben zur Tragkraft P, des ungefpannten Balkens: 
FT _ ,,\/sF 

— ot, IV —- 

3WE l 3W 

Yür einen parallelepipedifchen Ballen von ber Breite b und der Höhe A 


ht mn Fr =bh W= = und e = 1yyh, daher: 


pP 
— — 2 
Rh 


T 1 
5,750 
und daher 
pP ı I 
—=' —— .— — 0,0544 — 
Pı 600 h 0 h’ 
z. B. fir 2 — 30, P= 1,32 Pı; 


e8 trägt alfo dann der-Balfen faft um zwei Drittel mehr, als wenn er 
nicht gefpannt ift. 

Für — or — 184 ft PR — P, und für Werthe bon 2 
welche Heiner al8 18,4 find, fällt jogar Pi Heiner als P aus, wird aljo bie 
Tragkraft P des Balkens durd) die Spannung — vermindert. 
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und es ift folglich bie ganze Spannung 
_ _0Q (Pl— Qa)e 


Wenn dieſelbe die Elaſticitätsgrenze erreicht, fo iſt natürlich ST, daher. 


vu Q ,„ (PI— Qu) 
— Qua) e 
T= F + my ſetzen. 
Uebrigens iſt auch noch dann, wenn der Tragmodul T, der Druckelaſticität 
von dem Tragmodul 7’ der Zugelaſticität abweicht, 
— 2 (PlL— Qa)e 

n=- pt W 
zu fegen, wobei aber e den größten Abftanb der zuſammengedrückten Faſern 
vor ber neutralen Are bexeichnen In beiden Fällen hat man ſtatt 








— TV 
Pl— 9 = Lem 
einzuführen, fo daß ſich num bie geſuchte Tra Fa entweder: 
pl ae 87 ) (1 - We 
P= —— — gl ’ 
oder: 
P= tn) ( 14 Fr uns ergiebt. 


Da für eine kleine Spannkraft * 
_0— _ LE 
Pl Qa=Pi ( 1 WE 
gejetst werden kann, jo hat man hier, wenn man nur die Ausdehnung in Be⸗ 


1 (le 








Ql 
(1 = 5wn/ 
Ohne die Spannung Q wäre die Tragkraft: 
_ WW 
1 — le ’ 


es iſt daher das Verhältniß: 


— ) 
lt 1-77) 
und hiernadh leicht zu ermeflen, daß diefelbe durch’ Q entweder vermindert oder 


— wird, je nachdem 7 * ne oder Feiner als er 5 d. 1. je nach⸗ 


dem W scher oder kleiner als — — if 
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Für eine große Spannkraft, wo fi 


PL— Qa = pre 


fegen läßt, hat man dagegen die Tragfraft: 


P— (1 - 5) vr: 


ve 


Diefer Ausdrud wird mit Vo gg zum Dearimum, und zwar, wie 


fich durch) einfaches Differenziiren und Bullen des erhaltenen Differenzials 
quotienten leicht ergiebt, für 


FT 
= * 
Es iſt die Größe dieſes Drorimatieries 
FWTT 
— 2/ oo — 
P 3E ee’ 





und das Verhältnig defielben zur Tragkraft P, des ungefpannten Balfens: 


2 VE VE 
— — 9 
PL fa! 3WwWE al 


Für einen parallelepipedifchen Balken von der Breite b und der Höhe A 
hat man F=bh, W= > und e = 1/,h, daher: 





_uys_. Ay 
pP, 
Veſteht biefer Halten aus Holz, M 
„-_ E_ı 
—  E 600’ 
und daher: _ 
P_, Vı l I 
D, /s 00 BA 5 
z. B. fir - = = 30, P= 1,632 Pi 


e8 trägt * dann der Balken faſt um zwei Drittel mehr, als wenn er 
nicht geſpannt iſt. 

Für - = rn — 184 it P. — P, uns für Werthe von Lu 
welche Heiner als 18,4 find, fällt ſogar Pi Heiner als P aus, wird aljo die 
Tragkraft P des Balkens durd) die Spannung — vermindert. 
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$. 276 Torsion in Verbindung mit Zug- oder Druckkraft. Wird 
eine Säule AB, ig. 459, von einer Arenfraft Q und einem Umdre— 
bungsfräftepaare (P, — P) zugleich ergriffen, fo findet eine Zufammen- 
fegung von Zorfiond- und Zug- oder Drud-Elafticität ftatt, deren Refultat 


ſich wie folgt beurtheilen läpt. Iſt S, — x die von der Kraft Q hervor- 


gebrachte Arenfpannung pro Einheit der Duerfchnittsfläche, und S, — = 


die dem Torſionsmomente entjprechende Spannung pro Wlächeneinheit, im 


Fiq. 460, 





Abftande e von der Längenare des Körpers, jo können wir anneh- 
men, daß ein parallelepipebijches Körperelement ABCOD, Fig. 460, von 


den Normalträften AB.Sı und — CD.Sı auf AB und CD, fowie von 
dem Kräftepaare (AB. Sg, — CD: S,) längs AB und CD, und von 
dem Gegenfräftepaare (BU.Z, — AD.Z) länge BC und AD ergriffen 
wird. Wenn nun die Diagonalebene AC den Winkel Y mit der Are des 
Körpers oder der Richtung der Kraft S, einfchließt, fo find die Componen= 
ten der Kräfte S,, 82 und Z auf der einen Seite von A C, 
AB.S, sin. V, AB.S, cos. und BC.Z sin. vd, 

und es folgt daher die ganze Normalfraft auf AC: 

AC.S—=AB. 5, sin.y + AB.S, cos. y + BU.Z sin. v, 
ober da das Moment von (BC.Z, — AD.Z) gleid, ift dem Momente 
von (AB. S, — CD.8). d. i.: 

AB.BC.Z=BC.AB.S, alo Z= $, ift, 

7TG: 8 — AB.S, sin. ꝓp 4 (AB cos. y + BCsin. y) S,, 

jo daß fchlieglich die Normalfpannung A C pro Flächeneinheit: 
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S = 27 S, sin.v + GE, 008 U +3 20 sin. v) 8, folgt. 
AB BC 
Kun it aber — 70” — sin.v um 707% " daber folgt: 


— Sı (sin. d)? + 2 S, sin. v cos. Y — Si (sin. Y)? + Ss sin. 2 Y 
— 81 ) + &sin.2%. (Vergl. $. 259). 





Dieſer Werth iſt ein Marimum von S für tang. 2 J oder 
1 
sin.2y — — — und cos.2 U — — —, und zwar 
VS? + (28)? — 5)? 


28? 


_ 5 N 
tyra) + VS?+(@8)? 


 & +V@)' +82. 


Segen wir die obigen Werthe von Sı und S, bier ein, fo erhalten wir 
die geſuchte Manmallpanuuns 


— + VE) +) r) + +)" 


und damit der Körper den Wirkungen diefer Kräfte P und Q mit Sicher 
heit widerſtehe, ift S,, dem Tragmobul 7, aljo 


Q | /{QU N? Pae\? 
—— —4 — — T 
ar "y(; 7) * *) 
zu ſetzen, woraus die Bedingungsgleichung 
Cs —- 72 — — folgt. 
Es iſt daher das zuläſſige Torfionsmomen 











Ww 
l) Pa= 7 72 — gT Fr’ ſowie die zuläffige Arenkraft 


F (Pae 
2) = rr-7( — 
Um die gegebenen Kräften P und Q entſprechenden Querſchnittsdimen⸗ 
fionen zu finden, fegen wir, je nachdem die Torjiond- oder die Axenkraft 
überwiegend ift, entweder 


W Pa 
— u — —, oder 





34” 
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— * 
F= Tr Pae\t 
7 W 





Für eine parallelepipedifhe Säule mit den Duerdimenfionen b 
und A ift 


F=bh, W= (? Hana und e—=1/, Vb? + h?, folglid 








w 0 _ Pa — Be ( _ 2% 

=; Wwır= — T 1 3,7) ‚tmie 
- Ir 

BE — 28 __6Fe 

eh 36 Pa J—— Vo +R2.0hT. | j 


BD FR)T\dr 

Kennt man noch das Dimenfionsverhältnig u — n fo kann man mit- 
tels diefer Formeln die Dimenfionen b und h ſelbſt berechnen. 

Fur eine Säule mit perzetiſcha Baſis iſt 5 — A, daher 








MV — Qg \% 

-7(1-47) mi 

== larez (1-85), fomie 
( .(6Pa 

41% —RX iu um 


3/8 I — 1, spe)”. 


Für eine cylindriſche Säule oder Welle hat man: 


rt 
F=ar:, W= Eu und e — r, daher 


are __1/2Pa u 

— DT V# a0 u ET ſowie 

EEE dr = , _(2Pa \,]% 
PL (2a) er kmier:r 
-1(7 
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Wirkt die Arenfraft Q zufammendrüdend, fo behalten die im Vor⸗ 
Fig. 461. ftehenden gefundenen Formeln ihre Anwen⸗ 
dung, da hier nicht bloß die Richtung der Kraft 


A SB S, ($ig. 461) die entgegengefegte wirb, fondern 
auch die Kräfte S, und Z entgegengefeßt angenom⸗ 

z zZ men werden fönnen, wenn es darauf ankommt, 
- eine möglichft große Mittelfraft S,, zu erhalten. 
S C Beifpiel. Wenn eine flehende Holzwelle von 

_. 10000 Pfund Gewicht das Umdrehungsmoment 


.Pa = 72000 Zollpfund aufzunehmen hat, fo if 
bei dem Tragmodul T — 400 Pfund, der erforderliche Halbmeſſer verfelben: 


:/ Pa Q \-% _ 17/0,6366. 72000 y 
"= VGT 1- AT) =) 400 (1 - nun) 


— Wooses.ı0 (1 - >) "- 








Annaͤhernd ift 
r = V 114,6 — 4,85, daher 
1,958 __ 7,958 
r! 2552 52 = 0,3383, 
und 

— 1 

( — I) ke =, 1 = 1,071, 

T 0,6617 


fo daß nun fohärfer der gefuchte Wellenhalbmefler 
r = 4,85.1,071 = 5,194 3oll, 


und folglich der Durchmeſſer der Welle, ’ 
d = 10,39 Zoll folgt. . 


Torsion in Verbindung mit Biegung. Nicht felten fommen aud) 8. 277 
Fälle vor, daß ein Balken oder eine Welle von einer Torfions- und einer 
Biegungskraft zugleich ergriffen wird, namentlich find die liegenden Rad⸗ 
wellen in der Regel einer Torfion und Biegung zugleich ausgefegt. Denken 
wir uns, um die Verhältniffe des Zuſam⸗ 
menwirkens biefer zwei Kräfte zu erforfchen, 
wieder einen prißmatifchen Körper ABCD, 
Tig. 462, welcher an einem Ende BD 
fejtgehalten und am anderen Ende A von 
einer Normal oder Biegungsfraft Q, zu- 
gleich aber noh an einer Stelle C von 
einem Umdrehungs⸗Kräftepaare (P, — P) 
ergriffen wird. Iſt 2 die Ränge A C ber 
Welle, W, das Maß des Biegungsmonten, 
tes derfelben und e, die größte Entfernung 


Fig. 462. 
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eines Querfchnittselementes don der neutralen Are, fo hat man die von der 
Kraft Q erzeugte größte Arenfpannung 

Ss — al “U (vergl. $. 235); 
bezeichnet dagegegen u bie Klänge. H K des Rräftepaares (P, — P), W 
das Maß des Torfionsmomentes, und e den größten Abftand eines Quer⸗ 


fchnittselementes von der Are CD diefes Körpers, fo läßt fich die von dem 
Paare (P, — P) erzeugte größte Schubfpannung 


I = — ſetzen. 





Nun vertritt aber, wie leicht zu ermeſſen iſt, die Spannung 8* 


die Stelle der abjoluten Spannung S, = x im vorigen Paragraphen, da⸗ 


ber läßt fich aud Hier die Marimalfpannung im ganzen Körper 
ABUD, ig. 462, 


4 V@)'+s J + S/, oder 


ha, Y(aba)’, (Zee) ha ) =) 


Ylıea 
W, 








2 Wı 
jegen, woraus dann die —— 
Pue\? QlaT 
— m — 
( w) tr u folgt 


Es ift daher das zufäffige Torfionsmoment 
) Pu— V Vr- QhaT _WT Vı- Qlıeı 
€ W, e - W, T ’ 
fowie die Axenkraft 








» 
| r—( - —**y. wonach entweder 








2) 9 = nat 
W Pa 
>= One T’ oder 
Ver 
"ı_ Ar 
ls 7 Bee); zu ſetzen ift. ü . 
T\W 
Für den quadratifhen Schaft ift | 
nV 2 34 
e——— und ”ı _E daher ” 
e e 6 
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V 1; Y 
WB — 6 _—— Pa (1 6 u) " und 
73T 
j „Var:  _ seu\- 
nm “ ſowie 
—6li 6GVIAPAVMNCI 
M= k — —— und 





9. 75)7* 
h — T 1 — fg h®T y 


wogegen für die cylindrifche Melle 


W 3 3 
* un HM. IT folglich 
j 4 


fh - oh \” 


zr:T 


— 2 Pa 4Qı, — 
— -y2 T (1 gar) ‚Tomi 
4 hl el 

3 — _ 11 — 

"Tl | u 


ya & 2Pp 
r=VT 1 — ae) "zu fegen iſt. 


Sehr gewöhnlich ift es nicht ein Kräftepaar (P, — P), fondern eine 
excentriſch wirfende Kraft P, welche die Torfion eines Körpers BCD, 
Fig. 163. dig. 463, hervorbringt. Da fich eine folche 
Kraft in eine gleiche Eentralfraft CP=+ P, 
und in ein Kräftepaar (P, — P) zerlegen 
läßt, deflen Armlänge a der Normalabftand 
CA zwifchen der Are CD des Körpers und 
der Angriffslinie der Kraft P ift, fo hat man 
e8 in dieſem alle, felbft ohne Hinzutritt einer 
anderen Kraft Q, mit der zufammengefegten 
Veftigfeit zu thun, indem ficd) die aus (P, — P) 
hervorgehende Torſion mit der durch die Aren- 
fraft + P bewirkten Biegung vereinigt. Es 
finden daher bei Beftimmung der Stärke eines ſolchen Körpers die legten 
Formeln ihre unmittelbare Anwendung, wenn man darin Pl —= Qlı, fett. 
Zritt zu der excentrifchen Kraft P noch eine bejondere Biegungsfraft Q 
mit dem Momente O1, hinzu, jo muß man natürlich in den legten Formeln 
Pl + Qu ſtatt PI fegen. 


,‚ und 
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S. 278 Biegungskräfte in verschiedenen Ebenen. Wenn ein Ballen . 
oder eine Welle BC, Big. 464, von zwei Biegungsfräften Q, und Q, er» 
Fig. 464. griffen wird, deren Kichtungen Cı Qı 
und C. Q, zwar rechtwinkelig auf der 
Are C, B des Körpers ftehen, aber unter 
ſich felbft nicht parallel find, fo wird 
das Stück Cs B deilelben von zwei 
Kräftepaaren (Qꝛ. — Qı) und (Q2,— Qs) 
gebogen, welche daher zu einem einzigen 
Kräftepaare zu vereinigen find, um die 
Art und Größe der Biegung beurtheilen 
zu können. Bezeihnen 1, und I, die 
Hebelarme der Kräfte 9, und Q, in 
Hinficht auf den feften Punkt B, find alfo 
9 und Q 1; die Momente derjelben, 
und ift « der Winkel, welchen die Kraftrichtungen zwifchen fich einichließen, 
wenn man fie durch einen einzigen Punkt legt, fo hat man nad) $. 95 das 
Moment des refultirenden Kräftepaares: 
Re = V(Q U)? + (91)? + 2 (Qılı) (Qals) cos. a, 
und es ift für den Winkel 4, welchen die Ebene diefes Kräftepaares mit der 
des Paares (Qı, — Qı) einſchließt, j . 





Um die Größe diefes Kräftepaares (R, — .R) und die Ebene befjelben zu 
finden, kann man die Kraft Q, von Ca nad) C, reduciren und die reducirte 


Kauft 9 = ni mit der Kraft Q, durch das Kräfteparallelogramm zu 
1 


einer Mittelfraft R, vereinigen; das Product BR, lı —= Re ift dann die 
Größe des refultivenden Kräftepaares, und der Winkel Q, Ci Rı , der Winkel 
ß, welchen die Ebene dieſes Paares mit der des Paares (Q,, — Qı) ein- 
{chliegt. Diefe Ebene ift natürlich auch diejenige, nach welcher der Körper 
gebogen wird, auch ergiebt ſich mit Hilfe des gefundenen Momente® Rc 
— Rı |ı die größte Spannung des Körpers: 
| _ Bee 
s7 
alſo wenn man dieſe dem Tragmodul 7’ gleichfegt: 
TW ——— 
— = Y(Q 4)? + (02 2)2 + 2 (Qılı) (Bela) cos... 
Wirkt nun auf diefen Körper AB noch ein Umdrehungsfräftepaar 
(P, — P) mit dem Momente Pa, fo ift die Marimalfpannung 








8. 278] Die zufammengefebte Slafticität und Feftigkeit. 537 


Rce, Rca Bea | (Bee), a e) 
2 M * 2W 
zu ſetzen, wobei natürlich W, das Map des Biegungsmomentes, W das des 
Drehungsmomentes, und e, den größten Abftand des Körperumfanges von der 
neutralen Are, dagegen e den von der Längenaxe des Körpers in D be 
zeichnet. 

Hiernad) ift 


()=r-°%9 J' 
Ww w, 


= Pr — [(Q, )° + (a) + 2(Q 1)(Qel)con. a] 


Mit Hülfe der Yormeln des vorigen Paragraphen laſſen ſich auch bie 
erforderlichen Duerjchnittsdimenfionen des Körpers finden, wenn man in den- 
jelben ftatt QL, die Summe Q,lı + Qal. einfegt. 

Wenn nur eine Biegungskraft Q, auf den Körper wirft, und berfelbe 
anftatt des Kräftepaares (P, — P) von einer einzigen Umdrehungsfraft P 
ergriffen wird, welche ſich in eine Axenkraft P und in ein Umdrehungstfräfte- 
paar (P, — P) zerlegen läßt, fo hat man ftatt O5, dad Moment PI in 
den legten Formeln einzufegen. | 


Sl) =-T= 





Scählußanmerfung. Obgleich über feinen Gegenftand der Mechanik bis jetzt 
fo viele Verſuche angeftelli worden find, als über die Elaftieität und Feſtigkeit der 
Körper, fo bleibt doch noch vieles zu unterfuchen und manche Unficherheit zu befeis 
tigen übrig. Wir haben DBerfuche hierüber von Ardant, Banks, Barlow, 
Bevan, Brir, Buffon, Burg, Duleau, Ebbels, Eytelwein, Fin 
han, Gerfiner, Girard, Gauthey, Fairbairn umd Hodgfinfon, 
Lagerjhelm, Muffhenbroef, Morveau, Navier, Rennie, Rondelet, 
Tredgold, Wertheim u. f. w. Die älteren Berfuche werben fehr ausführ- 
lich abgehandelt in Eytelwein’s Handbuch der Statik fefter Körper, Bd. IL, 
naͤchſtdem in von Gerfiner’s Handbuh der Mechanik, Bd. I. Eine umfäng- 
lihere Abhanvlung uber vielen Gegenftand Liefert auch v. Burg im 19ten und 
20ſten Bande der Jahrbücher des polytechn. Initituts zu Wien. Man findet in 
diefen Schriften zum Theil auch abweichende Theorien abgehandelt. Der Ber: 
ſuche von Brir und Lagerjhelm ift ſchon oben (S. 360) gedacht worden. 
Neue und fehr umfänglihe Verſuche über die rückwirkende Feftigfeit der Stein- 
arten, von Brir, rapportirt der 32fte Jahrgang (1853) ver Verhandlungen des 
Vereins zur Beförderung bes Gewerbefleißes in Preußen. Eine einfache Theorie 
der Biegung von Brir findet man in der Abhandlung „elementare Berechnung des 
Widerſtandes prismatifcher Körper gegen die Biegung“, welche aus den Verhand⸗ 
lungen des preußifchen @ewerbevereins befonvers abgedruckt if. Die neueften 
Unterfuchhungen über die @lafticität von Wertheim find ebenfalls ſchon oben 
(S. 362) befprochen worden. Ueber Hodgkinſon's Berfuche findet man einen 
Auszug in Mofeley’s Mechanical Principles of Engineering and Architec- 
ture. Das Hauptwerf von Hodgfinfon ift unter dem Titel „Experimental 
Researches on the strength and other properties of cast iron etc., bei 
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John Weale, 1846, erfchienen. Bine frangöftfche Heberfegung von Pirel enthält 
Tome IX, 1855, ver Annales des ponts et chaussees, aud wird hiervon in 
einem Auffage von Couche, Tome XX, 1855, der Annales des Mines ge- 
handelt. Tredgold Handelt in einer befondern Abhandlung „über die Stärke 
des Gußeiſens und anderer Metalle”, melde in Leipzig 1826 aud deutſch 
erfchienen if. Uebrigens ift zum Studium zu empfehlen: Poncelet’s Intro- 
duction & la Mecanique industrielle, ferner Navier’s Resume des lecons 
sur l’application de la Mecanique, Part. I., deutfh von Weftphal, unter 
dem Titel „Mechanik der Baukunſt“, zu welher Schrift Boncelet in feiner 
Theorie von dem Wiberftande fefter Körper (f. deſſen Lehrbuch ter Anwendung 
der Mechanit, Band II., deutſch von Schnufe) Ergänzungen liefert. Bor: 
züglih und auch im vorliegenden Werke mehrfach benußt ift: Resistance des 
materiaux (Lecons de Mecanique pratique) par A. Morin, ferner Theorie 
der Holz⸗ und Gifenconftructionen mit befonverer NRüdfiht auf das Bauweſen 
von Georg Rebhan. Wien 1856. Auch it zu empfehlen: die jchon oben 
(S. 425) citirte Schrift, die Feftigkeit ver Materialien, von Moll und Reu⸗ 
leaur, ferner Memoire sur la Resistance du Fer et de la Fonte etc. par 
G. H. Love, Paris 1852; jowie Tate, die Feſtigkeit eiſerner Balken und Trä- 
ger, nach dem Gnglifchen von von Weber, Dresden 1851. Die Theorie der zu⸗ 
fammengefepten Feitigfeit ift zuerfi von dem Verfaſſer in ber Zeitfehrift für das 
gefammte Ingenieurweien (dem Ingenieur) von Bornemann u. f. w. Br. I. 
abgehandelt worden. In dem eriten Bande der neuen Folge viefer Zeitichrift 
(„Sivilingenieur“ 1854) wird vom Herren Kunftmeilter Bornemann die graphifche 
Darftellung ver relativen Beftigfeit abgehandelt; auch werden in bemfelben bie 
Ergebniffe ver Biegungsverfuhe von Bornemann fowie von Lamarle mitgetheilt. 

Meitere Ausführungen der Lehre von der Elaſticität und Feftigfeit Tommen in 
ver Folge bei der Theorie ver Schwingungen und ber des Stoßes vor. 

MW. Bairbairn’s Useful Information for Engineers I. and II. Series, 
berichten mehrfache Verſuche über die Feftigfeit des Schmiebeeifens in verfchiedenen 
Formen, fowie auch über die von Steinen, Glas u. f. w. Sn theoretifcher Bezie- 
bung ift vorzüglich zu empfehlen: Lecons sur la theorie mathematique de 
V’elasticite des corps solidespar Lam 6, fowie AManual of applied Mechanics 
by W. J. M. Rankine, nädftvem aud) Cours de Mecanique appliquee, I., 
Partie, par Bresse, fowie Theorie de la Resistance et de la flexion plane 
des solides par Belanger. Die Schrift von Laiſſle und Shublen: „Ueber den 
Bau der Brüdenträger“ iſt dem bermaligen Stand der Wiflenfchaft entſprechend 
bearbeitet, und daher fehr zu empfehlen; auch enthalten Rühlmann’s Grundzüge 
ver Mechanik, 3. Auflage (1860),. einen lefenswerthen Abriß der Feſtigkeitslehre. 

Der Eivilingenieur und die Zeitfchrift des deutſchen Ingenieurvereins enthalten 
mehrere werthvolle Abhandlungen über Elafticitäts: und Feftigfeitslchre, namentlich 
von Grashof, Schwedler, Winkler u. |. w , fowie auch mehrere gute Ueber: 
feßungen von franzöftfhen und englifchen Abhandlungen von Barlow, Bouni- 
ceau, Bairbairn, Love u. f. w.; auch findet man in diefen Zeitfchriften vie 
Grgebnifle vielfacher Verſuche über die Feſtigkeit, z. B. von Bairbairn, Kar: 
marſch, Schönemann, Bölfers u. f. w. 
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